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Avant-propos

Présentation générale.

Cet ouvrage de la collection Méthodes et exercices traite de 'intégra-
lité du programme de physique et de chimie des filieres MP et MP*.
Chacun des 18 chapitres est divisé en quatre parties (le chapitre 19
est un formulaire de mathématiques).

Les méthodes a retenir : chaque chapitre commence par plusieurs
fiches structurées avec des rappels de cours synthétiques, des
méthodes de raisonnement ou de calcul, un exemple complet
et un renvoi aux exercices concernés.

Enoncés des exercices : des énoncés d’exercices d’application du
cours et de nombreux exercices inspirés d’écrits et d’oraux de
concours sont proposés. Ils sont affectés d'un niveau de diffi-
culté, de 1 a4.

Du mal a démarrer ? : des indications de méthode ou de calcul sont
données a I'image de celles qui seraient données en colle ou a
I'oral des concours.

Corrigés des exercices : les solutions détaillées sont entiérement
rédigées.

Conseils de travail.

Nous vous encourageons a adopter une discipline de travail rigou-
reuse. Vous ne devez jamais oublier que c’est en faisant qu’on
apprend. Lire un énoncé puis son corrigé est absolument contre-
productif, et méme si vous avez I'impression de « tout comprendre »
(ce qui est flatteur pour le rédacteur de la solution !) vous n’appren-
drez presque rien, et surtout vous ne retiendrez rien. Un exercice
est fait pour étre cherché, longuement, avec application, puis rédigé
completement, applications numériques, commentaires et conclu-
sions compris. Si vous ne trouvez pas la réponse, cherchez encore.
Si vous ne trouvez toujours pas, reportez-vous a la fiche méthode et
réessayez en profitant des rappels et conseils qui y sont donnés. Si
vous ne trouvez toujours pas, reportez-vous a I'aide donnée dans la
rubrique « Du mal a démarrer ? ». Si vous n'avez que partiellement
trouvé, laissez-vous un peu de temps encore, une nuit de repos, et
cherchez encore le lendemain, c’est souvent profitable. Enfin, vous
pouvez consulter le corrigé, sans oublier qu’avoir réellement compris
une solution, c’est étre capable, une heure, une semaine ou un an
apres, de la restituer.

A propos du choix d’exercices.

Les exercices ont été choisis pour couvrir tout le programme et
tous les styles : certains sont calculatoires, d’autres plus qualitatifs,
d’autres encore a forte composante documentaire (c’est alors men-
tionné dans le titre) avec une volonté dans cet ouvrage de proposer
beaucoup de lectures graphiques (schémas, diagrammes, cartes de
champ, de potentiel). Certains exercices, qui demandent une initia-
tive particuliere de modélisation, de choix d’hypothéses, d’organisa-
tion du raisonnement, sont estampillés « résolution de probleme ».

ix



Quelques données plus techniques.

Les grandeurs complexes sont soulignées, les grandeurs vecto-
rielles surmontées d’une fleche, les vecteurs unitaires notés ii.
Limaginaire pur est noté i en électromagnétisme dans I'étude des
ondes et en physique qauntique, et j dansles chapitres d’électricité
pour éviter la confusion avec l'intensité.

Nous avons délibérément omis de fournir les lois d’analyse vecto-
rielle dans le corps des exercices, afin d’éviter de donner ainsi une
indication trop précise. Nous avons ainsi respecté la convention de
I'écrit des concours, ot1 la liste des formules utiles est toujours don-
née avant ou apres 1’'énoncé.

Un formulaire de mathématiques utiles a la physique est proposé
ala fin de 'ouvrage.

Il en est de méme pour les formules de trigonométrie et les élé-
ments différentiels de longueur, de surface et de volume pour les
intégrales spatiales.

Un index complet est proposé a la toute fin de ce livre.

En guise de conclusion.

Nous espérons que cet ouvrage vous aidera a réussir le mieux possible
les épreuves de physique des concours et nous vous souhaitons bon
courage pour votre travail.



Premiere partie

Mécanique
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CHAPITRE

Référentiels non galiléens

Themes abordes dans les exercices

Référentiel galiléen.

Composition des vitesses et des accélérations.

Point coincident.

Vitesse d’entrainement, vitesse relative.

Accélération d’entrainement, accélération relative, accélération de Coriolis.
Loi de la quantité de mouvement en référentiel non galiléen.

Force d’inertie d’entrainement (référentiel en translation).

Force d’inertie d’entrainement (référentiel en rotation uniforme).

Force d’inertie de Coriolis.

Champ de pesanteur.

LR R R R SR R IR R o

‘Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

o Exprimer et exploiter les lois de composition des vitesses et des accélérations.
o Etudier le mouvement d’un point dans un référentiel en translation.

o Etudier le mouvement d'un point dans un référentiel en rotation uniforme.

o Etudier le mouvement d’un point dans le référentiel terrestre.



Chapitre1 Référentiels non galiléens

Les méthodes a retenir

Exprimer et exploiter les lois de
composition des vitesses et des
accélérations.

Soit £, un référentiel muni d'un point fixe Oy (il sera galiléen dans
I'étude mécanique des paragraphes suivants), 2 un référentiel en
mouvement par rapport a %, muni d'un point fixe O et M un point
matériel. La loi de composition des vitesses donne la relation entre
la vitesse absolue de M dans %, et sa vitesse relative dans %

Uy = Do (M) = dOM\ 5 =7 (M) = @
a— VR, - dt B r— VR = dt B

La loi de composition des accélérations donne la relation entre I'ac-
célération absolue de M dans % et son accélération relative dans %

d*0OM

d’0,M
dr?

Zia = a@n (M) = ( dt2

) etd, =dgM) =
Zo

Seuls deux cas précis sont au programme.

a) Z est en translation par rapport a %, a la vitesse d’entrainement
7, =V, vitesse de O dans %, et d’accélération d’entrainement d, = A,
accélération de O dans %,.

Les lois de composition s’écrivent alors

Va=Tetbr o U, (M) =V + Dz (M)
g = G, + 0y g, (M) = A+ dg (M)

Le sens physique de ces lois est assez simple. Quand on se déplace
dans un train en translation, notre vitesse dans le référentiel terrestre
est la somme de la vitesse du point du train ot nous posons le pied,
c’est-a-dire la vitesse du train car il est en translation, et de notre vi-
tesse par rapport au train. Il en est de méme pour les accélérations.
b) Z est en rotation uniforme autour d’un axe fixe A de %, a la vi-
tesse angulaire Q= Qiiy. Le point coincident de M a la date ¢ est le
point fixe P de Z par lequel passe M. On note H le projeté orthogonal
de M sur A.
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Référentiels non galiléens Chapitre 1

{ Uy = U, (P) + Dy soit U, (M) = QA OM + Dp (M)
g = dg,(P) + dc + 4y G, M) = —Q?HM + 2Q A HM + gy (M)
Le terme .

d. = —QO*HM

est 'accélération d’entrainement centripete de P, cohérente avec son
mouvement circulaire uniforme autour de H. Le terme

dc =20 ANHM
est 'accélération de Coriolis, son sens physique est assez complexe
et dans une approche pragmatique, on peut dire qu’il n’a pas d’intérét

immeédiat pour la réussite aux concours.

Exemple :

Une riviere forme un référentiel 2 en translation rectiligne
uniforme a la vitesse V = Vii, dans le référentiel terrestre
ZA,. Un bateau a moteur M de vitesse maximale v, veut
traverser la riviere selon l'axe i, perpendiculaire a la ri-
viere dans le référentiel terrestre. Pour cela, il doit naviguer
a une vitesse 7, dans le référentiel de la riviére faisant un
angle a avec iiy.

B
— a
. v,
u, —
Y A%
T—>ux




Chapitre1 Référentiels non galiléens

La loi de composition des vitesses donne
Uy =V + U, soit v,ily, = Vil, — v, sinaiiy + v, cosail,

v,sina=V
Uy = Uy COSQ

donc {

Le probleme n'est donc possible que si v, > V, donc
Umax > V. En effet, dans le cas contraire, méme a pleine vi-
tesse, le bateau ne peut remonter le courant et dérive par
rapport a [AB]. Si cette condition est vérifiée, alors

< Exercicel.l.

Ftudier le mouvement d’un point dans
un référentiel en translation.

Soit %, un référentiel galiléen et # un référentiel en translation par
rapport a %, a la vitesse d’entrainement V et avec I'accélération d’en-
trainement A par rapport a %,. O est un point fixe de £. Un point
matériel M de masse m est étudié dans le référentiel %, ses vecteurs
position, vitesse relative et accélération relative sont

d>0M
dr?

dOM
dt

_

OM, v, =

-

eta, =

2 2

Laloi de la quantité de mouvement dans le référentiel non galiléen 2
est analogue a celle énoncée dans un référentiel galiléen, a condition
d’ajouter au forces la force d’inertie d’entrainement

Zf"l'fie = md, avec fie = —ma, = —mA

La confusion entre I'accélération du référentiel A et celle de M dans le
référentiel est une faute rédhibitoire. Nous préconisons la méthode
suivante pour I'étude rigoureuse d'un probleme de mécanique du
point dans un référentiel non galiléen en translation.
a) On définit le référentiel d’étude et on précise qu'il est « non galiléen
en translation ».
b) On fait un schéma.
¢) On définit le repere de projection cartésien ou cylindrique.
d) On écrit dans la base choisie les composantes des vecteurs de ciné-
matique

OM, 7,, d@, et A

et on identifie les conditions initiales sur ces vecteurs.
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Référentiels non galiléens Chapitre 1

e) On écrit dans la base choisie les composantes des vecteurs forces
réelles et de la force d’inertie d’entrainement

fetfie=—mA

f) On en déduit par projections sur les axes du repére un ensemble
d’équations différentielles dont la résolution est un probleme de ma-
thématiques.
La loi du moment cinétique est elle aussi inchangée, le moment en O
de la force d’inertie d’entrainement est le méme que pour toute autre
force . .

-/%O(fie) =0MA fie

La loi de I'énergie mécanique peut étre appliquée en définissant
I'énergie potentielle d’inertie d’entrainement (voir exercice 1.3) mais
celle-ci n’est pas au programme.

Exemple :

Un pendule élastique est formé d'un ressort de constante
deraideur k, de longueur a vide £, et d'un point matériel M
de masse m coulissant sur un axe (O, x) horizontal en étant
soumis a un frottement visqueux f,, = —hv. Ce dispositif
est embarqué dans un train en accélération uniforme ho-
rizontale constante A = Aii.. On note x(#) 'abscisse de M.
a) Le référentiel d’étude est le référentiel non galiléen du
train en translation.

b) Voici le schéma du dispositif et des forces (a I'exception
de la force de frottement).

’y 7 N _
—f A
e
o F M x
P
c) Le repere de projection est (O, iiy, ii)).
d) Les vecteurs cinématiques sont
— | x _|lx | X - A
OMO,er,arOetAO
e) Les vecteurs forces sont
- —k(x=0y) =| -hx =2 | -mA =|0 -1 0
"o Irjo el -mg | N




Chapitre1 Référentiels non galiléens

f) Voici les projections sur les deux axes

—k(x—0o)—hi—mA=mi [ mi+hi+kx=k(l—22)
-mg+N=0 N=mg

L'équation différentielle vérifiée par x est celle d'un oscilla-
teur amorti, 'abscisse d’équilibre est xqq = £9 — ’"TA, le ré-
gime (pseudo-périodique, critique, apériodique) dépend
du signe du discriminant de I'équation caractéristique as-
sociée a I'équation homogene A = h? —4km.

< Exercices1.2,1.3,1.4, 1.5.

Ftudier le mouvement d’un point dans
un référentiel en rotation uniforme.

Soit %, un référentiel galiléen et # un référentiel en rotation uni-
forme par rapport a un axe A fixe de %, passant par O, a la vitesse
angulaire ) = Qii,. Un point matériel M de masse m est étudié dans
le référentiel %, ses vecteurs position, vitesse relative et accélération
relative sont

d>0M
dr?

dOM
dt P

_—

OM, 7, =

etd, =

R

Soit H le projeté orthogonal de M sur I'axe A. La loi de la quantité de
mouvement dans le référentiel non galiléen 2 est analogue a celle
énoncée dans un référentiel galiléen, a condition d’ajouter au forces
la force d’inertie d’entrainement et la force d’inertie de Coriolis

~ = i
Zf+f,-e+f,-c:mﬁ,avec{ fl":_mcje:mg HQMQ

fic=—mdc=-2mQA7v,
La force d’'inertie d’entrainement est dite axifuge (ce terme est pré-
férable au terme usuel « centriguge ») car elle tend a faire fuir M de
I'axe (et non pas du centre O). Nous préconisons la méthode suivante
pour I'étude rigoureuse d'un probleme de mécanique du point dans
un référentiel non galiléen en rotation.
a) On définit le référentiel d’étude et on précise qu'il est « non galiléen
en rotation ».
b) On fait un schéma.
¢) On définit le repere de projection cartésien ou cylindrique.
d) On écrit dans la base choisie les composantes des vecteurs de ci-
nématique W, Pm, U, d, et Q et on identifie les conditions initiales
sur ces vecteurs.
e) On écrit dans la base choisie les composantes des vecteurs forces
réelles, de la force d’inertie d’entrainement et de la force d’inertie de
Coriolis. .

f, fie= mQ*HM, fic = —2mQA b,
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Référentiels non galiléens Chapitre 1

f) On en déduit par projections sur les axes du repére un ensemble
d’équations différentielles dont la résolution est un probleme de ma-
thématiques.

La loi du moment cinétique est elle aussi inchangée, le moment en O
des forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis sont les mémes que
pour toute autre force

Mo(fie) =OM A fie et Mo (i) =OMA fie

Laloidel’énergie mécanique peut étre appliquée en remarquant que
la force d’inertie de Coriolis, orthogonale au vecteur vitesse relative,
ne travaille pas et en définissant I'énergie potentielle d’inertie d’en-
trainement (voir exercice 1.7) mais celle-ci n’est pas au programme.

Exemple :

Un point matériel coulisse sans frottement sur une tige ho-
rizontale (O, x) animée d'un mouvement de rotation uni-
forme autour de I’axe vertical (O, z) a la vitesse angulaire Q.
Un ressort de longueur a vide ¢, et de constante de raideur
k a une extrémité fixe en O et son autre extrémité reliée a
M. On note x(t) 'abscisse de M sur I'axe.

a) On travaille dans le référentiel non galiléen en rotation
de la tige. Dans celui-ci, la masse a un mouvement recti-
ligne.

b) Voici le schéma du dispositif.

)
(-]

¢) On travaille dans le repeére cartésien (O, x, y, z).
d) Voici les composantes des vecteurs cinématiques.

L X X X 0
OM=HM=|0 7|0 d|0 Q|lo
0 0 0 Q
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10

e) Voici les composantes du poids et de la force de rappel
du ressort.
0 —k(x—1£p)

P| 0 F|l 0

-mg 0
En l'absence de frottements, I'action de la tige sur M est
orthogonale a la tige, c’est donc la somme d’une force nor-
male verticale N qui compense le poids et d"une force nor-
male horizontale S qui compense la force d’inertie de Co-
riolis

N

Z o o
v
o wo

Les forces d’inertie s’écrivent
fie= mQ*HM = mQ? xii, et
0

fie=—2mQAD, =| —2mQx
0

f) La loi de la quantité de mouvement s’écrit

P+F+N+S+ fie + fic = md, donc

—k(x—10) + mQ?x=mi x+w(2,(l— g—i)x:wgfo
S-2mQx=0 ouy S=2mQx ’
N-mg=0 N=mg

avec wg = \/% , pulsation propre de l'oscillateur élastique
en référentiel galiléen. Deux cas sont possibles.

* Si Q) < wy, le coefficient de x est positif et I'équation diffé-
rentielle en x est celle d'un oscillateur harmonique de pul-

sation propre
QZ
W) =woy/1- -
W

* Si Q) > wy, le coefficient de x est négatif et I'équation diffé-
rentielle en x est celle d'un oscillateur hyperbolique, dont
la solution diverge quand ¢ — co. La force d’inertie axifuge
est trop forte pour étre compensée par la force de rappel
du ressort et la masse s'éloigne indéfiniment, jusqu’a la li-
mite élastique du ressort.

< Exercices1.6,1.7,1.8,1.9,1.10,1.11,1.12,1.13.
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Référentiels non galiléens Chapitre 1

Ftudier le mouvement d’un point dans
le référentiel terrestre.

Le référentiel géocentrique est galiléen en bonne approximation. Le
référentiel terrestre est en rotation uniforme autour de l'axe des
poles, a la vitesse angulaire

0= -729.10 rad-s”!
Ts
T; =86 164 s est le jour sidéral. Le référentiel terrestre n’est donc pas
galiléen. On doit donc prendre en compte la force d’inertie d’entraine-
ment axifuge et la force d’inertie de Coriolis pour les points matériels
évoluant a proximité de la surface terrestre.

a) Le poids est la somme de la force de gravitation dirigée vers le
centre de la Terre et de la force d’inertie d’entrainement

- = = “Ymrm e
P=fy+ fio=———— i, + mQ’HM
R}

= . - gm . p—
soit B = mg avec § = ———ii, + Q’HM
T

b) La force d’inertie de Coriolis n'a d’effet significatif que pour les
objets dont la vitesse est grande (plus de 50 ou 100 m-s™!) ou sur
des durées importantes (plus d'une heure)

fie=—2mQ A,

ol 7, est la vitesse relative, donc mesurée dans le référentiel ter-
restre. Comme les axes du repére d’étude sont en général définis
par rapport a I’horizontale et a la verticale du lieu du laboratoire, il
faut au préalable projeter le vecteur ) (qui est selon I'axe sud-nord
des poles) dans ce repere, en utilisant 'angle A appelé latitude.

Exemple :

Le rayon terrestre au pdle sud est Rp = 6 357 km et en un
point de 'équateur Rg = 6 378 km. La constante de gra-
vitation est ¢ = 6,674-107" kg™!-m3-s72 et la masse de
la Terre est my = 5,972 - 10** kg. La ville de Limoges est
presque sur le 45ieme parallele et le rayon terrestre y vaut
Ry = 6 371 km. Evaluons le champ de pesanteur en ces trois
points.

11
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S

e Au pole sud, on est sur I'axe de rotation, donc la force
d’inertie d’entrainement axifuge est nulle et le poids est
égal a la force de gravitation, soit
“m
gs=—5 =9,863m-s
Rp

e Sur I'équateur, la force d’inertie d’entrainement axifuge
est verticale vers le haut donc

(ng

o Q°Rg =9,798-0,034 =9,755 m-s >
E

8=

o ALimoges, la force de gravitation est dirigée versle centre
de la Terre et a pour norme fyray = ‘5’}’;—;”’ =9,8195-m. Le
rayon du cercle décrit par Limoges lorsaue la Terre tourne
est HL = Ry, cos % = 4504 km. La force d’inertie d’entraine-
ment axifuge a donc pour norme

fie = mQ*HL=0,024-m

La somme vectorielle des deux vecteurs donne un vecteur
qui est dirigé vers un point de I'axe des poles un peu plus
au sud que le centre de la Terre. On en déduit la norme

2

7M\2 b
gL:\/(9,8195—0,024cosZ) +(0,024sinz) =9,803m s>

< Exercices1.14,1.15,1.16,1.17,1.18,1.19, 1.20.

12
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Enoncés des exercices

Composition des vitesses, des accélérations

Un maneége est en rotation uniforme a la vitesse angulaire @ = wiiz. A la date ¢ = 0,
0 =0 et'axe (O,X) dessiné sur le plateau coincide avec I'axe (O, x) du sol, I'axe (O,Y)
dessiné sur le plateau coincide avec I'axe (O, y) du sol, et les axes verticaux (O,Z) et
(O, 2) sont confondus.

<V

Un promeneur, initialement en O, marche sur le plateau du manege a la vitesse rela-
tive constante 7, = vyiix dans le référentiel du manege. On exprimera tous les vec-
teurs dans la base (iiy, iy, iiz).

a) Déterminer les coordonnées de ses vecteurs vitesse relative et d’entrainement a
la date . En déduire celles du vecteur vitesse absolue.

b) Déterminer les coordonnées de ses vecteurs accélération relative, d’entraine-
ment et de Coriolis a la date ¢.

c) Etablir les équations horaires x(f) et y(f) du mouvement du promeneur.

d) Vérifier les lois cinématiques de composition des vitesses et des accélérations en
retrouvant les coordonnées de 7, et dg.

Etude d’un pendule simple dans un référentiel en translation

Un pendule simple est formé d'un fil inextensible de masse nulle et de longueur L,
etd'un point matériel M de masse m. Son extrémité O est accrochée au plafond d’'un
train en accélération uniforme horizontale constante A = Aiiy. L'angle d’'inclinaison

du fil est notée 0(¢).
(0]
L
0(1)

13
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a) EtablirI'équation différentielle vérifiée par 6() en utilisant la loi de la quantité de
mouvement.

b) Etablir I'équation différentielle vérifiée par 0(z) en utilisant la loi du moment
cinétique en O.

c) Déterminer I'angle d’équilibre O¢q.

d) On étudie les petites oscillations autour de la position d’équilibre en posant
0(1) =0eq +£(1) avece(r) < 1

Etablir I'équation différentielle vérifiée par £(f) et en déduire la période T des
petites oscillations.

Introduction a I'énergie potentielle d’inertie d’entrainement

Un référentiel 2 est en translation rectiligne d’accélération constante A = Aily par
rapport a un référentiel galiléen %2y. Un point matériel de masse m est répéré par
X
OM=| y dans%.
z

a) Donner 'expression de la force d’inertie d’entrainement f, ¢ subie par M dans Z.

b) Cette force dérive de I'énergie potentielle d’inertie d’entrainement Ep;, avec

OEpie

R o
fie =—grad Epje = — #
aEpie

0z

Déterminer I'expression de Ep;, en prenantla référence en x = 0.

¢) Un pendule simple est formé d’'un fil inextensible de masse nulle et de longueur
L, et d'un point matériel M de masse m. Son extrémité O est accrochée au pla-
fond d’un train en accélération uniforme horizontale constante A = Aiiy. Langle
d’inclinaison du fil est notée 0(z).

)

\L

WM A
0(1) \L

i)  Donnerl'expression de l'énergie potentielle résultante des différentes forces
conservatives en fonction de 6.

ii) Déterminer la valeur de I'angle d’équilibre 6eq grace a I'étude de I'énergie
potentielle.

iii) Etablir I'équation différentielle vérifiée par 0(f) en écrivant la conservation
de I'énergie mécanique.
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Sismographe

Un sismographe est constitué d'un boitier parallélépipédique posé a méme le sol,
et qui bouge avec lui. Un ressort de masse négligeable, de longueur a vide ¢y, de
constante de raideur k, est accroché au couvercle supérieur. Un mobile ponctuel M,
de masse m, y est accroché et coulisse sur un axe vertical en subissant une force
de frottement fluide linéaire, de coefficient A. On repere la position de M par sa cote
mesurée sur un axe vertical (O, z) dirigé vers le haut, 'origine O étant un point fixe du
boitier correspondant a la position d’équilibre au repos du mobile. Lors d'un séisme,
le sol a un mouvement d’oscillation verticale dans le référentiel terrestre supposé
galiléen : le boitier a un mouvement sinusoidal d’amplitude H et de pulsation w.

z boitier

ressort

<’ masse

_ position d’équilibre |

au repos o

vibration
T d’amplitude H
de pulsation ®

Etablir I'équation différentielle vérifiée par z et en déduire I'amplitude des oscilla-
tions de la masse en fonction de w. Conclure sur la fonction du sismographe.

Mouvement dans une nacelle de grande roue

Une nacelle dans une grande roue est une cabine restant toujours horizontale, dont
Iextrémité supérieure P est animée d'un mouvement circulaire uniforme de centre
C, de rayon R a la vitesse angulaire Q. On repere la position de la capsule par I'angle
0 = Qt entre la verticale et CP.

—
u, M
°

sol o -
—=

¥ U

nacelle
(vue agrandie)

15
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On travaillera successivement dans la base (iir, lig) et (iix, liy) et on donne

iiy = cosOiix +sin0iiy et ilg = —sinOiy +cosOiiy

a) Le vecteur position de P dans le référentiel terrestre galiléen 2% est CP. Déter-
miner son vecteur vitesse V et son vecteur accélération A dans % dans la base
(ir, lig) puis dans la base (iiy, iiy) en fonction de ¢ (on rappelle que 6 = Qf ot Q
est une constante).

b) Le référentiel Z de la nacelle est-il galiléen ou pas ?

c) Est-il en rotation ou en translation ?

d) Un mobile M de masse m est posé sur le sol de la nacelle ou il glisse. Sa position
est donc repérée par OM = yiiy. Ecrire la loi de la quantité de mouvement ap-
pliquée a M dans le référentiel Z en supposant qu’en plus des forces réelles et
d’inertie, il subit une force de frottement —a/.

e) A quelle condition sur R, Q et g M ne décolle-t-il jamais 2

f) Ecrire dans ce cas 'équation différentielle vérifiée par y.

g) Donnerl'expression de 'amplitude Yy des oscillations de M en régime sinusoidal
forcé.

Expulsion centrifuge

Sur une tige rectiligne horizontale OE de longueur L, définissant1’axe (O, x), un point
matériel M de masse m coulisse sans frottement. Cette tige est reliée a un arbre verti-
cal (O, z) quil'entraine dans un mouvement de rotation uniforme de vecteur rotation

Q
a)
b)

c)

=QU,.

Etablir I'équation différentielle vérifiée par x(z).

Résoudre cette équation en prenant comme condition initialea t =0 : x =0 et
X =U.

En déduire la date 7y a laquelle M quitte la tige en x = L (on pourra utiliser I'in-
connue auxiliaire E = e2/) et la vitesse & 2 cette date.
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I Bague coulissant sur un cerceau en rotation
Un point matériel M de masse m s’apparente a une bague qui coulisse sans frotte-
ment sur le pourtour d'un cerceau de centre O et de rayon R.

a) Le cerceau tourne autour d'une de ses tangentes verticales formant I'axe Z, a la

vitesse angulaire Q. On pose OM = Rii; et on travaille dans le référentiel non gali-
léen en rotation du cerceau.

AZ
. 9
Q u, —
u
Cl X
O\T
M

Etablir I'équation différentielle vérifiée par 0 : R§ = —gsin 0 + RQZ(1 +sin0) cosH.
Décrire comment on pourrait déterminer la ou les position(s) d’équilibre puis étu-
dier les petites oscillations autour de celle(s)-ci.

b) Le cerceau tourne autour d'un de ses diametres verticaux formant I'axe (0,Z), a

la vitesse angulaire Q. On pose OM = Rii; et on travaille dans le référentiel non
galiléen en rotation du cerceau.

A7
Q —
Uy
X
0 u -
T R
0

i) Dans le référentiel en rotation, on note H le projeté orthogonal de M et on
pose HM = piip. Donner I'expression de la force d’inertie d’entrainement su-

bie par M.
ii) Cette force dérive de I'énergie potentielle d’inertie d’entrainement Ep;, avec
fie =- d%’:’)ie ilp. En déduire Ep;, en prenant la référence sur I'axe en p = 0.

iii) Déterminer les angles correspondant a I'équilibre et discuter leur stabilité
selon la valeur de Q.

17
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Régulateur a boules

Dans le dispositif suivant, les diverses tiges ont une longueur d et une masse négli-
geable. Les trois billes ont une masse m. Le resort a une constante de raideur k et une
longueur a vide 2d. Le systéme tourne a vitesse angulaire constante Q.

4d

On admet I'expression de I'énergie potentielle d’inertie d’entrainement :
L o022
Epje = ~3 mQ“HM

ol H est le projeté orthogonal de M sur 'axe. Déterminer la ou les valeurs de 0 a
I'équilibre.

Oscillations en étoile

Un mobile M de masse m est accroché au bout d’un fil inextensible de longueur

L et dont 'extrémité supérieure est fixe en haut d'un mat, lui-méme solidaire d'un
plateau tournant 2 la vitesse angulaire { = Qii,. Les oscillations du pendule sont
de trés petite amplitude et on peut supposer que M reste dans le plan horizontal
(H, x,y) ; on travaillera donc dans la base cylindrique (H, @iy, ig) dans le référentiel
en rotation.
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a) Montrer que la force du fil dans le plan d’évolution de M s’écrit en valeur appro-
chée f = —"E i
b) Etablir le systéme d’équations différentielles vérifiées par r(z) et 8(1).

c) Vérifier que 8(f) = —Qt est acceptable. A quel mouvement trés simple correspond
ce cas particulier ? En déduire I'équation vérifiée par r(t) dans ce cas et la ré-
soudre.

d) Onreleve une trajectoire en forme de rosace a six pétales. En déduire une relation
entre les différents parametres.

Orbite circulaire

Un corps ponctuel de masse m est satellisé en mouvement circulaire uniforme de
rayon r et de période T autour du centre O d’'un astre a symétrie sphérique de masse
ma. Le référentiel astro-corps est le référentiel en rotation autour de l'axe (O, z) or-
thogonal au plan de la trajectoire de M, et dans lequel celui-ci est fixe. En traduisant
I'équilibre de M dans ce référentiel, établir la troisieme loi de Kepler.

Simulateur de gravité

Pour remédier aux troubles physiques que ressentent les astronautes en apesanteur,
on envisage d’équiper une navette spatiale d'un module simulateur de gravité. Il est
constitué d'un tore de section rectangulaire, de rayons intérieur r; et extérieur ro,
creux, d’épaisseur des parois e. Ce tore tourne autour de son axe a la vitesse angu-
laire Q. Un point M est repéré, dans le référentiel du simulateur, en coordonnées
cylindriques dans la base (iiy, iig).

h

La navette est en voyage intersidéral a vitesse constante, loin de tout astre massif.

a) Donner I'expression de Q qui permet de simuler la gravité terrestre gy dans le
module en rotation. Faire I'application numérique avec r; = 15 m, ro = 20 m,
e=1,0metgy= 10m-s~2.

b) Décrire qualitativement le mouvement et les sensations physiques d'un astro-
naute qui saute « verticalement ».

c) FEtudier complétement les forces subies par un astronaute qui court a la vitesse
T = U()Tie.
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I I - Points de Lagrange

On considere deux étoiles de méme masse mg en interaction gravitationnelle, dont
la distance d reste constante. On peut démontrer dans ce cas que leurs centres O; et
0O, ont des mouvements circulaires uniformes de centre I, milieu fixe de ces points,
de période

a3
2¥9mg

T=2mn

Une planete assimilée a un point matériel M de masse m < mg est soumise a l'attrac-
tion gravitationnelle de ces deux étoiles. On se place dans le référentiel non galiléen
de centre I en rotation uniforme autour de I'axe (I, z) orthogonal au plan d’évolution
des centres de deux étoiles, et dans lequel ces deux points sont immobiles.

V=

a) On place M sur 'axe (I, x), a 'abscisse x. Justifier I'existence de trois positions
d’équilibre de la planéte. Justifier qualitativement que ces trois points, nommés
points de Lagrange L, Ly et L3, sont instables vis-a-vis de leur mouvement sur
l'axe (1, x).

b) On place M au point J tel que (O102]) est un triangle équilatéral direct. Montrer
que c’est une position d’équilibre.

c) Jestle quatrieme point de Lagrange, L4. Le cinquiéme point L5 est le symétrique
de L4 par rapportal. Dans le référentiel en rotation, 'énergie potentielle de M est
la somme des énergies potentielles de gravitation exercées par les deux étoiles et
de I'énergie potentielle d'inertie d’entrainement axifuge. Quand on trace en trois
dimensions la surface d’équation Z = Ep(x, y), la position L4 correspond a un
maximum absolu local. Pourtant, c’est une position d’équilibre stable pour des
petits mouvements. Justifier cette affirmation en étudiant qualitativement les pe-
tits mouvements d’'un mobile initialement placé en Ly, auquel on communique
une vitesse initiale dans le plan (I, x, y). Complément culturel : la théorie la plus
communément admise par les astrophysiciens, au sujet de I'’émergence de la Lune
est la suivante : une planéte de masse proche de celle de Mars (5-10%3 kg 2), appe-
lée Theia, s'est formée en Ly du systeme Soleil-Terre, mais en a été délogée par les
perturbations gravitationnelles des autres planetes, elle s'est écrasée sur la Terre, et
les éclats de cet impact se sont rassemblés puis refroidis pour former la Lune.

20
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Forces de marée

La lune est assimilée a un corps sphérique de centre O, de rayon Ry, = 1,73~ 10 m
et de masse my, = 7,35- 1022 kg. Elle est en orbite circulaire de rayon

r.=070; =3,85-108 m

et de période Ty, = 27,5 j = 2,38- 108 s autour de la Terre elle-méme sphérique, im-
mobile de masse m = 5,98-10% kg et de rayon Ry = 6,38-108 m. Dans le référentiel
géocentrique Z supposé galiléen, le centre de la Lune est en mouvement circulaire
uniforme. Le référentiel 211, dans lequel le centre de la Terre O et celui de la Lune
Or, sont immobiles est non galiléen, en rotation uniforme a la vitesse angulaire

0=2"_264-10 rad-s~!
Ty,

par rapporta £. On s'intéresse a deux plaques du sol lunaire, assimilées a des points
immobiles de méme masse m, Z et E, alignées avec Ot et Or,, Z du coté de la face
visible de la Lune, E du co6té de la face cachée. On exprimera les vecteurs forces dans
labase (U x, U y).

iy
R .
T Uy R
Zr At
or ok
r

L

a) LaLune est immobile dans le référentiel %7r.. En déduire l'identité r;.Q2 = %.
L
b) Donner, pour Z puis pour E, 'expression des trois forces a distance qu’ils

subissent :

¢ laforce de gravitation exercée par la Terre ;
¢ laforce de gravitation exercée par la Lune ;
o laforce d'inertie d’entrainement

en fonction des différentes variables de I'énoncé.

¢) Pour un corps M a la surface de la Lune, on appelle forces de marée f (M) la
résultante de la force de gravitation exercée par la Terre et de la force d’inertie
d’entrainement. Etablir que

-2 2 | rL—-Ry rﬁ
(Z) = mQ“r - u
fm L " (rL_RL)Z X
- r,+R r2
et [ m(E)=mQ?r LT L 3 u
I, (rL+RL)

d) On suppose Ry, <« r1. Donner une expression approchée des forces de marée,
montrer qu’elles ont tendance a soulever les plaques de la surface lunaire et cal-
culer numériquement leur valeur pour m = 1 kg. Conclure.
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Différence d’appui sur les rails

Un train de 500 tonnes se déplace du sud vers le nord a vitesse constante de 'ordre
de 50 m-s~! en France au voisinage du 45iéme parallele. Estimer la valeur de la force
traduisant la différence d’appui entre le rail gauche et le rail droit. Voici I'allure de la
situation sur le globe terrestre et une vue de face avec le détail des roues sur les rails.

vue de face

L] L]

rail droit  rail gauche

Rotation des cyclones

Une dépression importante se crée en un point de 'hémisphére nord. Les vents
convergent a grande vitesse vers ce point. Dans quelles directions respectives sont
déviés le vent qui vient du nord, celui qui vient de 'est, celui qui vient du sud, celui
qui vient de 'ouest 2 Dans quel sens le cyclone tourne-t-il vu depuis un satellite ?

Vents dominants dans 'hémisphere nord

On adopte un point de vue tres simple pour modéliser les vents dominants dans ’hé-
misphere nord. Entre le tropique du Cancer et I'équateur, I'air surchauffé monte en
altitude. Ce mouvement crée une dépression en basse altitude qui provoque un vent
thermique du nord vers le sud en basse altitude. L'air chaud tropical en haute altitude
se déplace a son tour du sud vers le nord pour fermer la boucle de convection. Ces
vents thermiques de haute altitude peuvent atteindre des vitesses trés importantes.
En déduire la direction de ces vents dits géostrophiques dans I'hémisphere nord.
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Déviation vers I'est

Un corps M de masse m est abandonné sans vitesse initiale depuis I'origine O dans
un puits tres profond. Dans le référentiel terrestre non galiléen, en rotation uniforme
autour de 'axe des poles dans le référentiel géocentrique galiléen, a la vitesse angu-
laire Q = %, M est soumis 4 son poids P = —mgii. (la verticale est assimilée au
rayon terrestre) et a la force d’inertie de Coriolis.

a)
b)

c)
d)

e)

S

Pourquoil’énoncé n'évoque-t-il pas la force d’inertie d’entrainement ?
Déterminer les composantes du vecteur Q) dans la base (iiy, ily, iiz) en fonction
de Q,C=cosAetS=sinA.
Etablir le systeme d’équations différentielles vérifiées par x, y, z.
On établit sans difficulté particuliere les équations horaires

x(1) = $5Cgr? + 58 [cos200) - 1]

y(0) = $81- 28 sin(2an)

__lg2,.2 Ckg
z(t) = _ES gre + 107 [cos(2Qt) —1]
Dans les premieres secondes du mouvement, Q¢ est un tres petit angle. En dé-
duire les équations horaires approchées en effectuant les développements limités
au troisieme ordre et justifier le titre de I'énoncé.

Estimer la déviation pour une chute de 400 meétres, en supposant encore vérifiée
I'absence de frottements.

Une énigme biophysique (résolution de probléme)

On place un pot rempli de terre sur un plateau tournant d’axe (O, z). On plante une
graine a germination rapide a une distance d de 'axe. La base de la tige de la fleur
est-elle verticale ou penchée (auquel cas, de quel angle) ?
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Ascenceur spatial

Un cable de masse linéique pt = 1,0 kg-m™! est accroché au sol en un point A de
I'équateur. Salongueur est L = 100 000 km. Il se dresse verticalement, son extrémité B
est libre et la tension en ce point est nulle. On donne, pour la Terre : Rt = 6,37-10° m,
mr =5,98-10%4 kg, Tr =86 164 s et ¥ =6,67-10" 11 kg™!.m3 -s72.

a) Etablir I'expression de I'altitude zgg de I'orbite géostationnaire.

b) Le troncon de cable [z,z + dz] est en équilibre dans le référentiel non galiléen
terrestre en rotation uniforme.

A B
— —_—
1(z) T(z+dz)
.- >
z z+dz

On note T(z) la norme de la tension du cable a l'altitude z, on a représenté sur
le schéma les forces de tension. Etablir 'équation différentielle vérifiée par T(z)
et donner I'expression de T(z). En déduire la tension en A et faire 'application
numérique.

¢) Une cabine d’ascenceur monte a vitesse constante le long du cable. Pourquoi cela
risque-t-il de faire fléchir le cable ? Comment remédier a cet inconvénient ? Quel
est le poids d'un occupant de la cabine, de masse m, lorsque la cabine est a I'alti-
tude z ?

d) Quelintérét un tel dispositif aurait-il ?

Pendule de Foucault

Le pendule de Foucault est un pendule simple dont le fil inextensible, accroché au
sommet S du dome du Panthéon a Paris, de latitude A = 48,85°, a une longueur
L =67 m et soutient un mobile M de masse m = 28 kg. Lintensité de la pesanteur
est g =9,81 m-s~2. On note O le point du sol a la verticale de S. Les axes du repere
sont (O, x) dirigé vers I'est, (O, y) vers le nord et (O, z) vertical vers le haut.

équateur
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b)

c)

d)
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Lamplitude des oscillations du pendule est supposée suffisamment faible pour
qu’on puisse supposer que M reste dans le plan horizontal. En déduire que la
tension du fil s’écrit

En déduire que x et y vérifient le systeme d’équations différentielles couplées

g

P+ wix=2p y

J+wgy=-2px
en précisant les expressions de wg et f en fonction de L, g, Q et A. Vérifier que
B < wg.

On définit la variable complexe
p(0) =x(0)+iy()

Etablir 'équation différentielle vérifiée par p et la résoudre en prenant les condi-
tions initiales -
{ MO=a 0=y =0

y(0)=0

En déduire x(¢) et y(f) et montrer que le mouvement de M correspond a des
allers-retours quasi rectilignes selon un segment de centre O et de longueur 2a
qui tourne tres lentement a une vitesse angulaire Qr qu’on précisera. En déduire
la période Tg du pendule de Foucault.

Du mal a démarrer

On doit ici appliquer précisément les formules du cours, et

persévérer jusqu’a parfaite adéquation entre les formules cinéma-
tiques obtenues de facon directe et les formules de composition.

Le pendule doit étre étudié dans la base cylindrique. Les com-
posantes des vecteurs vitesse et accélération relative sont celles
du cours de premiére année. Les composantes des vecteurs forces
réelles et de la force d’inertie d’entrainement font apparaitre le si-
nus et le cosinus de 0. Il faut persévérer jusqu’a obtenir rigoureu-
sement la méme équation différentielle par les deux méthodes.

La détermination de Ep;, ne pose pas de difficulté. On en dé-

duit I’énergie potentielle totale Ep qu’on exprime en fonction de
0. Le probléme étant a un degré de liberté, I’équilibre est atteint
quand % =0. En exprimant Ec en fonction de 0, et en dérivant
Em par rapport au temps, on obtient I’équation différentielle.

La masse est soumise a son poids, a la force de frottement,
a celle du ressort, et a la force d’inertie d’entrainement dans le
référentiel en translation oscillatoire verticale.

Cet exercice comporte un piége, la nacelle n’est pas en rota-

tion, mais en translation circulaire. La loi de la quantité de mou-
vement doit donc prendre en compte la force d’inertie d’entrai-
nement qu’on détermine grace au résultat de la question (a). La
condition de non décollage se traduit par la non annulation de N

(p

quel que soit t. La fin de I'exercice nécessite le passage au forma-
lisme complexe.

L’établissement de I’équation différentielle demande du soin

mais ne pose pas de difficulté si on utilise la méthode préconi-
sée dans le cours. Pour sa résolution, on prendre garde a ne pas
confondre I’équation avec celle d’un oscillateur harmonique.

La question (a) ne pose pas de difficulté particuliére, sinon

de nature géométrique dans la projection de FIM dans la base cy-
lindrique. Dans la question (b), on détermine Epj,, on lui ajoute
Epp et on remarque que la force d’inertie de Coriolis ne travaille
pas. Puis on étudie, comme dans tous les probléemes a un degré
de liberté conservatifs, I’annulation de la dérivée premiére et la
positivité de la dérivée seconde de Ep(0).

Il suffit de sommer toutes les énergies potentielles, de les

exprimer en fonction de 8 et d’écrire la nullité de la dérivée de
I’énergie potentielle résultante.

Les questions (a) et (b) peuvent étre menées en paralléle.
On remarquera que T; =T car le fil est trés peu incliné. Le mou-
vement se fait dans le plan horizontal passant par H, donc les
vecteurs vitesse et accélération relative sont les vecteurs habituels
explicités en premiére année en coordonnées polaires. On obtient
ainsi deux équations non linéaires en r(¢) et 0(#) qui se simplifient
dans le cas particulier proposé.
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A Iéquilibre du corps dans le référentiel en rotation, la vi-

tesse relative est nulle donc la force d’inertie de Coriolis est nulle,
et accélération relative est nulle donc la somme de la force de
gravitation et de la force d’inertie d’entrainement est nulle. Parler
de poids ici serait un grave hors sujet, on n’est pas immobile a la

surface de Iastre.

Il faut avant tout identifier ou se trouve le sol pour I'astro-

naute, puis identifier la force d’inertie axifuge a la pesanteur simu-
lée. Tant que I’astronaute est immobile, il ne subit pas de force de
Coriolis, mais lorsqu’il bouge, dans les questions (b) et (c), cette
force provoque des perturbations subtiles dans le ressenti de I'as-

tronaute.

Les trois forces subies par M sont les deux forces de gra-

vitation et la force d’inertie d’entrainement axifuge selon IM. A
I’équilibre, la somme des forces est nulle. En exprimant Q, qui ap-
parait dans la force d’inertie, en fonction de T, on peut exprimer
cette somme de forces en fonction de ¢, mg, m et des distances

fonctions de x sur 'axe (0102) et de d en J.

La relation établie a la question (a) s’apparente a la troisieme
loi de Kepler, on peut I’établir selon la méthode de I'exercice 1.10.
La force d’inertie axifuge doit étre exprimée avec soin pour dis-
tinguer la distance entre Z et 'axe de rotation, et celle entre E et

,
I’axe.

La force d’inertie de Coriolis indique le sens et la direction

de I'action de I'une des roues sur le rail correspondant. Pour I'ap-

plication numeérique, on rappelle que

I vl =zl - o] -|sin(, v)|

Un dessin en perspective du globe terrestre et I’application

de I'une des régles géométriques de détermination de la direction

et du sens du produit vectoriel (celle des trois doigts de la main
droite par exemple) permet d’identifier la direction et le sens des
forces de Coriolis sur chacun des quatre vents. On en déduit le
sens de rotation du cyclone.

Le texte de I’énoncé donne implicitement la direction et le

sens des vents pour lesquels on détermine le sens et la direction
de la force de Coriolis.

L’établissement du systéeme d’équations différentielles en

(x,,2) est facilité par P’écriture soigneuse des composantes de
tous les vecteurs cinématiques, puis de tous les vecteurs forces
(sans oublier la force de Coriolis) selon la méthode préconisée
dans le cours. Le développement limité au troisiéme ordre des
fonctions cosinus et sinus conduit a des expressions trés simples
des équations horaires, qui permettent de conclure.

Comme dans ’étude du poids terrestre, on peut définir un

poids apparent dans le référentiel tournant. La germination et le
développement de la tige se font dans la direction du poids appa-
rent.

On détermine zgs grace a la troisieme loi de Kepler par

exemple. Aprés avoir écrit la somme des forces sur le troncon de
cable, on fait apparaitre la dérivée de T(z) en faisant le développe-
ment limité en dz de T(z+ dz).

L’exercice est trés guidé jusqu’a la question (b). Le systéme
d’équations différentielles en (x,y) se raméne a une équation
unique en p en utilisant un coefficient imaginaire pur. La résolu-
tion de I'équation en complexes se fait comme en réels, on résout
I’équation caractéristique en simplifiant le discriminant grace a
B < w, puis on exprime la solution générale sous la forme d’une
combinaison linéaire a coefficients complexes de deux exponen-
tielles complexes. On utilise les conditions initiales pour détermi-
ner les deux coefficients, qu’on simplifie eux aussi. On identifie
enfin x(f) a la partie réelle et y(t) a la partie imaginaire de p.

Corrigés des exercices

a) Onexprime : iix = cos(w?)ily +sin(w?)ily. On en déduit

Vo cos(wi)
vo sin(wr)
0

-

l7r = Voux

Par application de la formule du cours :

—vowisin(wi)
vowitcos(wi)
0

Ue = Wilg ANV tlx =

vgcos(wt) —vowisin(wi)
Vg sin(w?) + vopwtcos(wt)
0

On en déduit U, = Up + Uy =

26

b) Dans %, le promeneur a une vitesse constante donc d, = 0.

)

Par application des formules du cours :

—vowztcos(wt)
de = —w?- vo tix = —Uowztsin(wt)
0
—2vgwsin(w?)
etde =2wli; AUy =| 2vgwcos(wt)
0

. x(t) = vgtcos(wi)
OM = vy tiix donc| y(t) =votsin(wt)
0
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d) En dérivant par rapport au temps : b) Le moment cinétique en O de M est
Vo cos(wt) — vowisin(we) OM A mb, = mL?0ii,
Ug=| vosin(wt) +vogwrcos(wt) )
0 Les moments en O des trois forces sont

Mo®) = OMADP = —Lmgsin0ii,
—vowztcos(wt) —-2vgwsin(wt)
etdg=| —vow?rsin(wt) +2vgwcos(wr) Mo(T) =0

0 L —
Mo (fie) = OMA fip, = —LmAcosBii,

donc g = Ve + Ur et dq = de + dc + dr- Dans le référentiel non galiléen en translation, la loi du mo-
ment cinétique en O appliquée a M s’écrit
o o o . RO dio
a) On compleéte le schéma en dessinant les forces réelles et la Mo (P) + Mo (1) + Mo (fie) = T
force d’inertie d’entrainement qui s’exercent sur M.
soit —Lmgsin0+0—-LmAcos0 = mL?0
¢) Les deuxlois donnentbien la méme équation différentielle
non linéaire en 6(¢) :

.. A
0+ gsin6+ —cosf=0
L L
ATéquilibre, 6 = 0 donc
g .. A
i sinOeq + i cosBeq =0

. A
soit tanBeq = ——
8

Il est normal que Oeq soit négatif car la force d’inertie d’en-
trainement est dirigée vers I'arriere du train.

d

=

On fait les développements limités des fonctions cos0 et
sin6 au voisinage de Oeq.

sin (Beq + €(1)) = sinBeq cose(t) +sine(t) cos Beq
Voici les composantes des vecteurs cinématiques et des cos (Geq + e(t)) = c0s0eq Cos€(f) —sinBeq sine(z)

vecteurs forces dans la base cylindrique (O, iir, iig, iiz).
d { sin0 = sinBeq + () cos Oeq

L 0 —1.62 €080 = cosOeq — (1) sinOeq
OM| 0 7| LO ar| LO On remplace dans I'équation différentielle. O¢q est une
0 0 0 constante donc 0 = € et
A A
mgcos0 -T _ —mAsin0 é+%sineeq+%ecoseeq+Ecoseeq—fesineeq=0
P| —-mgsin® T| 0 fie| —mAcos0
0 0 0 En utilisant la relation définissant 0eq, on simplifie cette

ol . o . . équation et on obtient
Dans le référentiel non galiléen en translation, la loi de la

quantité de mouvement appliquée a M s’écrit

-

AZ
é+%coseeq(1+—)£:0
B+T+ fj, = ma, donc

g2

De plus
1 1

= 2
1+tanzeeq 1+ %

_T-— in@ = —mLB2
{ mgcos®—T —mAsin6 = —mLO coszeeq:

—mgsin®+0—mAcos® = mL
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Léquation différentielle s’écrit donc

A2
i+8 1+ e=0
L g2

On reconnait une équation d’oscillateur harmonique de
pulsation propre wg avec

A2
(,\)(2):g 1+—2
LV g

donc de période

a) Par définition
fie = —mMA = —mAiiy

b) On en déduit le systeme
aEpie —
~x - MA
_aEpie =0
OEpie _
—z -0

Ep;e ne dépend doncnide ynide z et

dEpie

P mA donc Epj, = mAx+K

et K =0 d’apres la référence choisie. On remarque la forte
analogie entre cette expression et celle de 'énergie poten-
tielle de pesanteur.

¢) On prend le systeme d’axes avec x horizontal vers la droite
et z vertical vers le bas.

i) La tension du fil ne travaille pas car elle est orthogo-
nale au vecteur vitesse de M. On en déduit I'énergie
potentielle

Ep©) =Epp +Epje = —mgz+ mAx
Ep(0) = —mgLcos0+ mALsin 0

ii) C’est un probléme a un degré de liberté. A I'équilibre,
la dérivée de Ep par rapport a 0 est nulle, soit

A
mgLsin 0+ mALcos0 =0 donc tanOeq = ——
4

On trouve bien le méme résultat qu’a I'exercice 1.2.

28

iii) Le vecteur vitesse est 7, = LO donc
1 .
Ec= = mL?6?
2
On en déduit I'énergie mécanique

1 .

Em= > mL?6% — mgLcos 0+ mALsin0
Enl'absence de force dissipative, I'énergie mécanique
est constante donc sa dérivée par rapport au temps est
nulle.

1 .. . .
0= EmL2 200+ mgLOsin0 + mALO cosO =0
soit, apres simplification

.. A
6+§sine+—c039:0
L L

Le sol a pour cote zg = Hcos(w?). Dans le référentiel non gali-
léen du sol, la masse est donc soumise au poids, a la force de
rappel du ressort, au frottement fluide et a la force d’inertie
d’entrainement. Au repos, en 'absence de séisme, la longueur

du ressort est Leq = €g + mkg .

Dans le référentiel non galiléen du sol, le mobile vérifie
la loi de la quantité de mouvement : F+ P + f + fie =
mdy. Le boitier étant en translation, son accélération est
celle d’'un point du sol : Vg=zgii; = —Hwsin(w)i, et
Ag = Zgii; = —Hw? cos(wf)ii;. La force d’inertie d’entraine-
ment s’écrit donc

fie=—-mAg = mHo? cos(o1)ii;
Lallongement du ressort est

m
L—EO:[(Leq—z)—Eo]:Tg—z
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Par suite :

k(% —z) —mg+mezcos(u)t)—)\z' =mZ

S0it mZ + Az + kz = mHo? cos(wt)

C’est donc l'équation différentielle d’oscillations forcées
qu’on résout en formalisme complexe. En particulier, 'ampli-
tude des oscillations forcées est (en passant au module)

mHw?

V(k=mw2)2 +\2p2

7=

a) CP = Riir donc
V = ROily = RQilg et
A=RQ-[-0ii,] = -RQ?7;
En utilisant les formules fournies, on change de base :

V = —RQsin(Q1) il + RQcos(Q1)ily

et A = —RQ? cos(Qp)iiy — RQ%sin(Q1) iy

b) Z n’est pas galiléen car il n’est pas en translation circulaire
uniforme par rapport a % (principe d’'inertie).

¢) C'est un piege ! Z est bien en translation circulaire par
rapport a % (et pas en rotation !) car tous les segments
(verticaux et horizontaux en particulier) restent paralléles
a eux-mémes lors du mouvement.

d) Les forces réelles sont le poids, la force normale du sup-
port et la force de frottement, et la force d’inertie d’entrai-
nement est fj, = —mA.

. 0 0 0
OM| y vy aly
0 0 0
mg -N 0 mRQO? cos(Q1)
Bl o N| o fl —ay  fie| mRQ2sin@Qp)
0 0 0 0

e) Surla composante x :
N = mg + mRQ? cos(Qt)

Il faut que quel que soit #, N ne s’annule jamais, donc qu’il
reste positif. Or sa valeur minimale est atteinte quand le
cosinus vaut -1, donc Npip, = mg — mRQZ. Si cette valeur
minimale est positive, alors N restera toujours positif. Il y a
donc absence de décollage si g > RQ?.

=
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f) Surlacomposante y :

- . 2 . _ 2 _n
myj +ay = mRQ“sin(Qf) = mRQ cos(Qt 2

g) On passe en formalisme complexe. A y(1) = Yo cos(Qt + @)

on fait correspondre Y =Y e 2 ¢i® Ay second membre on

i i 12 <
fait correspondre mRQ2e2 ¢~'2  En considérant que dé-

river par rapport au temps revient a multiplier par iQ, on
en déduit

o ) -
[—sz + iaQ] Yol ol® = mRrQ2 e 12

et en passant aux modules

mRQ?
VOim2 + 0202 Yy = mRQ? donc Yy =

VQ4im? + a2 Q2

Dans le référentiel non galiléen de la tige, M est soumis a
son poids
P=mg=—-mgii,

alaréaction normale de la tige
N =Nyily +Nzil,

ala force d’'inertie d’entrainement

fie= mQ20M = mo? xiiy
et ala force d’inertie de Coriolis

fic = —2mQA By = —2mQiiiy
La loi de la quantité de mouvement s’écrit
P+R+ fio + fic = may

-2mQx+Ny =0
soit{ —-mg+Nz;=0
mQ2x = mi

dot ¥-Q%x=0.
Léquation caractéristique s’écrit r2 - Q2 =0 soit r = +Q,
donc

x(1) = A + Be M et x(1) = AQe™ —BQe

Les conditions initiales donnent

A+B=0
AQ-BQ =1

_ D _ Vo FPNRN
doncA—metB——m d’ou

Uy
x= 20 [th_e—Qt]
2Q

ou x(1) = %sh(Qt)
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¢) Larelation x =L donne

_ 2QL
o _ ot _
Vo
. 1 20L ., 2QL
SOitE— —=——3s0itE°———E—-1=0
E Vo 20

On en déduit E en prenant la solution positive de 1'équa-
tion du second degré

QL 0212
E=— o+ 1
Vo v

puis 77 en passant au logarithme

1 QL 0212
fp==In|—+ —+1
Q ) v

a) Voici les composantes des vecteurs cinématiques dans la
base cylindrique (iiy, ig, iiz).

. R 0 —RO? —QcosB
OM| 0 7| RO ar| RO Q| Qsind
0 0 0 0

En notant H le projeté orthogonal de M sur 'axe de rota-
tion, on exprime

(R+Rsin0)sin6
(R+RsinB) cosO
0

HM = (R +Rsin0) iiy =

Les vecteurs forces ont pour composantes

mgcos0 -Ny
P| —mgsin® N| 0
0 N,
mQ? (R+Rsin0)sin0O
fie| mQ% R+Rsin0)cos6
0
0
etf,-c 0 ]
2mQ cosORO

La loi de la quantité de mouvement appliquée a M dans le
référentiel non galiléen en rotation du cerceau s’écrit, en
projection sur iig

-mgsin®+ mQ? (R+Rsin0) cosO = mRH

30

b

=

soit, apres simplification par m
RO = —gsinB+ RQ? (1 +sin0) cosH

On détermine Oeq en prenant, a I'équilibre, 6 =0. On pose
ensuite 0 = Oeq + € avec € < 1. On fait les développements
limités de sin0 et de cos au voisinage de Ocq au premier
ordre en €, on obtient une équation du second ordre en
€ qui, si le coefficient de € est positif, est celle d'un oscil-
lateur harmonique. Ce coefficient est alors le carré de la
pulsation propre des petites oscillations. S'il est négatif, la
position est instable.

Cerceau tournant autour de son diametre vertical.
i) D’apres la loi du cours, la force d’inertie d’entraine-
ment axifuge est
f,-e = mQ*HM = szpﬁp
ii) Onen déduit, en prenant Ep;, =0 quand p=0
dEpie 2 L 522
—-——— =mQpdoncEp;, = ——mQ
dp P Pie 5 P

iii) L'action du cerceau sur la bague est modélisée par une
force normale au cerceau, qui ne travaille donc pas. La
force de Coriolis, perpendiculaire a la vitesse, a une
puissance nulle, et ne travaille pas. Le poids et la force
d’inertie d’entrainement dérivent toutes deux d’éner-
gies potentielles qu'on somme et qu’on exprime en
fonction de 6.

1
Ep=Epp+Ep;je=mgZ—- Eszp2

1
soit Ep(0) = —mgRcos 0 — EmQZR2 sin®0

Ce probléme étant a un degré de liberté, les positions
d’équilibre correspondent a 'annulation de la dérivée
premiere, la stabilité a la positivité de la dérivée se-

conde.
aE—ep = -mQ2R%sin6 [cose - R;gz ]
2
aaeEZp = mQ2R% - 2mO2R2 cos? 0 + mgRcos O

Il'y a donc 2 ou 3 positions d’équilibre candidates se-
lon que cosO — % peut s’annuler ou pas.

e Premier cas : Q < \/g. Il y a 2 positions d’équi-
libre :
’Ep 252
0=0avec (0) =-mQOQ“R*+mgR>0
062
donc stable ;
O°Ep 202
0 =mavec (m) =-mOQ“R*-mgR< 0
262 &
donc instable.
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e Deuxiéme cas : Q > \/g. Il'y a 3 positions d’équi-

libre :
“Ep 252
0 =0avec 302 (0) = —mQ“R” + mgR < 0 instable
0 =mavec 302 () = —-mQ?R? - mgR < 0 instable
0=0%= arccos% avec
FEp . 202 g
W(S ) =mQ“R°|1- R2Of > ( stable

On exprime la relation géométrique
4d = z+2dcos0donc z=4d —2dcos0

Lénergie potentielle du systeme est la somme de toutes les
énergies potentielles Ep =Ep;, + Epp +Ep,y, soit

1 1
Ep=-2- > mQ? d? sin® 0+mgz+2mg(z+dcos0)+ 3 k(z—2d)?
soit, en fonction de la seule variable 0 :

1
Ep(0) =2d |6mg+kd — > mQ?d - (2mg + kd) cos 6+

1
(kd + 2 mQ? d) cos? 6]
Al'équilibre, &2 = 0, soit
1
(2mg + kd)sin0 -2 (kd + > mQZd) sinBcosO =0

soit sin® [(ng +kd) — (mQ? d +2kd) cos 9] =0

| sin6=00u
soit | g _2mgtkd
T mQ?d+2kd

La premiere solution donne 6 = 0. La seconde n’est possible
que si
2mg + kd < mQ?d +2kd

a) Latension du fil est selon le vecteur unitaire du fil, soit

b)

)
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On travaille dans le référentiel non galiléen en rotation. Les
composantes des vecteurs cinématiques dans la base cylin-
drique (H, iy, ilg, tiz) sont

| 7 i — rd?
HM| 0 oy r® dr| ro+270
0 0 0

Le vecteur vitesse angulaire a pour composantes

0
Q| o
Q
Les vecteurs forces s’écrivent
T, 0
T| 19 P| O
T, -mg
mQ?r 2mQro
fie| O fic| —2mQr
0 0

En projection sur I'axe vertical, on en déduit T, — mg = 0.
Les oscillations sont de faible amplitude, donc le fil reste
quasi vertical donc T, = T =~ mg d’ou

- mg-—

T~-"83M
L

La relation de Chasles s’écrit

-
ST/I:ST%PTM: 0

-L
__mg
Tr=—"7"r -~  mgr
donc { Tg=0 donc f =— iy
T,=mg

La loi de la quantité de mouvement appliquée a M dans le
référentiel non galiléen en rotation uniforme s’écrit donc,
en projection sur les axes iy et iig

mit—mré? = —$r+m92r+2m9r9
mr0+2mr0 = -2mQr
Si0(r) = Qt alors ) )
0=-Qet0=0
On remplace dans le systeme
mit—mrQ? = —$r+m92r—2m92r
0-2mrQ =-2mQr

0=0
Le plan (H, iy, ii;) tourne a vitesse angulaire —Q par rap-
port au plateau qui tourne a vitesse angulaire Q dans le ré-
férentiel du laboratoire. On retrouve donc les oscillations
pendulaires harmoniques sans rotation de M dans le réfé-
rentiel du laboratoire.

. g ..
. F+3$r=0
soH{ L
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d) La rosace est le développement des oscillations pendu-
laires avec rotation du plateau. La période des oscillations

pendulaires est T1 = 2n \/% , celle de rotation du référentiel

Ty = %" Lorsque le pendule fait une oscillation complete,
il décrit deux pétales opposés. On en déduit

.1 9L
Ty =3T; soit — = —
Q2 g

Dans le référentiel d’étude, en rotation uniforme a la vitesse
angulaire

o R 21
Q=Qiiz; avecQ = T

le corps est soumis a la force de gravitation et a la force d’iner-
tie d’entrainement axifuge ; la force d’inertie de Coriolis est
nulle car le corps est immobile (7, = 0). L'équilibre s’écrit

L. Ymam_
szrur——gur:O
r
_Am?r Gmpa T2 4n?
soit = ——donc —< =
T2 r2 3 Ymy

qui forme la troisieme loi de Kepler en mouvement circulaire.

a) Lorsqu'il est immobile, l'astronaute est plaqué au sol
formé par le cylindre de rayon r — e. On identifie cette
force au poids soit

80
(rp—e)

mgy = mQ?(r, - )iy donc Q = =0,725 rad s~}

b

=

Lorsque 'astronaute saute, il se rapproche de I'axe et sa pe-
santeur apparente diminue. De plus, comme il est en mou-
vement, il subit une force de Coriolis

fic = —2mQii; A—viiy = 2mQuily

donc il subit un déplacement dans le sens des 0 croissants
quand il monte et dans I'autre sens quand il redescend.

c¢) Lastronaute est animé d’'un mouvement circulaire uni-
forme dans le référentiel en rotation. Les notations sont
celles du schéma suivant.
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On pose R = rp — e. Voici les composantes des vecteurs ci-
nématiques dans la base cylindrique.

OM| 0 7| vo=RO dr| o
0 0 0

0

etQ] 0

Q

Les composantes des vecteurs forces sont

-N mQ%R 2mQuy
N| 0 fie 0 fic 0
0 0 0

La loi de la quantité de mouvement appliquée a l'astro-
naute s’écrit

2
v
-N+ szR+2mQu0 = —mio donc

Vg Vo 2 v \2
+222 11| = mRQ (1+—)
RQ

2
N = mRQ
R2Q2 RQ

Cette force s'annule quand vy = —RQ, ce qui est logique
car, dans ce cas, le mouvement de I'astronaute neutralise
la rotation du module, et la gravité artificielle redevient
nulle. On remarque aussi que plus I'astronaute court vite
dans le sens de la rotation, plus N augmente, plus il se sen-
tira lourd. Au contraire, si —RQ < vg < 0, il se sentira plus
léger.
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a) EnlI (en x; =0), M est sur 'axe donc la force d’inertie d’en-
trainement est nulle, et les forces d’attraction gravitation-
nelles subies par les deux étoiles sont opposées, c’est donc
une position d’équilibre. Si x devient légerement positif, la
force d’attraction (dans le sens des x croissants) exercée
par Oz augmente, la force d’attraction (dans le sens des
x décroissants) exercée par O1 diminue, la force d’inertie
d’entrainement (dans le sens des x croissants) augmente.
La somme des forces est donc dirigée dans le sens des x
croissants, donc dans le sens du déplacement initial. C’est
donc une situation d’instabilité. Cherchons une position
d’équilibre pour M a droite de Oz, donc x > % La somme
des forces en projection sur iiy s'écrit

Fo)=- Gmsdm2 3 e
x+5 -4
(r+8)" (-9

avec Q) = ZT" donc

B Gmgm B Gmgm +2%msmx
odf (ff T

Cette fonction est la somme de trois fonctions strictement

croissantes pour x > %, elle est donc strictement crois-

sante, tend vers —oo quand x — % et vers +oo quand

X — 400, donc elle s’annule une seule fois au point d’équi-
libre en x = xo. Le point symétrique en x = x3 = —x2 est
évidemment aussi point d’équilibre. Si M initialement en
x = x se déplace dans le sens des x croissants, f(x) de-
vient positive donc M est poussé dans le méme sens que la
perturbation, ce qui prouve que xz, et de méme x3 est une
abscisse d’équilibre instable pour les mouvements selon x.

fx)=

b) M est soumise aux deux forces de graviation et a la force
d’inertie d’entrainement axifuge.

Ay
—=
fe
J
—= —=
/ h
// - \\\
// Q \
// @ \\\ X
- e |
0, I @z 0,
- - - —d ————————————— >
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- — 4®m V3
2 -
fie:mQ U: TZ d7uy
= Gmgmv3
fie—Tuy
= 9mgm| V3. 1.
1= | By g
" Gmsm | V3. 1.
2= | Wyt g

donc fio+ fi+fo=0

ce qui prouve que J est une position d’équilibre.

¢) Imaginons que M se déplace selon iiy. La force d’inertie de
Coriolis est dirigée vers —iiy,, donc son mouvement s'inflé-
chit dans cette direction. Mais si la vitesse est dirigée vers
—1iy, la force de Coriolis est dirigée vers —iiy, donc son
mouvement s'infléchit dans cette direction. Mais si la vi-
tesse est dirigée vers —iiy, la force de Coriolis est dirigée
vers iiy, et en fin de compte, M est globalement ramené
vers sa position de départ en J. C’est donc la force de Co-
riolis, qui n'apparait pas dans I'énergie potentielle car sa
puissance est nulle (elle est orthogonale a la vitesse) qui
assure la stabilité de J. On peut retenir qu’on ne peut pas
généraliser a deux dimensions les propriétés de la cuvette
de potentiel dans les problemes a un degré de liberté.

a) Dans le référentiel 211, non galiléen, la loi de la quantité
de mouvement s’écrit

Gmrmy, I Gm
—% Uy + mLQZrLux =0donc rLQ2 = ZT
T T
b) Par application des lois du cours :
~ Gmym = Ymym
froz=—-——=lxet fj_p=————lx
(r.—Rp)? (r. +Rp)?
o “Gmym _ = “Gmpm _,
Ji-z= e U et fi-g= TR
L L

fioz = mQ?(rL, — Ry iy et fiop = mQ? (r, + Ry) fix
¢) Ensommant les deux forces :

“Gmtm

mﬁx'FmQZ(rL—RL)ﬁx

fmn@) =-

Or r Q2 = @ donc
L
Fn@) Q2 t ) R
=-mQ°r, ——— + mQ°r,——1ii
" (r-Rp)? noo
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z 2 | mL—-Re rt
fin(Z) = mQ2r, - i
" L (rL-Rp?2 |
De méme
Fn(E) Q2 rE + mO2 rL+RL
=-mQr,————— +mQrn,——1
m L (r.+ RL)2 L " X
2 2 | rL+Ry rl%
(E) =mQ*r - 7
Im D (rL+RpZ |
d) On peut écrire
L —Ry 1 Rr
o
et par développement limité :
2
T 1 R
L = S =1+2-E
(r.—Rp) (1_ ﬁ) L
L

donc fi(Z) = —3mQ? Ry iix
est opposée a l'attraction lunaire en Z. De méme
Fn(B) = 3mQ2Ry iy
est opposée a l'attraction lunaire en E. Lapplication numé-

rique donne fy,(Z) = fin(B) = 3,62-107° N trés inférieure
au poids lunaire de 1,62 N.

On complete les shémas avec les forces.

o d vue de face
polenord —

[] []

rail droit rail gauche

Il y a donc un appui latéral de la roue sur le rail de droite. La
norme de la force de Coriolis est

2mQ-v-sin45° =2,6-10°N

Voici la construction des vecteurs force de Coriolis pour les
vents venant du nord (N), de 'ouest (W), du sud (S) et de l'est
(E).
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équateur

s
i
“t' rotation

méridien

‘méridien

s

Le vent du nord est donc dévié vers I'ouest, le vent d’ouest vers
le sud, le vent du sud vers I'est et le vent d’est vers le nord. On
en déduit que les vents tournent dans le sens anti-horaire (tri-
gonomeétrique) vu depuis le ciel autour du minimum dépres-
sionnaire. C’est le sens contraire pour un anticyclone.

Les vents de haute altitude, les plus rapides, se dirigent du
sud vers le nord. La force d’inertie de Coriolis est donc dirigée
d’ouest en est, de qui est conforme a I'observation du vent do-
minant dans ’hémisphére nord.

a) Laforce d’'inertie d’entrainement est incluse dans le poids.

b) Par lecture directe
-QC
Ql o
QS

¢) Voiciles composantes des vecteurs cinématiques

] x -QC X X
OM| y Q|0 vl ¥y odr|
z (ON) 4 4

Voici les composantes des vecteurs forces

0 2mQSy
Pl o et fic| —2mQSi-2mQCz
-mg 2mQCy

On en déduit le systeme d’équations différentielles véri-
fiéesparx, y, z :

mi=2mQSy
mjy =-2mQSx —-2mQCz
mz=-mg+2mQCy

x=2QSy
donc { j=-2QSx-2QCz
z=-gt+2QCy

d) DansI’hypothese des petits angles, les développements li-
mités au troisieme ordre s'écrivent

242

cos(2Qt) =1-

. I 3,3
et sin(2Qt) = 2Q¢ — 5 -8Q7 ¢



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

On en déduit les expressions approchées

x(f) =
y(0) = S+l Cth3—1Cth3
2(6) = 9 gl 1C2 2

gl = th

On retrouve donc I’équation horaire de la chute libre selon
z, et une fonction croissante selon y, donc une déviation
vers l'est.

e) Pour une chute de 400 metres

1, 800
—-—gt*=-400donct=1/— =8,9s
2 g

ety(t) =12cm

La ol la graine est plantée, un corps quelconque immobile su-
bit le poids terrestre et la force d’inertie axifuge. La somme des
ces deux forces forme une pesanteur modifiée

g =mg+mQ?di,

—
al

i verticale

! apparente

! —

i fi

I

i

! —

! wmg’

I

I

I

On peut, méme sans grande connaissance en biologie,

émettre I'hypotheése que la tige pousse verticalement vers le

haut et qu’elle cherche la lumiére. Comme le plateau tourne,

il n'y a aucune anisotropie lumineuse. La tige se développe

donc dans la direction de la verticale apparente, donc selon

&', donc en se penchant vers l'intérieur. Langle d’inclinaison
par rapport a la verticale est a avec

2
tana = Jie = @d
mg 8

a) Par application de la troisiéme loi de Kepler :
Tés _ 47[2
(RT + 2G5 3 Ymr

/ 2

3 %mTT

donc zgs = TGS —RT =35,8- 108 km
5]

Référentiels non galiléens Chapitre 1

b) On travaille dans le référentiel terrestre non galiléen en
rotation a la vitesse angulaire Q = %—’TT Comme le cable
s'éleve a tres haute altitude, on ne peut plus considérer que
le poids s’exerce en intégrant la force d’inertie d’entraine-

ment. Le trongon de cable est soumis a
Gmrudz -
®y+2? 12
o laforce d’'inertie d’entrainement f, o = HdzQ? R + 2) i,
o les forces de tension aux deux extrémités

« laforce de gravitation fg =-

T(z) = -T(2)iiz et T(z+dz) = T(z+ dz)iiy
Le troncon de cable étant immobile, sa vitesse relative est
nulle donc la force d’inertie de Coriolis est nulle, et son ac-

célération est nulle donc la somme des forces est nulle :

Ymrudz

+pdzQ? Ry +
(Rt +2)2 ndzQ" Ry +2)

T(z+dz)-T(z) -
= _uQ’@Ry+
dz (RT+z)2 M (Rr +2)

On integre cette équation différentielle en tenant compte
de la condition aux limites a l'extrémité du cable
T(z=L)=0

1
Rt +L

T(z) = —%mTu[

Rr+z

1
-3 uQ? [(RT +2)2— Ry +L)2]
On en déduit la tension en A

TAa=T(z=0)=28,8-10° N

¢) La cabine se déplace a vitesse relative constante dans le ré-
férentiel non galiléen terrestre, elle subit donc une force
perpendiculaire au cable qu’elle lui transmet, d’ou le flé-
chissement. On pourrait remédier a cela en organisant la
montée d'une cabine pendant qu'une autre descend. Le
poids est la somme de la force de gravitation et de la force
d’'inertie d’entrainement. Elle est égale au poids terrestre
en A, puis elle diminue quand z augmente car la distance
au centre de la Terre diminue, donc la force de gravitation
diminue et la force d’inertie augmente simultanément. Le
poids est nul a I'altitude géostationnaire zgg et devient né-
gatif au-dela, c’est-a-dire qu'il repousse les occupants de
la cabine vers 'espace.

d

=

Ce dispositif rendrait la mise en orbite beaucoup plus
simple, moins dangereuse et plus économique en énergie
car possible a vitesse faible par rapport a une fusée, donc
avec beaucoup moins de frottements.

35
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a) La tension du fil est selon le vecteur unitaire du fil, soit
Fo_r2M
L

On travaille dans le référentiel terrestre non galiléen. Les
composants des vecteurs cinématiques sont

| =x X X
OM| y Ur| ¥y ar|
0 0 0

Le vecteur vitesse angulaire a pour composante

0
Q| QcosA
QsinA
Les vecteurs forces s’écrivent
Ty 0 2mQsinAy
T| T, PB|oO fic=| —2mQsinAx
T, -mg 2mQ cosAx

En projection sur I'axe vertical, on en déduit
T,—-mg+2mQcosAx=0

Les oscillations sont de faible amplitude, x varie peut-étre
d’'une dizaine de metres en une durée de I'ordre de la pé-

riode du pendule
L
To = 211\/j ~16s
4

donc x reste de I'ordre du metre par seconde, et Q est de
l'ordre de 7-107° m-s~!, on peut donc négliger le terme
de Coriolis devant le poids. De plus, le fil reste quasi verti-
caldoncT; =T =mg dolt

T~-"83M
L
b) Larelation de Chasles s’écrit
X Ty = —%x
SM=S0+0M = y  donc Ty:—Tgy
-L T, =mg

La loi de la quantité de mouvement appliquée a M dans le
référentiel terrestre s'écrit donc, en projection sur les axes
xety
{ mi=—-"8 x+2mQsin Ay
mj= —Tgy—Zszin)u'c
v, 8. . N
. X+ £x=2QsinA
soit { ok e
y+fy=-2QsinAy
On obtient bien la forme attendue avec

wo = \/%etﬁ:(lsin)\

{ p=5,49-107° rad-s~!
et

wo=0,146rad-s~! doncp < wo
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¢) Ensommantla premiere équation et la seconde multipliée

par i, on obtient
p+wip =20 (=i +y)=—2ip (i +iy)
soit p+2ifp +wép =0
On résout I'équation caractéristique
r? +2ipr +w3 =0
Son discriminant est
A=—4p? — 403 = —40F = (2iwg)?
Ses racines sont donc
r=-if+iwg donc
- —i(p-wo) ¢ —i(B+wo)t
p=p,e +p,e ‘
p=—ip —wo)ple_’( —00! _ B+ wo)pze—l(ﬁ+wo)t
Les conditions initiales donnent, en négligeant 3 devant
wo
P tp,=a
iu)ogl - iwogz =0

a
doncglzgzzzet

p= ae" Pt cos(wgt) = acos(Pt)cos(wot)—iasin(Pt) cos(wpt)
Par identification

x(t) = acos(QsinA - £) cos(wq )
y(t) = —asin(QsinA - 1) cos(wgt)

La pulsation wq étant trés supérieure a f3, le mobile M fait
donc des allers-retours a la pulsation wg selon une direc-
tion quasi rectiligne définie par

{ x=acos(Qsin\-t)q avec g [-1,1]

y=-asin(QsinA-t)q
Ces équations définissent une droite de vecteur directeur

cos(QsinA - ¢)

un = —sin(QsinA - 1)

qui tourne a vitsse angulaire constante
27
Qp =QsinA donc Tg = —
QF
2n Tt

2—nsin)\ B sinA
Tr

soit Tgp =

Lapplication numérique donne

Tg=114,4-10° s =31 h 47 min
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CHAPITRE

Mécanique du solide

Themes abordes dans les exercices

o Loi du moment cinétique.

o Solide en translation.

¢ Lois de Coulomb.

o Frottement de glissement.

o Aspect énergétique du glissement.

Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

o Ecrire la loi du moment cinétique pour le solide en rotation (révision de sup).

o Formuler et valider des hypotheéses de glissement pour un solide en translation.
o Effectuer un bilan énergétique pour un solide en translation sur un support.

o Effectuer une mesure expérimentale d'un coefficient de frottement.
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Chapitre2 Mécanique du solide

Les méthodes a retenir

Ecrirelaloi du moment cinétique pour
le solide en rotation (révision de sup).

38

Ce paragraphe est un rappel de premiere année, soulignant la complé-
mentarité des deux approches : solide en rotation et solide en transla-
tion. Un solide S est en rotation autour d'un axe A fixe. Il y a un paral-
lele remarquable entre les lois de la mécanique du point et celles de
la mécanique du solide en rotation. Voici le tableau synthétique.

Point Solide
inertie masse m moment d'inertie J5
(kg) (kg-m?)
position OM 0
vitesse vitesse U = ”lg—?’[ vitesse angulaire w = %
(m-s7) (rad-s™')
grandeur g. de mouvement moment cinétique
p=mv (kg-m-s!) La=Jao (kg-m?-s71)
action force f N) moment . ( f) (N-m)
loi dela q. de mvt. du moment cinétique
sf=22 M) =G
én. cinétique %m 2 %]sz
puissance P = f v P(Mp) = My

Voici la méthode préconisée pour I'écriture de la loi du moment ciné-
tique sur le solide en rotation.

(a) on identifie les actions mécaniques sous la forme de forces appli-
quées et de forces réparties se ramenant a un couple dont le moment
est donné par I'énoncé :

(i) le moment d’'une force f appliquée en un point M est

My(F)=+Ifll-d

ou d est le bras de levier ;
(i) le poids s’applique au centre de gravité G ;

(iii) pour une liaison pivot parfaite, les forces d’axe ont une résul-
tante non nulle, mais un moment nul car leur bras de levier est nul ;

(iv) les moments des couples les plus fréquents sont ceux du couple
moteur I' > 0, de frottement visqueux —aw et de torsion —C6.

(b) Uapplication de la loi de la quantité de mouvement n’a pas d’inté-

rét en général car elle fait apparaitre les forces d’axe.

(c) Lapplication de la loi du moment cinétique donne une équation

différentielle en 6.
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Mécanique du solide Chapitre 2

Exemple :

La rotation du pendule pesant est repérée par I'angle entre
la verticale et le vecteur (ii On pose a = OG, on note m la
masse du solide, Jo son moment d’inertie par rapport a A
et g 'accélération de la pesanteur.

sens positif

Dans le référentiel terrestre supposé galiléen, le solide est
soumis a son poids et aux actions de contact associées a la
liaison pivot, dont le moment résultant par rapport a A est
nul, mais dont la force résultante est une réaction d’axe A
non nulle. La loi du moment cinétique s’écrit

dL .
—P-d=—2 soit — mgasin® =J,0
dt
En multipliant cette relation par 6, il vient :

. a1l .
]A69+mgaesin6:030ita E]Aez—mgacose =0

qui traduit la conservation de !'énergie mécanique,
somme de |'énergie cinétique de rotation du solide et de
son énergie potentielle de pesanteur (les actions de la liai-
son pivot ne travaillent pas).

< Exercice 2.1.
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Formuler et valider des hypothéses de
glissement pour un solide en
translation.

40

Les lois de Coulomb modélisent le comportement cinématique et dy-
namique d'un solide en translation S sur un support plan P lui aussi
en translation dans le référentiel de travail (22). Soit \75 la vitesse du
solide et Vp celle du support dans (%). La vitesse de glissement est

Vg =Vs—Vp
—
vgl
A

N

Laction du support sur S se décompose en une force normale N et
une force tangentielle T appliquées sur la face du solide au contact
du plan.

—
AN
solide
— —
T vgl
- >

support plan

Deux cas sont a considérer, il faut remarquer leur complémenta-
rité :I'un donne une égalité cinématique et une inégalité dynamique,
I'autre donne une inégalité cinématique et une égalité dynamlque

« Loi de Coulomb du glissement. 11 y a glissement lorsque Vg # Vp.
On a alors R R

T anticolinéaire a Vy

Vg #0 et et{ T= N

ol |, est le coefficient de frottement dynamique, sans dimension.
¢ Loi de Coulomb du non-glissement. Il y a non-glissement si la vi-
tesse de glissement est nulle. On a alors

ol | est le coefficient de frottement statique, sans dimension. Le
sens et la direction de T est défini ainsi : cette force s'oppose au glis-
sement éventuel du solide sur le support.
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Mécanique du solide Chapitre 2

Voici la méthode préconisée pour I'étude du contact entre un solide
en translation de masse m et un support plan.
a) On suppose qu’il y a non-glissement. Dans ce cas, la vitesse de glis-
sement est nulle et la vitesse du solide est égale a celle du support
plan, a priori connue. On en déduit 'accélération du solide :

I . . av

Vs=VpdoncAg=Ap= —b

dt

b) On en déduit les actions de contact T et N en utilisant la loi de la
quantité de mouvement au solide dans le référentiel %

mASZZf

¢) On vérifie I'inégalité de Coulomb T < uN. Si elle est vérifiée, on
valide le non-glissement, sinon, il y a glissement.

d) Dans ce cas, T = pgN et on en déduit le mouvement du solide par
application de la loi de 1a quantité de mouvement au solide.

Exemple :

Un solide S de masse m est posé sur un plan incliné d'un
angle o par rapport a 'horizontale et immobile dans le réfé-
rentiel terrestre supposé galiléen. On cherche a déterminer
la condition d’équilibre du solide et, s'il n’est pas a I'équi-
libre, la nature de son mouvement de translation le long
d’une ligne de plus grande pente. Les notations sont celles
du schéma suivant.
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a) On suppose qu’il y a non-glissement. Le support étant
immobile, le solide est immobile dans le référentiel ter-
restre supposé galiléen.

b) La somme des forces est nulle :

B+T+N=0soir{ "ssna—T=0
-mgcosa+N=0
T= i
donc { mgsina
N=mgcosa
On en déduit

T
— =tanax
N
c) Laloi de Coulomb est donc vérifiée si
tana <

d) Dans le cas contraire, tana > | et 'équilibre est impos-
sible, le solide glisse et T = p;N. La loi de la quantité de
mouvement s’écrit alors

B+T+ N = misoi { M8 T=mX
-mgcosa+N=0
N=mgcos«x
donc { T=pyN=pgmgcosa
mgcosa(tana — pg) = mi

Or tana > | et on a dans le cas général p; = py donc
X =g(sina—pgcosa) >0

Le solide a donc un mouvement de translation rectiligne
uniformément accélérée selon une loi du type

1
x(t) = Eg(sin(x— Hg COSQ) 2 + Ut + Xo

— Exercices 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6, 2.7, 2.8, 2.9, 2.10.
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Mécanique du solide Chapitre 2

Effectuer un bilan énergétique pour un
solide en translation sur un support.

Supposons le support immobile dans le référentiel de travail Z.
e §’il y a non-glissement, le solide est donc lui aussi immobile et la
puissance des actions de contact est nulle

2N)=N-0=0
{ 2T =T-0=0

C’est pourquoi la force tangentielle ne doit pas étre appelée force
de frottement (car un frottement est dissipatif d’énergie) mais force
d’adhérence.

o S’il y a glissement du solide sur le support plan P, la vitesse du solide
Vs est parallele au plan. Comme le support est immobile, V s’identi-
fie a la vitesse de glissement Vgl. Or la force N est orthogonale au sup-
port et la force T est anticolinéaire 2 la vitesse de glissement. On en
déduit les puissances

PN)=N-Vs=0
PT) =T Vs=-T-Vy

La force tangentielle est dans ce cas une force de frottement dissipa-
tive d’énergie mécanique. En 'absence d’autres forces dissipatives,
son travail (négatif) est égal a la diminution d’énergie mécanique
entre deux points.

Voici un critére important permettant d’identifier les cas ott un bilan
énergétique est préférable a I'application de la loi de la quantité de
mouvement :

e siI’énoncé décrit un processus mécanique ol I'état initial et I'état
final (positions et vitesses) sont clairement identifiés, indépendam-
ment de la durée du processus, la méthode énergétique est préfé-
rable ;

e si I'énoncé demande d’établir des équations horaires ou de calcu-
ler la durée d’un processus, alors la loi de la quantité de mouvement
est préférable.

Exemple :

Un solide de masse m est posé sur un plan horizontal et
lancé en mouvement de translation avec une vitesse ini-
tiale Vo = Vpii,. On note K le coefficient de frottement dy-
namique et g 'accélération de la pesanteur. Déterminons
la distance D qu'il parcourt avant arrét complet.
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V=

[ ]
D I

La loi de la quantité de mouvement en projection sur I'axe
vertical z donne N = mg. Lapplication de la loi de Cou-
lomb pendant la phase de glissement donne

T=pa-N=pamg

Elle est donc constante et on peut calculer son travail entre
I'état initial I et I'état final F
xp=D

Wig(T) =f ~Tiiy-dxil, = —TD = —pugmgD

x1=0

Le poids P et la force normale N sont perpendiculaires au
déplacement donc leurs travaux sont nuls. Par application
de laloi de I'énergie cinétique :

1 1 \A
~m-0* - ~mVa = —pgmgD donc D = —2—
2 2 2Hag

< Exercices 2.11, 2.12.

Effectuer une mesure expérimentale Les lois de Coulomb permettent d’énoncer le principe de mesure ex-
d’un coefficient de frottement. périmentale des coefficients de frottement.
¢ On détermine le coefficient de frottement statique s en soumettant
un solide immobile sur un support a une force croissante F parallele
au support. On note N la force normale et F* la valeur de cette force
au moment ot le glissement apparait et on écrit

pusN =F*
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e On détermine le coefficient de frottement dynamique p, en étu-
diant la décélération d’'un solide qui glisse sur un support plan. Si le
solide n’est soumis a aucune autre force que son poids et les forces de
contact, et si le support est horizontal, lorsque sa vitesse passe de V;
a'V, entre les abscisse x; et x,, on peut écrire

1

1
EmV§ - Eme = —pgmg(xp — x1)

Exemple :

 On place un solide de masse m sur un plan incliné d'un
angle o par rapport a 'horizontale. On augmente tres gra-
duellement a et on releve la valeur a* pour laquelle le glis-
sement apparait.

\x

Juste avant que le glissement n’apparaisse, le solide est en
équilibre et la loi de la quantité de mouvement s’écrit, en
projection sur les axes x et y :

mgsina®* =T =0
{ N-mgcosa® =0 donc{

On en déduit
mgsina® = ;- mgcosa” soit s = tana”

e En reprenant I'exemple de la fiche précédente, la dis-
tance D parcourue par un solide en translation horizontale
sur un support plan horizontal, de vitesse initiale Vy, jus-
qu’a son arrét vérifie la relation

L 0? ! V2 Dd Vo
=m-0"——-—mVy=—uqm onc Jg = ——=
2 2 0 Hamg Ha 2gD

< Exercices 2.13, 2.14.
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Enonceés des exercices

Treuil

Un treuil est un cylindre de rayon b, de masse M, en rotation autour de son axe de
révolution A = (G, x) horizontal. Son moment d’inertie par rapport a A est] = %sz.
Une corde inextensible et de masse négligeable y est enroulée. Au bout de la corde,
on suspend un point matériel K de masse m soumis a son poids. On note 0 'angle
de rotation du cylindre et z I'alitude de K. Linextensibilité de la corde entraine la re-
lation z = b@. Le cylindre subit un couple moteur de moment constant I par rapport
a A et un couple de frottement visqueux de moment —a®.

Z T
At=0,z=0,0=0etH=0.
a) Par application de la loi de la quantité de mouvement a K et de la loi du moment
cinétique au cylindre, établir I'équation différentielle vérifiée par 6.
b) Préciser a quelle condition K est soulevé du sol pour ¢ > 0. Résoudre dans ce cas
I'équation différentielle.

¢) Montrer que 'équation différentielle vérifiée par 0 traduit la loi de la puissance
cinétique pour le systéme complet comprenant le cylindre et K.

Oscillations avec frottement solide

Un solide Sde masse m est posé sur un support plan horizontal. On identifie les coef-
ficients de frottement 1 = ps = pg. Sest placé al'extrémité d'un ressort a spires non
jointives de longueur a vide {j et de constante de raideur k. Il est en mouvement de
translation selon l'axe (O, x), sa position est repérée par I'abscisse x, O correspondant
en x =0 ala position d’équilibre du ressort.

(k 1y) o (m)
c_/\ ) J oG X

Iy

A t =0, onlache le solide sans vitesse initiale depuis 'abscisse xg = 8’5“%.
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a) Etablir 'équation horaire x(f) pour la premiére phase du mouvement (le mobile
glisse dans le sens des x décroissants).

b) Déterminer I'abscisse x; a laquelle la vitesse du solide s’annule. On prend la date
correspondante comme nouvelle origine des dates.

c) Vérifier que le solide ne s'immobilise pas définitivement en x = xj et établir
I'équation horaire x(¢) pour la deuxiéme phase du mouvement.

d) En poursuivant le méme raisonnement, déterminer le mouvement complet du
solide jusqu’a son immobilisation définitive.

e) Tracer l'allure de la courbe x(¢) et justifier le terme «enveloppe affine». Quelle
est la forme de I'enveloppe si on remplace le frottement solide par un frottement
fluide du type —av ?

Rodéo horizontal

Un petit cube de masse m est posé sur le dessus d'un chariot parallélépipédique de
masse M qui glisse sans frottement sur une table horizontale. Le chariot est relié a
une paroi par un ressort de constante de raideur k et de masse négligeable, et il a un
mouvement rectiligne.

(k) |:|(m)

Déterminer 'amplitude maximale du mouvement en dessous de laquelle le cube ne
glisse pas ; on notera p le coefficient de frottement entre le cube et le chariot.

Analyse d’'une expérience (résolution de probléme)

On pose une feuille de papier sur une table horizontale et une gomme sur la feuille
de papier. Lensemble est initialement immobile. A partir de la date ¢ = 0, on exerce
une force horizontale constante F = Fiiy sur la feuille de papier. On réalise plusieurs
fois I'expérience en augmentant progressivement F et on constate les faits suivants.
e Pour F tres faible, rien ne bouge.

» Pour F moyen, la feuille glisse et la gomme reste immobile sur la feuille.

« Pour F fort, la feuille glisse et la gomme recule par rapport a la feuille.

 Pour F tres fort, il est possible de retirer la feuille alors que la gomme ne bouge
presque pas par rapporta la table.

Expliquer ces faits et déterminer les valeurs limites de F entre ces différents cas en
fonction des différents parametres du probleme : masse m de la gomme (masse de
la feuille m’ < m), coefficients de frottement g entre la table et la feuille, p; entrela
feuille et la gomme.
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I I Chute d’une chaine sur un coin de table

Une chaine de longueur totale L et de masse linéique A est posée sur un coin de table
et commence a glisser. On note x la longueur de chaine encore posée sur la table.

X

a) On néglige tous les frottements. Etablir I'équation différentielle vérifiée par x(f)
et larésoudre avec les conditions initiales x(0) = % et x(0) =0.

b) On ne néglige plus les frottements et on note ps le coefficient de frottement
statique, L le coefficient dynamique du contact entre la chaine et la table. On
admettra que ps > pg. Déterminer la valeur maximale xg de la longueur ini-
tiale de chaine posée sur la table pour laquelle le glissement commence. Etablir
I'équation différentielle vérifiée par x() etla résoudre avec les conditions initiales
x(0) = xp et x(0) =0.

L L Cabestan

Un cabestan est un cylindre fixe d’axe (O, z) horizontal, de rayon b, sur le pourtour
duquel est enroulé un cable inextensible. On note  le coefficient de frottement sta-
tique du cable sur la surface du cabestan. Un trongon élémentaire de céable est déli-

mité par l'intervalle angulaire infinitésimal [0 — %,9 + % . On néglige le poids de-
vant les autres forces. Ce trongon est donc soumis aux tensions a ses deux extrémités
F (6 - %) etF (9 + %) et aux forces de contact tangentielle dT et normale dN appli-
quées au centre C du troncon.
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a) Traduire I'équilibre du troncon de corde. En déduire I'équation différentielle véri-
fiée par F(0) si on se place a la limite du glissement (46 étant infintésimal, on fera
I'approximation des petits angles).

b) On suspend, en 0 = 0, une masse m = 1,0 kg au bout de I'extrémité libre du céble.

Déterminer la masse M qu’on peut suspendre a 'autre extrémité, avec un enrou-
lement de 5 tours et demi. On prendra g =0,5.

Frotté-glissé

Le frotté-glissé explique le raclement caractéristique d'un lourd objet qu'on déplace
sur le sol, ou le crissement d’'une craie neuve sur un tableau. Dans le montage sui-
vant, un solide S de masse m est posé sur un tapis-roulant plan horizontal qui se
déplace a la vitesse V= Vo U x. Le contact de S sur le tapis est modélisé par les lois
de Coulomb, le coefficient de frottement statique est supérieur au coefficient de frot-
tement dynamique : gy = 2p et pg = H. Le solide est relié a un ressort horizontal de
constante de raideur k et de longueur a vide ¢y dont l'autre extrémité est fixe en E.

On pose wg =1/ %, a= “—Zlg et on suppose (hypothese simplificatrice) que Vg = aw.

k1
(k 1o) o (m)

Eo_/\ | J‘ oG | X
I
Iy v

Labscisse de G est repérée par I'élongation du ressort x. Aladate t =0, x=0etilya
non-glissement.

a) Quelle est alors la nature du mouvement de S. En déduire la loi horaire x(1).

b) Par application de la loi de la quantité de mouvement, en déduire que la force
tangentielle s’écrit T () = kVp1.

¢) En déduire la date 11 a laquelle le glissement commence et déterminer I'abscisse
X a cette date en fonction de a et V.

d) A partir de la date de début de glissement, prise comme nouvelle origine des
dates, écrire la nouvelle équation différentielle vérifiée par x(¢). A quel type de
mouvement s'identifie celui du solide pendant la phase de glissement ?

e) A quelle condition ultérieure le glissement s'arrétera-t-il 2

f) Résoudre completement les équations différentielles, montrer qu’a la fin du glis-
sement, on retrouve tres exactement la condition du début (non-glissement en
x=0).

Commenter le portrait de phase donné ci-apres.

v, A dx/dt B
A

=

g

| B®
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Mouvement d’'un tonneau sur la plate-forme d'un camion

Un tonneau cylindrique, de masse m, de rayon b, de centre G, de moment d’'inertie
]= %mb2 autour de son axe de révolution A, d’énergie cinétique

1 1
Ec= -mv?(G) + = Jw?
2 2

est posé sur le plateau horizontal d'un camion qui accélére avec une accélération
constante d = Aily. Le coefficient de frottement statique est pris égal au coefficient
de frottement dynamique, soit . Le plateau a une longueur d.

O O

Dans le référentiel du camion, on admettra que la force d’inertie d’entrainement

s'exerce en G.

a) Déterminer les valeurs d’accélération du camion pour lesquelles il y a roulement
sans glissement, celles pour lesquelles il y a glissement.

b) Déterminer la distance L parcourue par le camion lorsque le tonneau va en tom-
ber.

Machine de Timochenko

Dans le dispositif suivant, les deux cylindres tournent dans deux sens opposés, a la
meéme vitesse angulaire w. Leurs axes sont distants de D. La plaque posée dessus a
une masse m et une longueur L. Elle reste horizontale et on repére sa position par
I'abscisse x de son centre d’inertie G (x = 0 correspond au point milieu). Il y a glisse-
ment aux deux points de contactI; et Ip.

L

x
I
I G/ 1,

D

On note pg le coefficient de frottement dynamique de la plaque sur les cylindres.
Montrer que la plaque oscille horizontalement et déterminer la période de ces os-
cillations. On pourra admettre que la loi du moment cinétique peut étre appliquée
autour de I'axe passant par G, orthogonal au plan de la figure, dans le référentiel ba-
rycentrique de la plaque, sans qu’il soit nécessaire de prendre en compte les forces
d’inertie dans ce référentiel.
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Tapis a rouleaux (résolution de probléme)

Un tapis a rouleaux est une suite de cylindres identiques de rayon R, de masse m,
de moment d’inertie par rapport a leur axe J] = %mRZ, en rotation sans frottement
autour de leurs axes paralleles et distants d'un tout petit peu plus que 2R.

IFITTOO00

Un solide parallelépipédique de masse M = 5m et de longueur L = 10R se déplace
en translation horizontale sur les rouleaux. Lorsque le solide arrive sur le (n + 1)ieme
rouleau, sa vitesse est V. Apres un bref régime transitoire ot le solide glisse sur le
(n + 1)ieme rouleau abordé, le non-glissement s’instaure et la vitesse du solide de-
vient V,4+1. On pourra supposer que les coefficients de frottement statique et dyna-
mique sont égaux a . Etablir I'expression de V,, en prenant une vitesse initiale Vj.

Puissance de la force de frottement, cas du support en mouvement

Un solide S est en mouvement de translation a la vitesse Vg sur un support plan lui-
méme en translation a la vitesse Vp dans le référentiel de travail %. Les deux vecteurs
sont dans le plan du support.

a) Faire un schéma en faisant apparaitre les forces de contact subies par le solide et
celles subies par le plan.
b) Exprimer la puissance de ces forces sur chaque systeme

¢) En déduire que la somme des puissances des forces de contact normales et tan-
gentielles valent respectivement

{ Piotale (IS]) :9 .
Piotale M =T 'Vgl

Glissement d’'un solide en mouvement de rotation

Un solide cylindrique homogeéne de rayon b, de hauteur H, de masse volumique p
et de masse m est posé sur un support plan horizontal immobile. On note p le coef-
ficient de frottement dynamique. Le solide est animé d’'un mouvement de rotation
autour de son axe (0O, z) vertical. On note w sa vitesse angulaire et ] = %mb2 son
moment d’inertie autour de son axe. A t = 0, ® = wg. Le disque formant la base in-
férieure du cylindre, au contact du support, est décomposé en couronnes circulaires
concentriques [r,r + dr] et chacune de ces couronnes est décomposée en secteurs
angulaires (0,0 + d0]. L'aire du secteur

[r,r+dr] x[0,0+d06]

est dS = rdrd6.
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a) Exprimer les composantes normale dN et tangentielle dT de la force de contact
dans la base cylindrique.

b) En déduire le moment d.# par rapport a I'axe des actions de contact subies par
un secteur, puis le moment résultant ./ .

c¢) En déduire la loi d’évolution de w(?).

d) Faire un bilan énergétique.

Machine d’Attwood

Dans le dispositif suivant, la poulie est parfaite, c’est-a-dire que la norme F de la
tension du fil de part et d’autre est identique. Le fil est inextensible.

e -
Ml
(m)
- da
- S -
MZ
(m)

|

i

i

i

i

i

|
vz

Le systéme est initialement immobile. On note 4 le coefficient de frottement dyna-
mique entre M et le support horizontal. On note d la distance parcourue par M
jusqu’au contact de M> avec le sol et D la distance totale jusqu’al’arrét. Par un bilan
énergétique, déterminer I'expression du coefficient de frottement dynamique p.

Détermination des coefficients de frottement sur un plateau en rotation

Un support demi-plan (O, x, z) tourne autour de son aréte (O, z) ala vitesse angulaire
constante Q. On note « son angle d’'inclinaison par rapport a '’horizontale, nulle a
t=0,donconaQ=deta=Qr.
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Un solide S de petite taille (donc quasi ponctuel), de masse m est posé a l'instant
initial en un point Mg (xg = a, yo = 0,z9 = 0) sur le plan, sans vitesse initiale par rap-
portau demi-plan. On travaillera dans le référentiel non galiléen de ce demi-plan, en
rotation uniforme a la vitesse angulaire Q = Qii, par rapport au référentiel terrestre
supposé galiléen. On note i le coefficient de frottement statique et 14 le coefficient
de frottement dynamique du solide sur le demi-plan. On observe le scénario suivant.
Entre £ =0 et £ = #1, le solide ne glisse pas. A partir de 17, le solide glisse vers le bas du
support et a la date 1, il arrive en O, alors qu'on a encore a < 5.

a) Pour la phase ¢ € [0, #1 [, établir I'expression des composantes T et N de la force
d’action du support sur le solide.

b) En déduire I'équation trigonométrique vérifiée par f; avec les parametres s, a,
g etQ, iln’est pas demandé de la résoudre.

c) A partirde t = 11, établir 'équation différentielle vérifiée par x(1), la mettre sous
la forme
X -2QQx - QPx= Kcos(Q1) —Lsin(Q1)

et préciser les expressions de Q, K et L. On pourra admettre I'équation différen-
tielle pour la suite.

d) Onpose

coso=K
]:\/K2+L2et{ ) !
si 7
J
Léquation différentielle s’écrit donc (il est inutile de le vérifier)
$-2QQi-0%x=Jcos(Qr+6) =0

i) Résoudrel’équation homogeéne et exprimer la solution x, () en fonction des
constantes d'intégration A et B.

ii) On cherche une solution particuliére de I'’équation avec second membre
sous la forme
Xp (1) =Ccos(Qr+y)

Donner I'expression de C.

iii) En déduire I'équation vérifiée par t,.
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Du mal a démarrer

La tension du fil fait le lien entre le cylindre et le mobile K. La
norme est identique, mais les vecteurs forces sur les deux objets
sont opposés. La relation entre Z et & permet d’obtenir I'équation
en 0 seul.

La force tangentielle étant en permanence opposée a la vitesse
de glissement, on observe une succession de demi-oscillations ré-
gies par autant d’équations différentielles du type oscillateur har-
monique, le signe du terme de frottement changeant a chaque
fois. Cette force étant dissipative d’énergie, 'amplitude des demi-
oscillations diminue, et on doit déterminer a chaque annulation
de la vitesse si le mobile repart ou s’immobilise en respect des lois
de Coulomb.

On fait I’hypothése que le cube ne glisse pas sur le chariot. On
en déduit le mouvement du solide {chariot,cube}. On traduit en-
suite Pimmobilité du cube dans le référentiel non galiléen du cha-
riot en translation oscillatoire. On en déduit les forces normale et
tangentielle subies par le cube. On exprime enfin la condition de
Coulomb pour le non-glissement.

On pourra étudier successivement I'ensemble du systéme immo-
bile sur la table pour F trés faible, I'ensemble du systeme glis-
sant sur la table et 'immobilité de la gomme sur la feuille pour
F moyen, la feuille glissant sur la table et la gomme glissant sur la
feuille pour F fort. On traduira a chaque fois les lois de Coulomb
pour en déduire les valeurs de F qui séparent chaque régime.

La meilleure méthode pour I'étude du mouvement de la chaine est
la loi de I’énergie mécanique. On remarquera que la vitesse de tous
les points de la chaine a pour norme ||, on en déduira aisément
I’énergie cinétique. L’énergie potentielle de pesanteur est celle de
la portion de chaine qui pend, égale au produit de sa masse par g
et par I’altitude du centre de ce trongon. Pour I’étude de I'équilibre,
on pourra écrire celui de chaque troncon séparément, en considé-
rant que la tension de la chaine est identique en norme de part et
d’autre du point a I’angle de la table.

Les projections demandent beaucoup de soin, avec la manipula-
tion de I'angle % et la distinction entre les angles 6, 8 + @ et

0- % En effectuant ensuite les développements limités au se-
cond ordre, on en déduit dT et dN a I'équilibre. D’apreés la loi
de Coulomb, a la limite du glissement, dT = pdN. On en déduit
I’équation différentielle.

Pendant la phase de non-glissement, & = Vg, on en déduit les
expressions des forces de contact, puis la date et I'abscisse aux-
quelles le glissement commence grace aux lois de Coulomb. Pen-
dant la phase de glissement, T = pyN, on en déduit I"équation
horaire du mouvement, puis la date et I’abscisse auxquelles le glis-
sement cesse lorsque X = V.

0

La loi de la puissance cinétique fait apparaitre comme unique puis-
sance non nulle celle de la force d’inertie d’entrainement. On en
déduit T et N grace a la loi de la quantité de mouvement appli-
quée au tonneau dans le référentiel non galiléen du camion, puis
la condition de non-glissement de Coulomb. L’étude du mouve-
ment du tonneau dans chaque cas n’est qu’un classique exercice
de mécanique. La camion ayant un mouvement rectiligne unifor-
mément accéléré, il est facile de déterminer son abscisse sur la
route quand le tonneau tombe.

Le glissement permet de relier T1 et Ny d’une part, T2 et Np
d’autre part. La loi de la quantité de mouvement appliquée a la
plaque, en projection verticale, permet de relier Ny et No. Pour
terminer la détermination des quatre grandeurs, il faut une qua-
trieme relation qui découle de la loi du moment cinétique appli-
quée a la plaque autour de G. Les bras de levier de N7 et Np
dépendent de x. La projection sur x de la loi de la quantité de
mouvement appliquée a la plaque donne I'équation d’oscillateur
cherchée.

Pendant la phase de glissement, la force normale appliquée sur le
(n+ 1)iéme rouleau est %, on en déduit la force tangentielle en
appliquant la loi de Coulomb. On en déduit I’équation du mouve-
ment de translation du solide (V(#)) par application de la loi de
la quantité de mouvement et celle du mouvement de rotation du
cylindre (w(#)) par application de la loi du moment cinétique. Le
glissement cesse quand V(f) = Rw(?). On en déduit la date et la vi-
tesse acquise par le solide a cette date, soit V41, d’ou la relation
de récurrence.

La troisieme loi de Newton (action-réaction) et la loi de composi-
tion des vitesses permet de conclure.

On obtient les forces élémentaires sur un secteur angulaire grace
aux lois de Coulomb pour le glissement. On en déduit le moment
élémentaire de frottement qu’on intégre sur r et sur 0 pour calcu-
ler le moment. La loi du moment cinétique permet d’en déduire
la date d’arrét du mouvement. On calcule de méme la puissance
élémentaire qu’on intégre pour calculer le travail de la force de
frottement et vérifier la loi de I’énergie cinétique.

Le bilan énergétique peut étre fait entre I'instant initial et I’ins-
tant juste avant 'impact de My sur le sol, puis entre I'instant juste
aprés I'impact et I'instant final ot M s’immobilise. On fera atten-
tion au fait qu’a I'impact, I’énergie cinétique de My est perdue,
dissipée en énergie sonore, vibratoire, de déformation.

Les lois de Coulomb habituelles, et la détermination de la date de
début de glissement se superposent ici a la prise en compte des
forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis dans le référentiel
non galiléen du plan en rotation uniforme. On pensera au forma-
lisme complexe en régime sinusoidal forcé.
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Corrigés des exercices

a) Dansle référentiel terrestre supposé galiléen, K est soumis
a son poids et a la tension de la corde +Tii;. La loi de la
quantité de mouvement s’écrit

T-mg=mz

En utilisant la relation cinématique donnée par I'énoncé,
on en déduit

T = mg+mbb
Le cylindre est soumis au couple moteur, au couple de frot-
tement et a la tension de la corde —T1ii; dontle moment est
négatif (en orientant dans le sens trigonométrique) et dont
le bras de levier est b. La loi du moment cinétique s’écrit

r-ad-Th=J0

Enremplacant T par I'expression obtenue plus haut on ob-
tient I'équation différentielle

(I+mb2]§+aézr—mgb

b) K est soulevé du sol si, 2 £ =0 z > 0, donc § > 0. Or 'équa-
tion donne a cette date

(I+mb2J§:F—mgb

Il faut donc que I' > mgb. La solution particuliere s’identi-
fie au fonctionnement en régime permanent, a vitesse an-
gulaire constante égale a la vitesse limite

I'-mgb
a

0p (1) = Weot AVEC W0 =

La solution homogene est obtenue en résolvant’équation
caractéristique associée a ’équation sans second membre

(I + mbz) r? +ar =0 donc

rn= 0
Fo= —— & 2a __1
2= T Timb? (M+2m) D2 T
On en déduit
r
0(t) =A1 +Agse T +Woot
N r
60 =-22e7 + 0o
Les conditions initiales donnent
Ap+Ay=0
donc —Aj] =A2 = Tweo

—%+moo:0

et 0(1) = Wool — TWeo [1—3*5]

¢) En multipliant I'équation par § on obtient
166 + mbbbd =16 — add — mghb
s0itJ00 + mZz =T6—abd — mgz

1. 1
—J0% + —mz?

> 5 =T0—-abb—-mgz

soit i
dt

qui est bien la traduction de la loi de la puissance cinétique

a (Eccyl +EcK]

T =2[) +P(—ab) + 2(P)

a) Le solide glisse dans le sens des x décroissants. Comme la
force tangentielle est anticolinéaire a la vitesse de glisse-
ment, la loi de la quantité de mouvement s’écrit

T+P+N+F=ma

soit T—-kx=mx
-mg+N=0

La loi de Coulomb du glissement s’écrit T = pu4zN donc
X+ £ xX=
Yy M8

Cette équation d’oscillateur harmonique s'integre immé-
diatement

nmg . k
x(t) = T +Acos(wt) +Bsin(wt) avec w = E

La prise en compte des conditions initiales donne

8,5umg _ khmg LA _ 7,5umg
k K donc k
0=-Bw B=0
x(t) = HE 4 7'5“% cos(wt)
donc .o~ 15umg .
x(1) = —Tmsm(wt)

b) La premiere date d’annulation de la vitesse est t; avec

umg 7,5umg  6,5umg
k ko k

wf =ndonc x] =x(f) =
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c) Laforce duressort a cette date est F] = 6,5umg et la force
normale N = mg. Si x; était position d’équilibre, on aurait
en norme

{ Ty =F1 =6,5umg donc Ty > uN

N=mg

qui est incompatible avec la loi de Coulomb qui traduit le
non-glissement. Le solide n’est donc pas en équilibre, et
repart dans le sens des x croissants. La force tangentielle
change de sens et la nouvelle équation différentielle est

jé+£x——
i THE

Cette équation d’oscillateur harmonique s’integre en

pumg _ 55umg
x(t) = ——F2 — —F—=cos(wt
doc{ (n=-1 - ()

() = 22H"8 gy sin(wi)

d) La premiére date d’annulation de la vitesse est t> avec

umg N 5,5umg  4,5pumg
k ko ok

wlr =mdonc xp = x(tp) =

En ce point, T2 = 4,5uN > uN, le solide repart dans le sens
des x décroissants, selon la loi

{ x(r) = M8 o BOWME o)

%0 = —gm‘%msin(m)

La premiere date d’annulation de la vitesse est 73 avec

umg 3,5umg  2,5umg
k ko k

wt3 =7 donc x3 = x(13) =

En ce point, T3 = 2,5uN > uN, le solide repart dans le sens
des x croissants, selon la loi

{ x(t) = —”—’;:g — 15”% cos(wi)

Xx(t) = 1'Sp#wsin(wt)

La premiere date d’annulation de la vitesse est 74 avec

_umg N 1,5umg  0,5umg
k kK

wiy =ndonc xg = x(fy) =

En ce point, la force de rappel du ressort ne vaut plus que
F4 = 0,5umg. Al'équilibre :

{ Ty=F4=

0,5umg _
N=mg donc T4 =0,5uN < uN

La loi de Coulomb du non-glissement est donc vérifiée, le
solide s'immobilise donc définitivement.
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e) La courbe fait apparaitre un phénomene pseudo-

périodique, avec une suite de demi-sinusoides délimitées
par les positions d’annulations successives de la vitesse,
alignées sur deux droites. C’est pourquoi on peut parler
d’enveloppe affine.

10 4 X tumek) T —

zone d’arrét
,,,,,,,,,,,,, définitif

enveloppe affine

T IV

Dans le cas d'un frottement fluide linéaire, I'équation dif-
férentielle vérifiée par x est

mi+ax+kx=0

Si le coefficient de frottement « est assez faible pour que le
discriminant de I'équation caractéristique

A=o?—4km

soit négatif, le systeme est oscillatoire pseudo-périodique
selon une équation horaire du type

x(1) = Ae™T cos(@t+ @)

qui se représente par une sinusoide oscillant entre deux en-
veloppes exponentielles.

X (wmg/k)

10 {

enveloppes
exponentielles
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¢ Si F moyen, la feuille glisse et la gomme reste immobile

Faisons I'hypothése du non-glissement du cube sur le chariot. sur la feuille. Considérons dans ce cas le systeme {feuille,
Le systeme {chariot,cube} forme un solide de masse M + m os- gomme} de masse m. Dans le référentiel galiléen de la table,
cillant sans frottement a 'extrémité d'un ressort de constante ce systeme subit les mémes forces que dans le cas précé-
de raideur k. Son mouvement a donc pour équation horaire dent. La loi de la quantité de mouvement s’écrit

k P+N+T+FE=ma

X(1) =Xgcos(Q2t + ) avec QA = M
+m oll d est I'accélération commune de la feuille et de la

en notant Xy 'amplitude des oscillations. Dans le référentiel gomme. En projections sur les deux axes, on a donc

non galiléen du chariot en translation oscillatoire, le cube est
soumis a son poids, aux forces tangentielle et normale de la
part du chariot et a la force d’inertie d’entrainement. Laccélé-
ration d’entrainement est celle du chariot, soit

F-T=ma ma=F-T
-mg+N=0 N=mg

La loi de Coulomb relative au glissement de la feuille sur la

e table donne T = poN donc
A=Xly=—

Xp cos(Qt+ )il

M 0 COSQLF Q)i
ma=F-pomg
La condition d’équilibre s’écrit donc
e oL a est donc positive si F > pgmg. Considérons maintenant
P+N+T+ fie=0 le systeme formé de la gomme seule : elle est en équilibre

dans le référentiel non galiléen de la feuille d’accélération

km —
donc { T(0) + §1rmXocos(Qi +¢) =0 d = aiiy. Représentons les forces qu’elle subit :
-mg+N=0 ¥
1
__ km o

soit{ T(1) = — §12%: X cos(Q1 +¢) fe _
N=mg T
Ilyanon-glissementsi | ——

r

Ve, IT(@] < uN Laloi de I'équilibre de la gomme s’écrit

et comme les valeurs extrémes du cosinus sont +1 = =

P+N;+T1+fie=0

Xo < itx, < HM* 8
M 0 S HMg SOl Ao = k donc en projections sur les deux axes :
Ty - = T = =F-
1—-ma=0 donc 1=ma=F-pymg
-mg+N; =0 Ny =mg
o SiF est tres faible, rien ne bouge. Considérons dans ce cas
le systeme {feuille, gomme} de masse m + m' = m. Dans le La loi de Coulomb du non-glissement de la gomme sur la
référentiel galiléen de la table, représentons I'ensemble des feuille est vérifiée si T; < pN; donc si

forces qu’il subit.

=

F—pomg <prmg soitF < (g +p1)mg

Cette situation est donc réalisée si pgmg <F < (o + p1)mg
o Pour F fort, la feuille glisse et la gomme recule par rapport
a la feuille. On est donc dans le cas ou F > (pg + ) mg. La
force d’'inertie subie par la gomme dans le référentiel de la
feuille est alors plus importante que la force tangentielle,
et la gomme recule effectivement par rapport a la feuille.

—
F
e

~k

-

s
La loi de I'équilibre s'écrit P + N + T + F = 0 donc en projec-
tions sur les deux axes :

F-T=0 =F Comme la feuille et la gomme ne sont plus solidaires, on

{ -mg+N=0 donc { N = mg doit raisonner sur le systéme formé de la feuille seule. Elle

subit de la part de la gomme une force opposée a celle exer-

La loi de Coulomb du non-glissement de la feuille sur la cée par la feuille sur la gomme. Représentons I'ensemble
table est vérifiée si T < ugN doncsi F < pomg. des forces.

57



Chapitre2 Mécanique du solide

>4

A4

Notons 7' la masse de la feuille ; la loi de la quantité de
mouvement appliquée a la feuille s’écrit

PP+N +N+T +T+F=m'd
et en projections sur les axes :

{ -T} -T+F=m'd
! I _
-m'g+N-N; =0

En écrivantI'équilibre de la gomme sur I'axe vertical
N/ = mg donc
N=(m+m')g=mg

car la masse de la feuille est trés faible devant celle de la
gomme. Les lois de Coulomb traduisant le glissement si-
multané de la feuille sur la table et de la gomme sur la feuille
entrainent que

T =N = pomg et Ty = N = puymg
On en déduit que
m'a =F— (o + pmp)mg

et a’ est bien positif sit F > (pg + 1) mg.

Pour F tres fort, il est possible de retirer la feuille alors que
la gomme ne bouge presque pas par rapport a la table. Le
calcul précédent donne I'accélération de la feuille :

r_ F=(uo +p)mg

a=——"F
La gomme, elle, est soumise a son poids et a la force nor-
male qui se compensent et a la force tangentielle T1 =
p1mg donc son accélération dans le référentiel de la table
est d = aily avec \ymg = madonc a =y g.
Si F > (o + ) mg, alors a’ = %, et a = 1 g. Calculons le
rapport entre ces deux accélérations :

a_pig _pmg m

a % ~F m
Or F > (g + u1)mg donc a fortiori F > pymg et m' < m
donc a < a'. Laccélération de la feuille est donc tres su-
périeure a celle de la gomme dans le référentiel de la table.
Elle se retirera donc tres vite de sous la gomme, et a partir
de 13, la gomme ne subit plus aucune force horizontale :
elle tombe sur la table, et s’arréte donc presque instantané-
ment, on adoncl'impression que la gomme n’a presque pas
bougé.
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a)

b)

La chaine étant inextensible, chacun de ses points a la
méme vitesse en norme, soit | X|. Sa masse totale est m = AL
et son énergie cinétique est donc

1
Ec= —ALi?
2

En 'absence de frottement, la force de contact sur la par-
tie de chaine encore posée sur la table est orthogonale
a son déplacement et ne travaille pas. En prenant la ré-
férence a l'altitude nulle de la table, 'énergie potentielle
de pesanteur est celle du troncon qui pend. Sa masse est
mp () = AL — x) et son centre de gravité est a l'altitude
zG = —% donc

Ag(L—x)?
Epp =mpgzg = _gf
On en déduit

Ag(L-x)?

1
Eszc+Epp=§)\L5c2— 5

Lénergie mécanique est constante, donc sa dérivée par

rapport au temps est nulle, soit
Ag-2(=X)(L-x)
5 =

1
—AL-2i% 0
2

. 8
donc¥—Zx=-
L g
Cette équation du second ordre s’integre en

xpg (1) = Ae~ 20! 4 Befho!

Qo=1/%

x(1) = xpy (1) + xp (¢) avec -

soit {

Les conditions initiales s’écrivent

xp=L

x(f) = Ae™ 20! 4 Belol 1L,
(1) = —AQge ! 4 BQgetlo!

L

5=A+B+L L

2 doncA=B=—~
{ 0=-AQy+BQy “°"¢ 4
L et 4 oot

etx(f)=L—-—

L
=L—=ch(Qqt
2 2 2 Qo)

Supposons qu’il y a non-glissement et écrivons I'équilibre
du trongon (P) de chaine qui pend et celui du trongon (C)
qui est au contact de la table. En supposant que le coin de
table se comporte comme une poulie parfaite, la norme F
de la tension est la méme au point M’ en haut de (P) et au
point M" a gauche de (C).
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Les lois d’équilibre en projections sur les axes vertical et
horizontal s’écrivent

-AL-x)g+F=0
—F+T=0
-Axg+N=0

F=AL-x)g
donc{ T=F=A(L-x)g
N=Axg

Laloi de Coulomb du non-glissement est donc vérifiée si

L
L+ ps

T<pusNsoitL—x < psxsoitx = xg =

Le glissement commence donc quand x < xp. La force tan-
gentielle s’exercant sur (P) est alors une force de frottement
et vaut

T = pgNiiy = pgAxgiix

Sa puissance est
PT) =T xily = pgAgix

Ecrivons alors la loi de I'énergie mécanique sur la chaine
toute entiere.

dEm -
— =T
ar (1)
a1l Ag(L-x)?
soita E)\LXZ—M =pgAgix
1 Ag-2(—%)(L—-
soit E)\L‘Zx'x— w = U Agxx

doncx'—(1+ud)%x:—g

Cette équation s’integre comme dans la question (a), en

posant
{ p= VI
Q =Pwg avec g
Q(] = t
x(2) = Ash(BQo 1) + Bch(BQo 1) + ﬁ
X(t) =PQoAch(PQo 1) +PQoBsh(PQq 1)

Mécanique du solide Chapitre 2

Les conditions initiales s’écrivent

L _ L A=0
T+ps B+ I+1a  donc L L
BQA=0 B=1 ~ Trg

et x(1) =

- h(PQqt
Tops 1+pgl€ (Bt +7

a) Lasomme des forces exercées sur le troncon est nulle, soit
en projection dans la base cylindrique

de F(S de]sm dze =0

dN+0— F(6+d9) ( ) ¢
9—— sin 5° =0

0— dT+F(9+ de]cos

Dans 'approximation des petits angles,

do do do
n—=-—,cos—=1
2 2 2

et on fait le développement limité au premier ordre
F(e d@) ~F(0) - dF de

ao dF de
Flo+ 9] =F@) + 45 - 4

On en déduit, en négligeant les termes du second ordre :

{ dN = F(0)d0
_ dE
dr = 45 ao

Alalimite du glissement :

dF
dT = pdN soit — = uF(0
HdN soi 70 [E))

b) La condition aux limites s’écrit

=

F0=0) =
Léquation différentielle s’'intégre immédiatement en
F(0) = F(0)eM?
On en déduit
F(0=5,5%x2n) = mgellpn

donc Mg = mge' """ et M = me! "M = 32.10° kg

Cette valeur extrémement grande indique qu'une corde
enroulée de plusieurs tours sur un cabestan ne peut pra-
tiquement pas glisser, cette propriété est utilisée pour arri-
mer les navires.
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a) Le solide est en équilibre sur le tapis, il est donc en trans-
lation rectiligne uniforme a la vitesse Vyiiy donc X =V et
x(t) =Vpt.

Dans le référentiel galiléen du laboratoire, le solide est sou-
mis a son poids, aux forces de contact tangentielle et nor-
male et a la force de rappel du ressort. Le plateau se dé-
place vers la droite donc le glissement éventuel de S sous
l'action de la force de rappel du ressort se ferait vers la
gauche, on en déduit que T=4T iix. Son vecteur vitesse
étant constant pendant la phase de non-glissement, son
accélération est nulle donc P +T + N + F = 0 soit

b

=

donc T(1) =

{ T-kx=0 kx=kVotetN =mg

-mg+N=0

¢) Conformément aux lois de Coulomb, le glissement com-
mence lorsque T > usN soit kVot > psmg soit t >t avec

n= 2%{? 22 On en déduit x; = x(11) = 2a.

Lors de la phase de glissement, la relation cinématique
X =V est fausse mais on a directement T = - HgN. La loi
de la quantité de mouvement s'écrit P+ T + N + F = mag
soit

d

=

{ T=kx=mi doncN=mg, T=pumg

-mg+N=0
et mi+kx=umg

On reconnait une équation d’oscillateur élastique, le mou-
vement du solide est donc une translation rectiligne oscil-
lante.

e) Le glissement s’arrétera quand le vecteur vitesse du solide
sera égal a celui du plateau donc X = Vj a condition qu’a
cetinstant T < pgN.

f) La solution générale de I'équation différentielle pour la
deuxiéme phase du mouvement est

{ x(1) =
x(t) =

Les conditions initiales (a la date t = 0 avec la nouvelle
origine des dates qui correspond a t = #; avec 'ancienne)
s’écrivent

+Acos(w0 1) +Bsin(wgt)
—Awo sin(wgt) + Bwg cos(wq?)

A=

2a=”—';'clg+A
B:

soit { 2a=a+A
Vo =Bwg

awo = By donc {

On en déduit I'équation horaire

x(t) = a+acos(wgt) +asin(wgt)
X(t) = —awgsin(wgt) + awg cos(wgt)
soit x(t) = Vg [cos(wgt) —sin(wq?)]
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Le glissement prendra fin a la premiere date non nulle a
laquelle on retrouve x = Vy, soit

Vo\/icos(wot+ g) =Vy

it (t+n] ! vz
soit cos{wgt+ — | = — = —
YT 2
wot+ T =2 +n-2n
donc| 9" 4~4
oum0t+z———+p2n

La premiere date non nulle correspond a la deuxieme ex-
pression avec p =1, soit wgf] = 3” . A cette date,

3n . 3n
x(1) :a+u0057 +asm7 =0

On retrouve donc exactement les conditions initiales
x(t1) =0et x(#1) =Vp.

g) A est le point de départ, xp = 0 et Xy = Vp. La phase de
non-glissement est représentée par le segment de droite
AB ol & = Vp. En B, le glissement commence et on recon-
nait un trongon d’ellipse qui est le portrait de phase ca-
ractéristique du mouvement oscillatoire harmonique qui
aboutit au point A oi1 une nouvelle période débute.

a) Dans le référentiel non galiléen, en translation accélérée,
du camion, le tonneau est soumis a son poids, aux forces N
et T et a la force d’inertie d’entrainement f,e = —mA. Sup-
posons qu'il y a roulement sans glissement. La vitesse de
G dans le référentiel du camion et la vitesse angulaire sont
alors liées

3
X =bw doncEc= mez

La loi de la puissance cinétique s’écrit

.3 . 2A
-mA-x = —m-Zxxdoncx:—?

Sile tonneau glissait sur le plateau du camion, la vitesse de
glissement serait dirigée vers I'arriere, donc T est dans le
sens des x croissants. La loi de la quantité de mouvement
s’écrit

T + —-mA 0 | mi
N 0 -mg |0
— mA
donc{ =7
N=mg

D’apres laloi de Coulomb, il y a roulement sans glissement
si
T < puN soitA=3ug

Il'y aura glissement si A > 3pg.
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b) SiA =3ug, alors, en prenant l'origine du repere a 'arriere
du plateau

2A A
f=-"—=>x()=-2t"+d-b
3 3
Le tonneau tombera quand

3(d-b)

x(t) =0soit t =
(1) i A

L'équation horaire du mouvement du camion dans le réfé-
rentiel du sol est

X(1) = %At2 doncL= %(d— b)
SiA>3ug,ilyaglissement donc
T=uN
Laloi de la quantité de mouvement s’écrit

{ I=mA=mx donc ¥ =pug—-A

N=mg

1
etx(t):z(pg—A)t2+d—b

Le tonneau tombera quand

. 2(d-Db)
x(t) =0soit t =
A—pg
et a cette date
A —
L= (d—Db)
A-ug

Le coefficient de frottement statique étant pris égal au coef-
ficient dynamique, on peut vérifier la continuité des deux
cas en remarquant que pour A = 3pg, les deux expressions
de L coincident.

Prenons les notations du schéma suivant.

—_—

N, D/2+x D/2—x N,
- |
I \T, T, G I

Mécanique du solide Chapitre 2

Les lois de Coulomb en présence de glissement donnent
T1 =pgNjy et To = N2

La loi de la quantité de mouvement appliquée a la plaque
donne

T | -T2 0 | mi
N1 N» —-mg |10
T —=Ty = mi
donc{ N1 +Np =mg

La plaque ne pivote pas donc son moment cinétique autour
de I'axe horizontal passant par G est donc nul a tout instant.
Laloi du moment cinétique autour de cet axe dans le référen-
tiel barycentrique s’écrit donc

D D
—+x|N;j—|=—-x|N2=0
2 2

On résout le systeme et on en déduit

m
{ leng—mg%
N =58 + mg#

m
d lepdgg_“dmg%
onc _ Hamg x
Ty = 7 THUaMEgH

La loi de la quantité de mouvement donne donc

2Ugq8
D

X
—ZpdmgB:mjésoitjé+ x=0
C’est une équation différentielle d’oscillateur harmonique. La
période des oscillations est donc

D

2Hq8

T=2mn

Prenons la référence des temps (¢t = 0) et des abscisses
(X =0) quand le solide de vitesse V;, entre en contact avec le
(n+1)ieme cylindre. Le cylindre est alors immobile et il y a
une phase de glissement. Le solide reposant sur 5 rouleaux,
on peut supposer que la force normale au contact d'un rou-

leau est
uMg
5
Laloi dela quantité de mouvement appliquée au solide donne

M
NzngoncT:pN:

La loi du moment cinétique appliquée au rouleau donne
MgR MgR
Jo=TR= % doncw =" Slg t

Le glissement cessera quand la vitesse de glissement sera
nulle donc quand

- . ug, _ uMgR?
X =R tV, — —tr= t
W SOIt Vi 5 f 5] f

11
soit Vy, = % t

i
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A cette date, I'énoncé précise que le régime transitoire est bref,
on peut donc supposer que le solide n’a pas encore abordé le
(n+2)ieme rouleau et la vitesse devient constante, donc

10

Vi+1=Vp— —Vn

La suite est donc géométrique de raison 11 et

10
Vn=Vp 1

a) Faisons apparaitre la vitesse de glissement.

—
Vs

=

—=
vV,

[

La loi de Coulomb indique que la force tangentielle subie
par le solide est anticolinéaire a sa vitesse de glissement.
La troisieme loi de Newton (action-réaction) indique que
les forces de contact subies par le plateau de la part du so-
lide sont opposées a celles subies par le solide de la part du
plateau.

—
NV

b) Dans le référentiel de travail,

¢) Ensommant ces puissances

Protale N = N (VP VS) N ‘vgl =0
Protale (T)
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a) Le secteur angulaire supporte le poids de la colonne du so-
lide qui est au dessus, dont la masse est

dm=p-H-rdrd6

La loi de la quantité de mouvement en projection sur |'axe
vertical donne donc

dN = dmgii; = pgHrdrd0ii,
La vitesse de glissement du secteur est
Ugl = rolig
La loi de Coulomb pour le glissement donne donc
dT = —udNiig = —ppgHrdrdoiig

b) Le bras de levier pour dT est r donc

=

A = —ppgHr?drd®

On en déduit, en intégrant sur la surface de base

b 2n
:f f —pngrzdrdS
r=0J0=0

b
2
M= —ppgH | | (015" = ~ZmppgHb’

0

¢) Lapplication de la loi du moment cinétique au cylindre en
rotation autour de son axe fixe, dans le référentiel galiléen
du laboratoire, donne

dL
=g o —ﬂungb3 —mbz
Or m=p-nb*H donc
Lo _Ang 4pg
=—-——ctw(r - —27
@ 3b w(r) = wo 3D
Larrét interviendra a la date #; = 34bu"§]

d

=

Lénergie cinétique initiale du cylindre est

Ecy = ]w%z mbzwé

1
4

N =

et I'énergie cinétique finale est nulle. La puissance de la
force de frottement (qui est la seule qui travaille) est

PMN) =M
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On en déduit son travail pendant la durée du mouvement
n

W= M -wdt
t=0

2 2l 4
W:—gnpngb3f (mo—Lgt)dt
=0

3b
W= ——npngb3 [wotl _cke tlz]
3b
npHb* w2
T4

Or m = p-nb?H donc
1 2 2
W = ——mb“wy
4
On vérifie donc bien la loi de I'énergie cinétique

0-Ecg=W

L'énergie mécanique du systeme formé des deux solides est
Em=Ec;+Ec2+Epp,+Epp,. Alinstantinitial, comme al'ins-
tant final, les deux solides sont immobiles donc leurs énergies
cinétiques sont nulles. Prenons la référence des énergies po-
tentielles de pesanteur nulle sur le support pour M; et nulle
sur le sol pour My. Les énergies mécaniques initiale et finale
du systeme valent donc :

Em; =0+0+0+mgd =mgd etEmy=0+0+0+0=0

Mais il faut compter dans le bilan énergétique I'énergie ciné-
tique perdue par M2 au moment de son impact sur le sol (elle
est dissipée sous forme de bruit, vibration, déformation du
sol). On doit donc d’abord faire un bilan énergétique entre
l'instant initial et I'instant * qui précede 'impact de My sur le
sol. Notons v* sa vitesse a cette date. Le fil étant tendu et inex-
tensible, les deux mobiles se déplacent a cette vitesse. L'éner-
gie mécanique du systéme a t* est donc

* 1 *2

Em™ =-mv

1
+-mv*?+0+0
2 2

La force tangentielle qui s’exerce sur M est, d’aprés la loi de
Coulomb

Tl = —pleﬂx = —pdmgﬁx
On en déduit
Em* —Em; =W, (Tl)
2

1 1
soit mv*2 — mgd = —pgmgd donc Emu* = Emgd(l —ug)

Mécanique du solide Chapitre 2

Apres I'impact, M s'immobilise, I'énergie mécanique du sys-
téme ne vaut plus que

On en déduit
Emp— Em™™ = W;*,tf (T

1
s0it 0 — Emv*2 =—pymgD-ad)

1
soit Emgd(l —Hg) =—pgmgMdD—d)

donc pg = D—d

a) Pour la phase ¢ € [0,#1[, il y a non-glissement donc la
somme des forces est nulle dans le référentiel non galiléen
du support. Comme il y a immobilité, 7, = 0 et la force
d’inertie de Coriolis est nulle. On a donc

P+N+T+f;,=0
-mgsin«a 0 T mQ2a 0
soit | —mgcosaa +| N +| 0 +| O =10
0 0 0 0 0
— o — 1 O2
donc{ T=mgsina—mQ=a
N=mgcosa

Remarque : pour les faibles valeurs de t, la composante du
poids sur x est inférieure a celle de la force d'inertie d’entrai-
nement axifuge et la force tangentielle est dirigée vers le bas,
avec une expression opposée a celle donnée ci-dessus. Iy a
donc non-glissement vers le haut si aQ? < ysg.

c

D’apres la loi de Coulomb, il y a non-glissement tant que
T < usN, 11 est la date a laquelle T = pN, soit (apres sim-
plification par m)

gsin(Q1f) -Q%a= Hsgcos(Qiy)

¢) Pour = 1,1l ya glissement donc

| x X X 0

OM| 0 , %0 ,d| 0 ,Qfl0

0 0 0 Q

-mgsina 0 T

P| -mgcosa ,N| N ,T| 0

0 0 0
mQ?x 0

fie| O » fie| —2mQx

0 0

La loi de la quantité de mouvement dans le référentiel non
galiléen du plan en rotation uniforme s’écrit

B+N+T+ fip + fic = may
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soit -mgsin(Qn) + T+ mQ? x = mi
-mgcos(Qt)+N-2mQx =0

Laloi de Coulomb pour le glissement donne

T=mi-mQ2x+ mgsin (1)

T'=ugNave { N = mgcos(Q1) +2mQx

donc mi-mQ?x+ mgsin(Qt) = pgmgcos(Qn)+2ug mQx

soit X —2u QX — Q%x = Mg g cos(Q2r) — gsin(Q1)

On obtient donc bien la forme de 1'énoncé avec
Q=pg K=pggetl=g

d) Résolution de I'équation.

i) L'équation homogene s’écrit
$-2QQi-Q%x=0
Léquation caractéristique s’écrit
2 -2QQr-0%=0

donc A = 4Q%Q% +40% = 40%(1+Q?) >0

64

Iy a donc deux racines réelles

- rI:Q(Q+\/1+Q2]
VA =204/1+Q2 et{ r2=Q(Q—W)

donc xp, (1) = Ae" " + Be?!
ii) On passe en grandeurs complexes
1 = CelQt+W) _ i1 Hiy
=P
On remplace dans I'équation complete
(D) (iDx, - 2QQ(iQ)x, - 0Px , =Je!H+0)

donc — Q% [1+2iQ +1] Ce!@elV =i 40

On simplifie par e eton passe aux modules

J
2Q2V1+ Q2

iii) At=1ty, x=0,s0it x, () +xp(f2) = 0 soit

0212+i2Q|C=]J doncC =

Ae2 1 Be'2%2 4+ Ccos(Qty +y) =0



Deuxiéme partie

Traitement du signal
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CHAPITRE

Signal périodique

Themes abordés dans les exercices

o Spectre d'un signal.

o Impédances complexes.

o Fonction de transfert.

o Diagramme de Bode.

o Transposition fréquentielle-temporelle de la fonction de transfert.
o Amplificateur linéaire intégré (complément de programme).

‘Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

o Commenter le spectre d'un signal périodique.

¢ Traduire la loi des nceuds en termes de potentiel.

o Exprimer la fonction de transfert d'un quadripole (révision de sup).

o Transposer une relation dans les domaines fréquentiel ou temporel (révision de sup).
o Opérer le filtrage d'un signal grace a un quadripdle linéaire.

o Analyser et utiliser les montages comportant un ALI en régime linéaire (complément de programme).

67



Chapitre 3 Signal périodique

Les méthodes a retenir

Commenter le spectre d’'un signal
périodique.

68

Un signal périodique s(#) de période T et de fréquence fondamentale
fi= % est caractérisé par un spectre ne comportant que des multiples
entiers de la fréquence fondamentale

0, fl) 2f1, ey pfl’

Enlangage musical, f; estlafondamentale, 2 f; 'octave, p fi la p-ieme
harmonique. Cette propriété est une conséquence du théoréme de
Fourier, qui permet le calcul mathématique des composantes spec-
trales en amplitudes A, et en phase ¢, :

s(t) =Ag+Ajcos(2nfit+@1)+...+Apcos(2npfit+@p) +...

Le calcul des composantes est hors programme, il faut seulement sa-
voir commenter un spectre fourni par I'’énoncé ou obtenu en TP sur
I'écran de I'oscilloscope ou par un traitement informatique du signal.
Voici quelques éléments clés de commentaire.

a) La composante continue A, est égale a la valeur moyenne du si-
gnal. Elle apparait sur le spectre en amplitude pour la fréquence
nulle.

b) Un spectre en amplitude réduit a un unique pic a la fréquence f;
est caractéristique d’'un signal sinusoidal.

c) La présence d'un harmonique de rang p élevé est caractéristique
d’'une partie de la courbe du signal présentant une pente élevée.

d) 1l est possible de dresser le spectre en amplitude d'un signal pé-
riodique bifréquenciel en identifiant les deux sinusoides superpo-
sées et en mesurant leurs périodes temporelles respectives.

e) Laprésence dans un spectre d'un pic de fréquence en rapport non
rationnel avec la fréquence fondamental indique un signal non pé-
riodique.

Exemple :

Voici quatre spectres en amplitude.

amplitude

(A) (B) © D)

fréquence
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Voici les graphes des quatre signaux correspondants.

N

Attribuons chaque graphe a son spectre.

e Le signal en trait double est purement sinusoidal, son
spectre est donc le (A).

» Le signal en pointillés est le seul a valeur moyenne non
nulle, son spectre est donc le (B), ce qui est cohérent avec
la forme sinusoidale.

e Les deux autres signaux sont multifréquenciels, mais ce-
lui en traits continus posséde des parties a forte pente
(presque verticales), son spectre est donc le (D) qui pos-
sede des composantes harmoniques de rang élevé (p =
711).

e Le signal en tiretés a donc pour spectre (C), et on dis-
tingue bien les deux sinuoides superposées de fréquences

fl et 3f1

< Exercice 3.1.
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Traduire la loi des nceuds en termes de
potentiel.

70

En régime sinusoidal forcé, toutes les grandeurs électriques sont des
fonctions sinusoidales du temps, dont la pulsation w est celle du gé-
nérateur. Les lois des dipdles linéaires se traduisent en grandeurs
complexes sous la forme u =Z7Z-i ou i =Y-u, Z est 'impédance et
Y 'admittance du dipdle.

| dipole | résistor | condensateur | bobine |
i —R7 c_du _ 1 di
loi u=Ri i=C%} u=L%Z
impédance Z,=R Z.= JCLUJ Z, = jLw
. _ 1 s _ 1
admittance Yo=x Y.=jCow Y, = s

Dans un montage ne comportant que ce type de dipdles R, L, C, le po-
tentiel complexe d'un neceud est égal a la moyenne des potentiels des
nceuds qui 'entourent pondérés par les admittances des branches.

_ YV + YV +Y Vo + YLV,

—M
Y +Yg+Yc+Y,

Exemple :

Dans le montage suivant, déterminons le potentiel com-

plexe en B.
A | C B
e(t)=E cos( ot) T() L R
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Le potentiel de la masse est nul, on identifie donc

- - - — Rplwt
Up= Vs _Ymasse =VgetV,=V, _Ymasse =Ee/®
Par application de la loi des nceuds en termes de poten-
tiel :
: 1 1
_JCoVatqe 00 1w’ ‘Eel®t
B JCw+ 55+ 1+ 42 - 1Cw?

< Exercices 3.2, 3.3.
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Exprimer la fonction de transfert d'un La fonction de transfert d'un quadripole linéaire est le rapport, en
quadripdle (révision de sup). grandeurs complexes
H==
u

—e
Les deux méthodes les plus courantes sont
- laloi du diviseur de tension exprimée grace aux impédances com-
plexes ;
— laloi des nceuds en termes de potentiel.

Exemple :
Quadripoles CR et RCCR.
e B s

Dans le premier montage, la loi du diviseur de tension
s’écrit immédiatement

Dans le second montage, en considérant que la branche
horizontale inférieure est la masse, de potentiel nul, on
peut identifier Vo =u,,V, =u, etV = u .
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En appliquant la loi des nceuds en termes de potentiel aux
nceuds A et S, il vient :

1 . . : 1
_jg U, +jCw-0+jCo-u, . JCw-u, + %

1

R

u, = =
“y 1 X N U,
g tJjCo+ jCw
En éliminant u, entre ces deux relations, on en déduit que

u, (1+3jRCo—R*C*0®) = jRCww,

doncH = L JRCw

. 1+3jRCo-RC?0?

e

< Exercices 3.4, 3.5.

Transposer une relation dans les
domaines fréquentiel ou temporel
(révision de sup).

72

Dans un circuit formé de composants linéaires, on peut écrire les re-
lations différentielles entre les grandeurs réelles ou les relations algé-
briques entre les grandeurs complexes. On peut librement passer des
unes aux autres en utilisant I'équivalence

dax 0. X

ar 192
11 est conseillé, méme si on n’est pas en régime sinusoidal forcé,
d’exprimer les relations entre grandeurs complexes (beaucoup plus
faciles a établir) et d’en déduire les relations différentielles en gran-
deurs réelles en utilisant cette équivalence.

Exemple :

Considérons les deux montages suivants.

| c E A C S
C
ug U, uy i

U,

3

Utilisons les fonctions de transfert en grandeurs com-
plexes calculées au paragraphe précédent.
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* Dans le premier montage,

u iRC
== (1+jRCw)-u, = jRCo-u,
u, 1+ jRCw - -

soit u +RC(jw)u, =RC(jw)u,

d +re2Ys _pedte
onc U =
) dr dr
« Dans le second montage,
U JRCw

u, 1+ RCo-RC0?
(1+ jRCw -R°C*w?)-u, = jRCou,
soit u +RC(jw)u,+RC(jw)(jw)u, =RC(jw)u,

d?ug :RCdue

dug
donc u, + RCi +R?C?

dt dr? dt

> Exercices 3.6, 3.7, 3.8.

Opérer le filtrage d'un signal grace a un
quadripole linéaire.

Le filtrage d'un signal périodique par un quadripole linéaire est I'un
des aboutissements de 1'électricité des classes MPSI et MP. Voici la
méthode générale d’étude du filtrage d'un signal dont

o le spectre en amplitude

¢ etle diagramme de Bode en gain

sont donnés.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

On place sur le diagramme de Bode les pics du spectre en ampli-
tude aux fréquences correspondantes.

Le pic a fréquence nulle correspondant a I'éventuelle composante
continue (valeur moyenne) du signal fait exception : elle est reje-
tée a —oo sur I'axe horizontal des fréquences en échelle logarith-
mique.

Le filtre sélectionne les fréquences qui sont dans la bande pas-
sante.

Le filtre atténue les fréquences pour lesquelles le gain est faible-
ment négatif et élimine celles dont le gain est inférieur a une va-
leur conventionnelle (-20 dB par exemple).

Si aucune fréquence du spectre n'est dans la bande passante, et
toutes celles du spectre dans un intervalle ou la pente du dia-
gramme est +20 dB/décade, le montage est dérivateur.

Si aucune fréquence n'est dans la bande passante, et toutes celles
du spectre dans un intervalle out la pente du diagramme est
—20 dB/décade, le montage est intégrateur.
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Exemple :

Un montage passe-bas du premier ordre de fréquence de
coupure f, filtre différemment un signal périodique selon
sa fréquence fondamentale f; et selon I'existence ou I'ab-
sence de composante continue.

* Si fi <« [, alors toutes les composantes spectrales du si-
gnal d’entrée sont dans la bande-passante et us = .

(f=0) spectre u, A gain (dB) spectre  u,
| L x=flf

* Si fi = f, et si le signal d’entrée ne posséde pas de com-
posante continue (sa valeur moyenne est nulle), alors la
fondamentale de fréquence f; passe et les composantes
spectrales de fréquences p f; pour p < 2 sont atténuées ; le
filtre se comporte donc en passe-bande, le signal de sortie
approximativement sinusoidal, égal a celui d’entrée débar-
rassé de ses harmoniques de hautes fréquences.

gain (dB) T spectre spectre u
[ ‘

=

* Si fi > f, etsile signal d’entrée ne possede pas de com-
posante continue (sa valeur moyenne est nulle), alors pour
toutes les composantes harmoniques du signal sont dans
la partie du diagramme de Bode de pente -20dB/décade,
donc

Ho . u,
H=—soituy =K—
(O Jjo

donc u(t) = Kf u.(Hdt

Le quadripole se comporte donc comme un intégrateur.
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* Si fi > f. etsile signal d’entrée posséde une composante
continue (sa valeur moyenne n’est pas nulle), alors pour
toutes les composantes harmoniques du signal sont cou-
pées, sauf la composante continue ; le signal de sortie est
une constante, le quadripole est un moyenneur.

(f TO) gain (dB)T | spectre u, TSp ectre.
[ -

x=ff

< Exercices 3.9, 3.10.

Analyser et utiliser les montages
comportant un ALI en régime linéaire
(complément de programme).

Lamplificateur linéaire intégré (ALI en abrégé) est un composant im-
portant utilisé dans de trés nombreux montages d'électronique. Méme
s'il n'est pas explicitement au programme de ME on donne ici ses pro-
priétés en régime linéaire et la méthode d’étude d’'un montage avec ce
composant.

Un ALI est un composant a deux entrées E* et E” et une sortie S,
alimenté en énergie par des fils non représentés sur le schéma élec-
trique. On note Vg et Vg- les potentiels des entrées et i* et i~ les
intensités entrantes.

Ve s S

*E"‘
e

Lorsqu'un ALI est idéal, de gain infini et fonctionne en régime li-
néaire, ses propriétés sont les suivantes :

it=i"=0
VE* :VE,
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Voici les étapes de I'étude d'un quadripdle comportant un ALI en ré-
gime linéaire et des dipdles linéaires R, L, C.

On identifie les nceuds a la masse dont le potentiel est nul.

Sile montage comporte une entrée et/ou une sortie, on identifie les
potentiels des noeuds correspondants aux tensions entre ceux-ci et
la masse.

On écrit la loi des nceuds en termes de potentiel aux nceuds E* et
E~, en grandeurs complexes (le potentiel de chaque nceud est égal
ala moyenne des potentiels des nceuds qui I'entoure pondérés par
les admittances complexes des branches).

On écrit ces lois pour les éventuels autres nceuds, mais jamais au
nceud de sortie de 'ALI car i # 0 en général.

On écrit la loi en régime linéaire

Vg =Vg-

Si le montage est un quadripoéle, on réduit algébriquement le sys-
téme d’équations et on en déduit la fonction de transfert
u

H==*

U,

Dans les autres cas, on transpose la (ou les) relation(s) algé-
brique(s) complexe(s) pour exprimer une (ou un systeme de) rela-
tion(s) différentielle(s).

On déduit des relations obtenues le comportement du montage.

Exemple :

Dans le quadripdle suivant, 'ALI est idéal, de gain inifini et
fonctionne en régime linéaire. Il est appelé montage inté-
grateur.
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Lentrée non inverseuse E* est a la masse. On en déduit
que V. =V, =0. Lapplication de la loi des nceuds en E~
donne

1 .
U, +jCw-u

V,.=-—"2 " % doncjRCowu.=-u
—£ +jCw ] - -

«

e

==

On en déduit la fonction de transfert

g1

u, jRCw
En transposant la relation, on obtient

. dus
RC(jw)u,=-u, < RC ar =—U,(1)

. 1
soit ug = —Efue(t)dt

Le montage opere donc une primitivation temporelle de la
tension d’entrée, a une constante multiplicative négative
(—=1/RC) pres.

— Exercices 3.11, 3.12, 3.13, 3.14, 3.15, 3.16.
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Signal périodique

Enonceés des exercices

Signal de marche (analyse documentaire, d’aprés Mines-Ponts MP (I)
2016)

Laction de la marche d'un piéton sur une passerelle est traduite par une force verti-
cale périodique, appelée charge. Voici I'allure des graphes de charge par pied, puis
cumulée en fonction du temps.

charge par pied (unité arbitraire)

pied droit S pied gauche pied droit

1(s)

|

0 02 04 06 08 10 12 14 16

charge cumulée (unité arbitraire)

R 1 )
0 02 04 06 08 1,0 1,2 1.4 16

a) Quelle est la période du signal pour la charge du pied droit ? Du pied gauche ?
Cumulée ?

b) Proposer une explication pour la forme du signal de charge d'un seul pied.
¢) Pourquoi le signal cumulé est-il continu ?
d) Proposer une forme pour le signal cumulé d'un coureur.

e) Parmi les trois spectres en amplitude suivants, expliquer (en justifiant la réponse)
lequel est le plus vraisemblable pour le signal cumulé.

amplitude

2 14 f(iy)

0 2 4 & 8 10 12 14
amplitude

0 2 4 6 & 10 12 14 /(1)
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Pont de Maxwell-Wheatstone

Dans le circuit suivant, P et Q sont des résistances calibrées, R et C sont réglables,
et on cherche a mesurer la valeur de I'inductance L et celle de la résistance r de la

bobine.

A

Lr

B
A~
&

E cos(mt)

Le pont est équilibré lorsque i = 0 donc quand V4 = V. Montrer que quand cette
condition est réalisée, on peut donner les expressions de L et de r en fonction des
autres parametres.

Déphasage de deux bobines griace a un condensateur

Pour créer un champ magnétique tournant, les deux bobines du montage suivant
ont des axes perpendiculaires et doivent étre parcourues par des courants déphasés
de

5.

Iy

Lyr

Sous l'action de la tension du générateur u(¢) = Ugcos(w?), les intensités des deux
branches doivent donc s’écrire

ip(t) =Ipcos(wt+) et iy(t) =Ipsin(w+)

a) Donner I'expression en grandeurs complexes de iy, i, et u.

b) Etablirles deux relations entre L, C, 7 et w.
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] Quadripdle réjecteur de bande

On considere le quadripole suivant.

Y \L

[l
[lc

a) En tracant les schémas équivalents a basse et a haute fréquence, justifier que ce

ST

filtre laisse passer les basses et les hautes fréquences.

b) Donner I'expression de la fonction
c) On pose

1
\/T—Cv

w
wo = X=—
wo

de transfert H en fonction de R, L, C et w.

1 /L L 1
etQ:— —:ﬂ:
RV C R RCwq

Donner I'expression de H en fonction de Q et x.

d) Dresser le diagramme de Bode en gain en fonction de x, qualifier le filtre et don-

ner un exemple d'utilisation de ce filtre.

I - Quadripdle a deux niveaux d’atténuation

Dans le quadripdle suivant, on donne

Ry =90 kQ et C; = 10 nF.

On pose fp = 17,68 Hz, wg = 21 fp et on définit la pulsation réduite x = 0%0 Voici le

ST

diagramme de Bode asymptotique du quadripole :

AG (dB)

10 100
5

)
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a) En utilisant les schémas équivalents a basse et a haute fréquence du montage,
déterminer les valeurs de Ry et de C».

b) Donner I'expression de la fonction de transfert H = 7 en fonction de Ry, Rp, Cy,
=e

Co et w.
¢) En donnantl’équivalent a basse et a haute fréquence de H, retrouver les valeurs
de Ry et Cy.
d) On pose
W] = etQ= avec Req = i1,
R1Cy Requq Ceq=C1+C2

Calculer les valeurs numériques de w; et de Q, puis celles des pulsations réduites
correspondantes xj = 8—(1) etX = w%

e) Exprimer la fonction de transfert sous la forme
1+ jor
=700y is
et préciser I'expression de Hy.

f) Expliquer brievement comment ces résultats justifient la forme du diagramme de
Bode.

- Condition d’observation d’oscillations

Dans le montage suivant, établir I'équation différentielle vérifiée par uc(t) et déter-
miner pour quelles valeurs de R on observera des oscillations.

al

- — Formalisme complexe et régime transitoire

Dans le circuit suivant, e(f) est un échelon de tension 0 — E avec E =25V, iy, et uc
sontnullesa r=0,R=250, L=25mH et C =20 pF.

YN i

L

Do =

'c

a) Etablir, en grandeurs complexes, la relation entre i et e.
b) En déduire I'équation différentielle vérifiée par i(1).

¢) Résoudre cette équation différentielle.
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I Couplage de circuits oscillants

Dans le circuit suivant, les intensités initiales dans les bobines sont nulles, u; (¢t =
0)=Eetu(t=0)=ux(t=0)=0.

Etablir le systéme d’équations différentielles vérifiées par les tensions u1 (£) et uy ()
et le résoudre completement.

[ | | Rétro-analyse d’un filtre

Un filtre d’ordre 2 prend en entrée un signal créneaux, de période Ty, de fréquence
fondamentale fj = T1_1' de valeur moyenne 1,0 V et d’amplitude 1,0 V, donc oscillant
entre 0 et 2,0 V. Lanalyse de Fourier de ce signal met en évidence I'existence d’har-
moniques toutes impaires, de fréquences (2n + 1) f1, n entier naturel. On teste deux

fréquences distinctes et on obtient les oscillogrammes suivants :

[ N\ N\

A\ [1\ [\
/INC T NS

I
JAREAVVAREAVYi \ |/ \
| \l/ \/ \//
] \V4 \

10 ps/div 100 ps/div

Caractériser le filtre et décrire son diagramme de Bode.

I Filtrage par un quadripdle a deux niveaux d’atténuation
Le montage étudié al’exercice 3.5 a pour diagramme de Bode en gain en fonction de
la pulsation réduite x = % :

AG (dB)
01 1| 10 100
—t———+—

On envoie en entrée un signal comportant deux composantes harmoniques de fré-
quences respectives fg et 10fy, d’amplitudes respectives 4,0 V et 2,0 V. En expli-
quant votre raisonnement, tracer 'allure des chronogrammes de u,(f) et de us(1).
On pourra s’aider du grapheur de la calculatrice.
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Montage amplificateur non inverseur

Dans le montage suivant, I'’ALI est en régime linéaire.

E+

— B

e “

77

a) Déterminer la relation entre ug et ue.
b) Qualifier le montage.

¢) Préciser son impédance d’entrée.

Montage amplificateur inverseur

Dans le montage suivant, les deux ALI fonctionnent en régime linéaire. Déterminer
la fonction de transfert et qualifier le quadripole.

— =
E_
N R, E-
—E+ S
1E+
b b
ST 7

Montage sommateur

Dans le circuit suivant, 'ALI fonctionne en régime linéaire.

u, S

—— R HE+ "
Uy
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a) Donner 'expression de ug en fonction de u; et de uy.
b) On applique u; = Ugycos[(w +¢€)¢] et up = Ugcos[(w —¢€)t] avec € < w. Tracer I'al-

lure de la fonction ug(1).

N Quadripole a 3 ALI
Dans le circuit suivant, les ALI fonctionnent en régime linéaire.

E+
masse

e(t)

R masse ‘

E+1
masse

masse

masse
a) Etablir I'expression de la fonction de transfert H = % du quadripole.
b) Dresser le diagramme de Bode en gain en fonction de la pulsation réduite x =

RCw, qualifier le filtre.

Double intégrateur

[ .
Dans le montage suivant, '’ALI fonctionne en régime linéaire.
) T i } } : I } )
u e
L g
s
— E+
- 2c u B
R2
ST

a) Donner I'expression de la fonction de transfert de ce quadripole.
b) En déduire la fonction réalisée par ce montage en grandeurs temporelles.
¢) Quelle est la forme du signal en sortie si on applique en entrée un signal rectan-

gulaire ?
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Passe-tout déphaseur

Signal périodique Chapitre 3

Dans le montage suivant, I’ALI fonctionne en régime linéaire.

2R 2R

S

a) Donner I'expression de la fonction de transfert de ce quadripole.

b) Quelle est la particularité du diagramme de Bode en gain ?

¢) Quelle estla fonction réalisée par ce montage ?

d) Proposer une application pratique de ce montage.

Du mal a démarrer

Des considérations rudimentaires sur I'interaction entre le

pied et le sol pour la marche et pour la course suffisent pour ré-
pondre aux premiéres questions. Le choix du spectre repose sur
les arguments développés dans le cours.

Il ne faut surtout pas flécher le circuit avec les 7 intensités

des différentes branches et espérer extraire des différentes rela-
tions la condition d’équilibre. Au contraire, cet exercice met en
évidence la pertinence de la méthode des nceuds en termes de
potentiel : on pourra choisir une masse en M, en déduire immé-
diatement Vy puis écrire la condition sous la forme V, = Vyp.

On rappelle que sina = cos(a— % ). Il est fortement recom-

mandé de travailler en grandeurs complexes.

Les schémas équivalents sont obtenus en remplacant le

condensateur et la bobine par un fil ou un interrupteur ouvert.
La méthode du diviseur de tension donne H apreés avois exprimé
I'impédance équivalente de leur association en paralléle. La loi des
neeuds en termes de potentiel peut aussi étre utilisée et donne le
méme résultat.

Le schéma équivalent a haute fréquence ne doit pas étre

dressé en remplacant les condensateurs par des fils, mais en sup-
primant les résistances (dans lesquelles le courant ne circule pas).
On obtient ainsi les fonctions de transfert a basse et haute fré-
quence, on en déduit les gains qu’on identifie aux valeurs -20 dB

(p ]

et —40 dB données par le diagramme de Bode. On en déduit R et
Co. La méthode calculatoire donne le méme résultat.

Les trois méthodes du cours, (1) écriture des lois électroci-
nétiques (2) loi du diviseur de tension (3) loi des nceuds en termes
de potentiel, permettent d’obtenir I’équation cherchée a condition
d’avoir un peu de persévérance algébrique. Pour la condition at-
tendue, on pourra penser au régime pseudo-périodique.

Paradoxalement, I'établissement de I’équation différentielle
est plus simple que la détermination des conditions initiales
pour la premiére, il y a beaucoup de calcul, et pour les secondes, il
faut utiliser les lois de I'électrocinétique et les deux propriétés de
continuité (pour L et pour C). La résolution numérique compléte
doit étre menée jusqu’au bout et considérée comme un test.

L’établissement des équations différentielles nécessite I'écri-
ture des lois électrocinétiques du circuit en fonction des trois va-
riables u, uj et up. L'intégration de la loi des nceuds permet d’éli-
miner u. Pour la résolution du systéme obtenu, on pourra intro-
duire la somme S = uy + uy et la différence D = uj — uo.

Le quadripdle coupe la composante continue, se comporte
comme un intégrateur pour f > 25 kHz et sélectionne la fréquence
2,5 kHz. Il est assez facile d’en déduire la nature du filtre.

La position des pics du spectre du signal sur le diagramme

de Bode est immédiate, on en déduit le spectre en amplitude du
signal de sortie et on conclut en utilisant un grapheur.
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a)

b

=

c)

d

=

e)

86

Ce montage est explicitement au programme, la condition
Vg+ = VE- permet de conclure rapidement.
Le premier étage est un suiveur, le second étage se traite

comme le montage amplificateur non inverseur, il faut remarquer
que E; est a la masse donc que son potentiel est nul.

La loi des nceuds en termes de potentiel permet de conclure.

Il ne faut pas se laisser impressionner par le montage. L’écri-

ture de la loi Vg+ = V- pour chaque ALI donne un ensemble de

relations entre lesquelles on élimine V, et V. Attention a ne sur-
tout pas écrire la loi des noeuds en termes de potentiel aux noeuds
de sortie des ALI.

L’écriture des lois des nceuds en termes de potentiel aux trois
nceuds A, E™ et B permet d’établir la relation entre les tensions
d’entrée et de sortie.

La relation Vg+ = V- conduit a la relation entre u, et u,.

La recherche d’une application du montage mérite d’y consacrer
un peu de temps, la physique n’est pas que du calcul algébrique.

Corrigés des exercices

La période de la charge d'un pied seul est T = 1,0 s. Celle
de la charge cumulée est T; = 0,5 s. La fréquence fonda-
mentale de la charge cumulée est donc

1
=—=2,0Hz
h T

La preniére bosse correspond a la pose du talon, la se-
conde a I'impulsion sur le bout du pied.

La marche est une série de poses des pieds, il n'y a pas im-
pact comme pour la course.

On peut supposer que I'impact du pied sur le sol crée une
discontinuité, et qu'une phase de vol sépare la pose de
chaque pied.

charge (course)

Le spectre 2 ne comporte pas de pic a fréquence nulle, or
la valeur moyenne du signal n’est pas nulle, son spectre
comporte donc une composante continue, et on exclut le
spectre 2. La présence de points anguleux, a forte pente,
indique que le spectre doit étre riche en harmoniques éle-
vées, ce qui est le cas du spectre 1, et pas du 3. De plus, on
distingue bien sur le spectre 1 les multiples entiers de la
fréquence fondamentale p f1, p entier.

Lorsque i = 0, la différence de potentiel entre A et B
est nulle. Posons V) = 0, on en déduit en grandeur com-
plexe Vyy = Ee/®’. Quand i = 0, on peut appliquer la loi
des nceuds en termes de potentiel pour traduire la condi-
tion d’équilibre V, =Vy :

1 1 . D S
F'§+§'0+]C(l)'0_jLw+r 2+Q €

- 1

*Q

1
JLw+r

1 1 .
F+§+]C(x)

t R = Q
R+P+jPRCo Q+jLo+r

soi

soit Rr + jRLw = QP + jPQRCw

En identifiant les parties réelles et imaginaires, on en dé-
duit
PQ
r= ? etL= PQC

a) En considérant que sina = cos (a— %), il vient

o . L
i, =Ipeltel?, i =Tge/le/Pe /2 = —jIjel e/

et u=UgelvL,

b) Les tensions aux bornes des deux branches alimentées par

u sont égales :

1
r+jLw+jC—w]i_h:[r+ij]i_U

soit

1
r+jLw+jC—w}i_h:[r+jLw](—ji_h)

1
doncr+jLo+ ——=—-jr+Lw
JjCw

Par identification des parties réelles et imaginaires, on en
déduit que

{ r=Lw

1
1 doncLw=ret — =2r
—Lw + r Cw

Co =~

a) Voici les schémas électriques équivalents a basse (BF) et a

haute (HF) fréquence.
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BF HF

Dans les deux cas, us = ue donc c’est un filtre passe-bas et
passe-haut.

b) On peut appliquer la loi du diviseur de tension aprés avoir
exprimé I'impédance équivalente de I’association parallele
L-C.

. 1
ZL-C~ 7, 1
]L()) + ]C_(J)
R R(1 - LCw?)

doncH = = I
R+Z; ¢ RO-LCw?)+jLw

¢) Avec les notations proposées

2
LCQ)ZZLC(D(Z)-—ZZXZ
W
0
Lo Loy o
a0 Lo oo
R R oo
On en déduit
1-1Cw? 1-x2
H=

1-1Cw? +jL0  1-x2+jQx

Les équivalents a basse (x — 0) et haute (x — +oo) fré-
quence sont

Hpp=1=1
{ —BF 1, 2 donc GBF :GhF =0

Pourx=1

1
H(1) = — donc g(1) = —20lo
H Q g gQ

d) On en déduit le diagramme de Bode

T G (dB)

0,1 1 10

V=

—20log Q

Signal périodique Chapitre 3

C’est donc un filtre réjecteur de bande. Il est utilisé
pour couper sélectivement un signal parasite de fréquence
fo= g—g dans un signal complet.

a) A basse fréquence, les condensateurs se comportent
comme des interrupteurs ouverts et on peut supprimer
les branches associées. A haute fréquence, les condensa-
teurs se comportent comme des court-circuits et on les
remplace normalement par des fils sans résistance. Mais
on obtiendrait alors un circuit qui imposerait u, = 0, ce
qui est exclu. On considere donc que les branches com-
portant les condensateurs ont des impédances qui tendent
vers 0, le courant passe donc treés majoritairement dans ces
branches au détriment des résistances, et on supprime les
branches résistives.

basse fréquence

haute fréquence

Les fonctions de transfert sont alors exprimées en utilisant,
par exemple, la loi du diviseur de tension :

__Ro
Hpr=g; +T
iCow C
Hpp = — 120 b1
==BF 1 1
Tt e

On identifie alors les gains

- Ro Ry _q9-1_
{ ~20 =20log g, Soit{ mam =107 =01

— Ci G _q192-=
—40 = ZOIOg m C+C 10 = 0,01

Ro =0,1R; +0,1Rp
donc{ Cy =0,01Cy +0,01C,
_R_
donc{ Ry =3 =10kQ
Cy =99C; =990 nF

b) Par application de la loi des nceuds en termes de potentiel,
ona
Rilge+jC1mge+ ng 0+ jCow-0

ﬂs_ 1 . 1 .
ry HiCio+ g5 +jCw

donc H = % Ro(1+jR1Ciw)

u, Ry +Ry+jR1R2(C;+Colw
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c) Abassefréquence, H est équivalente au rapport des termes
de plus bas degré, et a haute fréquence au rapport des
termes de plus haut degré, soit :

_ _Ro
Hpr = ri3my
Hyp = oo
=—=HF — C1+Cy

On retrouve donc le méme systéme qu’a la premiére ques-
tion, on en déduit de méme Ry et Co.

d) On calcule
Req =9,0kQ d w;=1111rad-s!
Ceq = 1000 nF Q=111,1rad-s™}
x1 =10,0
X=1,00

e) Lexpression donnée ci-dessus se factorise en

H= Ro 1+jR1Ciw
== ’ . RiR
Ri+Ro 1+ gk (C1+Ca)o
R 1+j2
soitH = zZ_ . (ﬁ}
— Ri+Re 1+jgy
R
doncHO:ﬁ.

f) On peut donc distinguer trois domaines et donner I'équi-
valent de la fonction de transfert

o 1-00,Qf [Q, 1] loy, +ool
x ] =001 [1,10] 110, +ool
HoQ HoQ
H || Hy=0,1 m@:% = =0,01
G(dB) || -20 | -20-20logw -40

Utilisons les trois méthodes possibles.
a) Ecriture des lois de I'électrocinétique. La loi des nceuds
s’écrit di die di
. . . I, Ic IR
ip=ic+igdonc — = —+ —
LoiemiR dr  dr  dt
Les deux lois des mailles s’écrivent
iy _g_
donc { Ifdf u_E ue

C
lR—T

En remplacant dans la loi des nceuds, il vient :

E-uc dzuc+1duc
L de Rdt

- 1 1 1

soit lic+ —=uc + —uc = —E

RC LC LC
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b) Diviseur de tension en grandeurs complexes. uc est la ten-
sion aux bornes de l'association parallele de C et R, dont
I'impédance est

1
7 _ R'qu) _ R
ZR/IC ™ T~ ;
R+—ij 1+ jRCw
On en déduit
= 1
1+jRCw
E:L T .E:l ~L_u)_LC2'—
17jRCw TJ/HO TR w
Lo
soit 1+jF—LCm2 uc=E

L
soit ug + ¢ (jo)uc +1C(jw) (jw)uc =E

En utilisant I'équivalence complexe-temporelle, on en dé-
duit I'équation différentielle

L
uc+ﬁl'tc+LCilC =E

1 1 1
soit iic+ —=uc+ —uc =—=E
CTRCcCTICTCTIC
¢) Loides nceuds en termes de potentiel. En considérant que

le fil horizontal inférieur est a la masse, on peut écrire

1 : 1
]_E+]( w-0+=-0 1
=C 1 : 1 2 - Lo =
o +jCw+ g 1-ICw* +j 3

On obtient donc la méme expression complexe qu’avec le
diviseur de tension et on conclut comme au paragraphe
précédent.

On observera des oscillations si on est en régime pseudo-
périodique donc si le discriminant de I'équation caractéris-
tique est négatif :

, 1 1 1 4
z°+—z+-—=0doncA= ———-— <0
RC™ IC R2C2 IC

. 1 /L
SOitR> —1/ =
2\ C

C’est donc quand R est grand qu’on observe des oscillations,

contrairement a ce qui se passe dans le circuit RLC série.
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a)

b

=

)

On peut par exemple utiliser la loi du diviseur de courant
apres avoir calculé I'intensité du courant dans la branche
principale. Limpédance du circuit est

1 JLw 2
Z:]Lw+R =

=
+jC_(x) 1+]RC(,0

Lintensité dans la branche principale vautI = % donc

i x o1 1%jRCw
T g+jCo T 1+jRCw plyi L0 _jcy2
. 1 e
SOt i = ————- =
1+] -1Cw2 R
On en déduit

Ri+ jLwi - RLCw ng

s0it Ri +L(jw)i + RLC(jw) (jw)i =

En utilisant I’équivalence complexe-temporelle, on en dé-
duit I'équation différentielle
d%i

di
Ri +Ld_ +R[)Cﬁ = e(t)

. d’ 1di 1., 1 E
SOit — + —=—+ —i=— =
di2 RCdr LC IC R
Lapplication numérique donne
dzi di
— +2000—

6 - 6
+2:10°i =210
ar? dr

La solution de I'équation homogene est calculée en résol-
vant 'équation caractéristique

22 +2000z+2-10% =0, A = —4-10% = (2000 /)

donc z = —-1000+ 1000

donc iy (1) = e 19997 (A cos(10007) + Bsin (10001)]

Une solution particuliere immédiate est la constante ip = 1
donc

i(1) =1+ e 10007 A c0s(10007) + Bsin (10007)]
% = ¢~10007 [ _1000A + 1000B) cos (1000¢)
+(~1000B — 1000A) sin (10007)]

Les conditions initiales sont obtenues en utilisant les conti-
nuités de uc etdei;.At=0", uc =0 donc

ur(0") = uc(0%) =0s0it Ri(0") =0 donc i(0") =0

Signal périodique Chapitre 3

En utilisant la loi des nceuds, on en déduit que
D e . duc
ic(07)=1i,(07)—1i(0 ):0—020301tC7(0 )=0

duc

d
donc % 0" =2 o =0 donc a (0)

On en déduit les constantes d’'intégration :

A=-1

B=1

1+A=0
—1000A +1000B =0

donc {

eti() =1-e 19007 [c05(10007) +sin (10007)]

En fléchant le condensateur central en convention
générateur et les deux autres en convention récepteur, la
loi des nceuds et les deux lois des mailles s’écrivent :

i—i1+i2 _cdu _cdur , cduy
d
gtl +u; donc u=1Ciiy +u;
12+u2 u=1Ciip + up

La premiére équation s’écrit

du+du1+du2 0 'td(+ )

— 4+ —+ —==0s0it — (u+uy +up) =

i dr = dr dt rrre

donc u+ uj + up = cste et les conditions initiales donnent,
1+uz
par continuité des tensions aux bornes des condensateurs

u+uy+up=Esoitu=E—-u; —up

On en déduit le systéme d’équations différentielles cou-
plées

s 2 2 2

ii] + 205U + 0 up = wsE 1
1T eCo T g2 = B avecw%:—
lip + wy Uy +2w0 up = wOE LC

La résolution de ce systeme est possible en sommant et
en soustrayant ces deux équations et en introduisant les
inconnues auxiliaires S = uy + up et D = uy — up :

§+303S = 203E
D +ng 0

S = 2E + Acos (w9 V/3t) + Bsin (0o v3?)

d
one { D =A’cos(wgt) +B'sin (wg 1)

A t = 0, les intensités dans les bobines sont nulles par
continuité, celles dans les condensateurs le sont aussi et

donc dd L) = lttz (0) = 0. De plus, u1 (0) = E et up(0) =
On en déduit
$(0)=D(0) = EA=E
. - B donc ,
S(0)=D(0)=0 B'=0
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On en déduit

{ S=2+ L cos(wgV31)
cos (wot)

Sur le premier oscillogramme, le signal d’entrée a pour pé-
riode T; = 40 ps donc pour fréquence fondamentale f; =
25 kHz. Le signal de sortie est triangulaire, le filtre élimine
donc la composante continue et se comporte, pour les autres
harmoniques, comme un intégrateur. La pente du diagramme
de Bode vaut donc —20 dB/décade pour des fréquences su-
périeures a 25 kHz. On peut donc envisager un flitre passe-
bande de fréquence de résonance fy inférieure ou égale a
{—6 = 2,5 kHz. Sur le second oscillogramme, le signal d’entrée
a pour période T’1 =400 ps donc pour fréquence fondamen-
tale fl’ = 2,5 kHz. Le signal de sortie est sinusoidal, le filtre éli-
mine donc la composante continue et sélectionne ’harmo-
nique fondamentale de fréquence fl’ . Ceci confirme 'hypo-
these d’un filtre passe-bande centré sur fy = fi = 2,5 kHz.

En utilisant le diagramme de Bode asymptotique, la compo-
sante de fréquence fj (donc de pulsation réduite x = 1) a pour
gain —20 dB et celle de fréquence 10fyp (x = 10) a pour gain
—40 dB. Les amplitudes du signal de sortie sont donc

0,1x4=0,4Vet0,01x2=0,02V

Le signal de sortie est donc presque sinusoidal. Voici les
graphes obtenus pour les fonctions

{ Ue (1)

=4sin(2nfyt) +2sin (20 fy )

us(t) =0,4cos(2m fyt) +0,02cos (20w fy 1)

t (ms)
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Remarquons que 'énoncé ne donne pas les phases, on peut
donc choisir des fonctions cosinus au lieu des fonctions sinus.

a) Par identité des potentiels des deux entrées de I'ALI,
Vg- = Vg+ = ue. Lapplication de la loi des nceuds en
termes de potentiel au nceud E~ est possiblecari™ =0 :

1.
R

Ugs R
Vi- = !

SOit Ue = Ug
R1 + R2

w|~ .EFIH

0+
14
Ry

b) On en déduit la fonction de transfert du quadripole

Ce rapport est positif et supérieur a 1, c’est pourquoi on
parle de montage amplificateur non inverseur.

¢) Cette fonction d’amplification se fait a intensité entrante
nulle donc I'impédance d’entrée est infinie.

Dans la premiere partie du montage, u, = VEf = Vg; = Va.
Dans la seconde partie, VE; = VE2+ = 0. Lapplication de la loi

des nceuds en termes de potentiel au neeud E; est possible
cari, =0:

1 1
R_1VA+ Ry Us Roue +Ryus
VEZ_: 1 1 SOltOZW
’tR 2 TR
u R
doncH= — =—-2
T Ue R1

C’est donc un montage amplificateur inverseur d'impédance
d’entrée infinie.

a) E7 est relié a la masse et on est en régime linéaire donc

Vg- = Vg+ = 0. Par application de la loi des nceuds en
termes de potentiel :
1 1 1
UL+ U+ T Us
0= R R R donc ug = —(uy + up)
11,1
RTRTR

C’est donc un sommateur inverseur.
b

=

En utilisant la formule de trigonométrie cosp + cosq =

2cos p—q cos 224

us =2Uq cos(ef) cos(wi)

Comme € < w, us(t) est assimilable a une fonction trigono-
métrique de pulsation w et dont 'amplitude 2Ug| cos(e?)|
varie lentement au cours du temps en formant une enve-
loppe cosinusoidale. C’est un cas de battement.
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a) Pour chaque AL on est en régime linéaire et E* est re-
lié a la masse donc VEI = VEZ— = VEs_ = 0. On écrit la loi
des nceuds en termes de potentiel a chacun de ces trois
points :

0= —
r++iCo+ g
donce=—(1+jRCw)V, —Vp
1 1
R VA+gw-s
0=2R _lA IR = doncs=-V,
=4 = -
RTR
Co-Vp+i-s 1
_] =B 1R = doncVp = —~
jCw+ g JRCw

En substituant V, et Vp dans la premiére relation, on ob-
tient

e=—(1+jRCw)(-s)+ s

JRCw ™
N jRC
doncH=== - S0
e 1+jRCw-R2C2w?
b) Onpeutécrire H(x) = H]]ﬁ On cherche les équivalents

de cette fonction de transfert a basse fréquence (rapport
des termes de plus bas degré), a haute fréquence (rapport
des termes de plus haut degré), et sa valeur exacte en x = 1.
— BF :six— 0, H(x) = jx donc |[H(x)| = x et Ggg = 20log x.
- HF :si x — +oo, H(x) = —% donc |H(x)| = % et
Ggp = —20log x.
- Six=1,H()=1doncGgg =0.
C’est donc un filtre passe-bande dont le diagramme de
Bode en gain a I'allure suivante :

0,01 1 0 (VS

Z2al BN

p 4

Signal périodique Chapitre 3

a) On écrit la loi des nceuds en termes de potentiel en A, en
E” oW Vg- =Vg+ =0, etenB :
Loy, +j2C0w-0+1-0 1
v, = RHe™J RV _
AT - . U,
2+2jRCw

& +iCo+ g
1 .
= V,+jCw-V
0= M doncV, = - jRCoVy
g tJiCow
jCw-0+2-0+jCo-u;  jRCw
B T 21 2/RCo

jCw+ 2+ jCo
En substituant V, et V dans la deuxiéme relation, on en
déduit

1 . JRCw
e p—— ge:—]RCuri, U
2+2jRCw 2+2jRCw
u 1
doncH===———
- u, R2C2w?2

b

=

En grandeurs temporelles, on peut transposer la relation :

d?us(t
Cz—tsz( ) = Ue(1)

~R2C?(jw)(jo)u, = u, — R

On en déduit réciproquement que us est proportionnel a
la primitive de la primitive de u,., le montage est donc un
double intégrateur.

¢) Un signal rectangulaire a pour primitive un signal affine,
dont la primitive est un signal parabolique par morceaux.
us étant égale a la somme des tensions aux bornes des
deux condensateurs de capacité C, elle est nécessairement
continue.

a) Appliquons la loi des noeuds en termes de potentiel aux
deux entrées et identifions les potentiels en régime li-
néaire :

ﬁ'ﬂe"'ﬁ'ﬂs _ %'ge+ij~0
Lk Lijcoe
soit Ze s _ _L,te donc H = =s = Lo JRC0 —]:RCw
2 1+ jRCw - u, 1+jRCw
b) Pour tout w,
H| = M donc Ggg =0

T V1+R2C202

Le gain est uniformément nul, I'amplitude de la tension
d’entrée est toujours égale a celle de la tension de sortie :
c’est un passe-tout.

91



Chapitre 3 Signal périodique

c)

d)

92

Pour I'étude de la phase, étudions les trois cas limites :
e abasse fréquence, H=1donc @ =0;
* pourw =g, H= 3 done o =—§ - (§) =% ;

o ahaute fréquence, H= -1 donc ¢ = —m.

C’est donc un suiveur a basse fréquence et un inverseur a
haute fréquence.

Pour se prémunir des dangers des ultrasons, on peut su-
perposer a un signal sonore naturel un signal sonore ar-
tificiel obtenu en recueillant le son avec un microphone,

en traitant le signal électrique par ce quadripoéle et en en-
voyant la sortie vers un haut-parleur. Ainsi :

» abasse fréquence, le son résultant correspondant au si-
gnal électrique u, + Hppu, ~2u, ;

¢ ahaute fréquence, le son résultant correspondant au si-
gnal électrique u, + Hppu, =0.

On a ainsi détruit les ultra-sons de fréquences supérieures

ala fréquence de coupure ﬁ sans altérer les sons de fré-

quence inférieure.
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CHAPITRE

Traitement du signal numeérique

Thémes abordés dans les exercices

o Echantillonnage.

¢ Condition de Nyquist-Shannon.

© Analyse spectrale.

o Convertisseur analogique/numérique.
o Filtrage numérique.

o Convertisseur numérique/analogique.

‘Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

Interpréter les relevés stroboscopiques.

Effectuer un échantillonnage d'un signal.

Construire le spectre d'un signal échantillonné.

Utiliser la condition de Nyquist-Shannon pour choisir les parameétres d’échantillonnage.
Effectuer un filtrage passe-bas anti-repliement.

Mettre en ceuvre un convertisseur analogique/numeérique.

Mettre en ceuvre un convertisseur numérique/analogique.

S 000000
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Chapitre4 Traitement du signal numérique

Les méthodes a retenir

Interpréter les relevés stroboscopiques.

94

La donnée de référence des relevés stroboscopiques est la fréquence
fe des éclairs : il y a donc un éclair toutes les T, = 1 seconde. Entre
deux éclairs le dispositif observé évolue mais l'observateur n'a pas ac-
ceés a cette phase de mouvement, ce qui explique l'illusion d’optique.
La méthode d’analyse nécessite simplement de dessiner le dispositif

aux dates consécutives t =0, t =T,, t =2T,, ..., t = pT,.

Si deux figures consécutives sont trés proches I'une de l'autre, on

observe un mouvement apparent ralenti.

Si la suite fait apparaitre un petit nombre de figures (de 2 a 5 ou
6) nettement distinctes mais périodiques, la persistence rétinienne
donne I'impression que les figures se superposent et on observe
une figure plus complexe que le dispositif réel, en immobilité ap-

parente.

Exemple :

On éclaire un disque blanc dont un rayon est marqué par
un trait noir avec un stroboscope. On note f la fréquence
de rotation du disque (le disque fait f tours par seconde)
et f, la fréquence des éclairs. Entre deux éclairs consécu-
tifs, le disque tourne donc de fi tours. ¢ Si f = f,, le disque
tourne exactement de 1 tour entre deux éclairs consécutifs.
Chaque figure montrera donc le disque avec le rayon dans
la méme position et il y a immobilité apparente. o Plus gé-
néralement, si f = p- f, ol p est un entier naturel non nul,
le disque tourne exactement de p tours entre deux éclairs
consécutifs. Chaque figure montrera doncle disque avecle
rayon dans la méme position et il y a immobilité apparente.
« Si f est légérement supérieur a f,, posons f = f.(1+¢€)
avec € < 1. Le disque tourne d’un tout petit peu plus que
1 tour entre deux éclairs consécutifs. Lobservateur a donc
I'impression que le disque a tourné de seulement € tour :
il ya mouvement apparent ralenti dans le sens réel de rota-
tion. « Si f estlégerement inférieur a f,, posons f = f,(1—¢)
avec € <« 1. Le disque tourne d'un tout petit peu moins que
1 tour entre deux éclairs consécutifs. Lobservateur a donc
I'impression que le disque a reculé de € tour : il y a mouve-
ment apparent ralenti dans le sens rétrograde.
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e Sif= %, le disque tourne de un p-iéme de tour entre

deux éclairs. Si T = 1 est inférieur au temps de persistance
rétinienne, I'observateur verra alors la superposition des p
positions successives du disque ol le rayon est décalé de
un p-ieme de tour a chaque fois : il verra donc un disque
avec p rayons réguliérement espacés.

< Exercice4.1.

Effectuer un échantillonnage d'un
signal.

Echantillonner un signal s(1), c’est d’abord choisir

o une durée At d’acquisition ;

o une fréquence d’échantillonnage f ;

e une précision définie par le nombre k de bits de codage binaire du
résultat de la mesure.

Les dates d’acquisition sont ¢, = p-T, avec T, = i et p entier variant

de0Oa %. Ala date f,,, on mesure la valeur du signal s, = s(#,) codée

sur k bits.

Exemple :

Une tension sinusoidale de fréquence f = 50 Hz est
échantillonnée pendant une minute avec une fréquence
d’échantillonnage f, = 750 Hz. Chaque mesure est codée
sur 8 bits, le premier bit donnant le signe de la mesure (0
pour moins, 1 pour plus) et les sept bits suivants donnant
la valeur absolue de la tension exprimée en millivolts en
base deux, entre 0 000 000 et 1 111 111. e La durée d’échan-
tillonnage est At = 60 s. « Il y a 60 x 750 = 45 000 me-
sures, et le résultat de 'échantillonnage est un fichier de
8 x 45 000 = 360 000 bits ou 45 kilooctets. ¢ Chaque mesure
permet d’enregistrer la valeur de la tension susceptible de
varier entre 0 mV et 26 +2° +24 +23 422421 420 =27 -1 =
127 mV en valeur absolue, donc entre —127 et +127 mV. e
Dans chaque période de la tension sinusoidale, on effectue
% =15 mesures.

< Exercice 4.2.
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Chapitre4 Traitement du signal numérique

Construire le spectre d’'un signal Le spectre d'un signal échantillonné est plus riche que celui du si-

échantillonné. gnal réel. Soit f, la fréquence d’échantillonnage et fi, ..., fx, ...les
fréquences du spectre du signal réel. Il faut retenir les deux termes
suivants :

o repliement du spectre : aux fréquences fi se superposent les fré-
quences parasites f| = f. — fi dans le spectre du signal échan-
tillonné ;

o translation périodique : aux fréquences fi et f; se superposent
les fréquences fi + pfe, f, + pfe, p entier dans le spectre du signal
échantillonné.

A amplitude
repliement

N

PN

fréquences

fe2 [, 2f, 3fe
—————— ——— e — — — — —
translation

Exemple :

Voici I'allure du chronogramme d’un signal électrique.

i [
fii i
M Il
A il
il i
AL it i
I ‘H“u I
I i
il

N

0fi o1 o2 03 o
. 2T o
L‘N ‘\\H;K ﬁ‘\

NI

Les tensions sont exprimées en volt, les temps en milli-
seconde. Le signal est bifréquenciel, c’est-a-dire que son
spectre est réduit a deux pics. On numérise le signal avec
une fréquence d’échantillonnage f, = 250 kHz.
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On distingue bien les deux signaux superposés : une sinu-
soide nerveuse effectue 50 oscillations de 1,0 V d’ampli-
tude en 0,50 ms autour d'une sinusoide principale effec-
tuant 2 oscillations de 3,0 V d’amplitude en 0,50 ms. Le
spectre du signal comporte donc deux pics a f; = 4,0 kHz
et a f, = 100 kHz. Le signal numérisé possede un spectre
enrichi des pics aux fréquences repliées f, — fi = 246 kHz
et fo — f> = 150 kHz puis translatées.

amplitude (V) signal
3
2
! | f (kHz)
0o 10 s 100
amplitude (V) signal numérisé
3

< Exercice 4.3.

Utiliser la condition de
Nyquist-Shannon pour choisir les
parametres d’échantillonnage.

Soit f, la fréquence maximale significative du signal réel et f, la
fréquence d’échantillonnage. Il faut éviter que les fréquences para-
sites f du spectre du signal échantillonné s'immiscent parmi les
fréquences fi du spectre du signal réel, donc que la plus petite fré-
quence parasite f, = f, — f, reste supérieure a la plus grande fré-
quence f, du signal réelle. On en déduit la condition de Nyquist-
Shannon : f, > 2f,. Cette condition limite la durée maximale
d’échantillonnage a taille mémoire donnée.

Exemple :

Le disque compact, lancé en 1982, a une capacité d'une
heure d’enregistrement musical numérisé en stéréopho-
nie, chaque échantillon étant codé sur 16 bits. La fré-
quence maximale audible est de 1'ordre de 20 kilohertz
et conformément au critere de Nyquist-Shannon, la fré-
quence d’échantillonnage a été choisie a f, = 44,1 kHz >
2 fmax- La taille mémoire est donc de I'ordre de

N =2x (44,1-10% x 16) x 3 600 = 5,08 Gbit = 635 Mo

< Exercices 4.4, 4.5, 4.6.

97



Chapitre4 Traitement du signal numérique

Effectuer un filtrage passe-bas

anti-repliement.

98

Deux raisons distinctes conduisent a filtrer le signal.

Avant 'échantillonnage, il faut priver le signal réel des compo-
santes spectrales de fréquence supérieure a % pour que la condi-
tion de Nyquist-Shannon soit vérifiée. On place donc un filtre ana-
logique passe-bas de fréquence de coupure inférieure a % avant
I'échantillonneur.

Apres I'échantillonnage, lors de la restitution du signal les fré-
quences pertinentes sont celles inférieures a % On effectue donc
un filtrage numérique passe-bas avant le systeme de restitution

du signal.

Exemple :

Un signal périodique de période T = 25 ms comporte
quatre harmoniques impaires de fréquences f; (fréquence
fondamentale), 3f1, 5f; et 9f;. Lamplitude de la compo-
sante harmonique 7 f; vaut A—nl. Il est numérisé avec une fré-
quence d’échantillonnage f, = 500 Hz. La fréquence fonda-
mentale est f] = % =40 Hz et le spectre du signal (spectre
(1)) comporte donc quatre pics a 40 Hz, 120 Hz, 200 Hz
et fmax = 360 Hz. Le critére de Nyquist-Shannon n’est pas
vérifié car f, = 500 Hz < 2 fiux = 720 Hz. Le repliement
du spectre fait apparaitre (spectre (2)) un signal parasite
a fo—9f1 = 140 Hz. En filtrant le signal avec un passe-bas
de fréquence de coupure f. =250 Hz, on élimine I'harmo-
nique 360 Hz (spectre (3)), puis en filtrant le signal numé-
risé avec le méme filtre (spectre (4)), on retrouve le spectre
du signal initial, a 'exception de la neuviéme harmonique.

(M 3)

| L 1

'
100 200 300 400 500 100 200 300 400 500

@ “

parasite

Wy ol | e 1

+ 4 + +
100 200 300 400 500 100 200 300 400 500

< Exercice 4.7
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Mettre en ceuvre un convertisseur
analogique/numérique.

La locution « mettre en ceuvre » choisie par le programme signifie
qu'aucune connaisance a priori n'est exigée, et l'écriture en caracteres
gras signifie qu'il s'agit d'une compétence expérimentale. Cependant,
I'étude simplifiée du principe de ce convertisseur peut étre proposée a
I'écrit du concours, comme un exercice d'électricité appliquée.

Un convertisseur analogique/numérique (CAN en abrégé) trans-
forme un signal physique réel (en général électrique) s(¢) en un signal
numérique de fréquence d’échantillonnage f, :

_ 1
S,=SnT,) avec T, = ?

e

S,, est un nombre entier écrit en base 2 codé sur p bits, proportionnel
a la valeur du signal. Les CAN utilisent majoritairement deux procé-
dés de conversion du signal électrique.

a) Onréalise une échelle de tensions de référence u, ... uy. On com-
pare la tension s(t = nT,) a chacune de ces tensions. On construit
un N-uplet de comparaison en notant ¢ = 1 si s(f) = ug et ¢y =0
si s(t) < uy

(Cl = 1) 62:1) yeour Ck, :1) Ck,+1 :0) ) CN:())

et on convertit I'entier k, en base 2, le résultat est S,,. Ce type de
convertisseur est appelé « flash ».

b) On crée une rampe de tension u(?) croissant de facon linéaire avec
le temps a partir de la date t = nT, de début de mesure. La du-
rée caractéristique de montée de u(r) doit étre tres inférieure a la
durée caractéristique de variation de s(f). On peut donc suppo-
ser que pendant 'acquisition, s(¢) = s(nT,). On lance a cette date
un compteur. On compare u(f) a s(nT,) et on stoppe le compteur
lorsque u(t) dépasse cette valeur. Le nombre affiché par le comp-
teur, écrit en base 2, est S,,.

Exemple :

Dans le montage suivant, une tension analogique u, est
appliquée en entrée. Le potentiel de référence est Vi =
+8V. La tension d’entrée u, est comprise entre 0 et 8 volts.
Les comparateurs (ce sont des ALI en régime saturé) ont
les lois suivantes :

e les courants entrants sontnuls : i* =i =0;

e si Vg = Vg_ alors u; = +5V, correspondantaun 1 ;

e si Vg, < Vg_ alors ug = -5V, correspondant a un 0.
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Vref L Wa
R
e —
., A E+ S ug
R
- E- u
R Et
g .
s5
R E+
e [
T E+ S Uy
R
g i
E+ S Ug
R
o =
— E+ S Uy
R
e [
T E+ S Uy
R

Par application de la loi du diviseur de tension, on peut
écrire
_ kR I
Vke{l,...,8}, VE; =@ -8 = k volts

On en déduit le tableau de réponse

Ug Us | Us, | Us, | U, | Us, | U, | Us, S
0—1V 0 0 0 0 0 0 0 000
1-2V 1 0 0 0 0 0 0 001
2—3V 1 1 0 0 0 0 0 010
3—4V | 1 1 1 0| 0] 0 0|oO0N
4—-5V | 1 1 1 170 0] 0 ||100
5—-6V 1 1 1 1 1 0 0 101
6—7V 1 1 1 1 1 1 0 110
7—8V 1 1 1 1 1 1 1 111

< Exercice 4.8.
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Traitement du signal numérique Chapitre 4

Mettre en ceuvre un convertisseur
numérique/analogique.

Comme au paragraphe précédent, ce convertisseur peut étre proposée
a l'écrit du concours, comme un exercice d’électricité appliquée.

Un convertisseur numérique/analogique (CNA en abrégé) trans-
forme un signal binaire S (suite de bits valant 0 ou 1) en un signal
électrique réel. Ce type de convertisseur utilise majoritairement des
interrupteurs commandés par I'état de chaque bit, 0 commandant la
fermeture, 1 I'ouverture, ou l'inverse. Un jeu de générateurs et de de
résistors permet alors d’obtenir en sortie une tension (ou une inten-
sité) u; (i) proportionnelle 2 S.

Exemple :

Dans le montage suivant, le signal d’entrée est un nombre
exprimé en base deux avec 3 bits sous la forme ﬁ, ol
(g, d,u) € {0,1}3, u (bit 0) est le chiffre des unités, d (bit 1)
le chiffre des deuxaines et g (bit 2) le chiffre des quatraines.
En base 10, ce nombre vaut donc 4g + 2d + u. Les interrup-
teurs sont commandés par les gachettes : sile bit appliqué
vaut 0, 'interrupteur est ouvert, s’il vaut 1, il est fermé. CCT
est un convertisseur courant-tension qui se comporte en
sortie comme un générateur idéal de tension proportion-
nelle a I'intensité i en entrée : us; = ki.

bit 2 bit 1 bit 0

CCT

A HD| [

Si un interrupteur commandé est ouvert, l'intensité de sa
branche est nulle. S’il est fermé, elle vaut le rapport entre
E et la résistance de la branche. La loi des nceuds donne
donc

j E+dE+ £ E(4 +2d+ u)
i=q— — 4 Uu—=— u
qr 2r r Aar q

kE ——
donc us=—-qdu
4r

Ce montage opere donc bien une conversion numeéri-
que/analogique sur 3 bits.

< Exercice 4.9.
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Enonceés des exercices

I I Mouvement apparent

Un robinet mal fermé laisse couler trois gouttes par seconde. Il est situé a 5,00 m du

sol et on donne g =9,81 m-s~2.

a) Combien de gouttes sont en vol a un instant donné ?

b) Que voit-on si on éclaire le dispositif avec un stroboscope dont la fréquence des
éclairs est fp =3,00 Hz ?

¢) Que voit-on si on éclaire le dispositif avec un stroboscope dont la fréquence des
éclairs est f, = 2,90 Hz ? Combien de gouttes semblent sortir du robinet par se-
conde dans ce cas ?

d) Que voit-on si on éclaire le dispositif avec un stroboscope dont la fréquence des
éclairs est f, = 3,10 Hz ? Quelle est la vitesse apparente d'une goutte qui semble
quitter le sol ?

L L Echantillonneur

Le montage échantillonneur-bloqueur utilise un interrupteur commandé K qui est
fermé lorsque la tension ug exercée sur la gachette vaut E et ouvert lorsqu’elle est
nulle. La tension qu’on veut échantillonner est appliquée 4 I'entrée de K. A sa sor-
tie, on place un condensateur et un montage suiveur délivrant une tension de sortie
us = ug+ avec i = 0. On considere dans cet exercice une tension analogique sinu-
soidale de fréquence 100 Hz et une gachette alimentée par une tension rectangulaire
de période T et de rapport cyclique a, c’est-a-dire que

E pour ¢ € [nT, nT +aT]

U0 =1 o pour t €]nT +aT, (n + DT
u
G
E
t
0ol T -
gachette
E-
signal analogique E+ § signal
/\/\/ K _1cC échantillonné
77

Dresser I'allure du graphe de la tension échantillonnée dans les cas suivants :
a) T=10mseta=0,1.

b) T=50mseta=0,5.

¢ T=1,0mseta=0,1.
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Echantillonnage et stroboscopie
Un signal sinusoidal u(¢) de fréquence f est échantillonné avec une fréquence

d’échantillonnage f, = 1—’; avec € < 1. On note uy, = u(ty) la valeur de u mesurée
ala date t;; du n-ieme échantillon. Le signal échantillonné est une fonction en esca-
liers égale a uy, pour ¢ € [ty, t;+1[. Le signal lissé est la fonction continue obtenue en
reliant les points d’échantillonnage par des segments de droite. Montrer graphique-
ment et par le calcul que le signal échantillonné lissé peut étre assimilé a un signal
sinusoidal dont on donnera la fréquence apparente f,;. Celle-ci apparait-elle dans le

spectre du signal échantillonné ?

Multiplexage

Le multiplexage a été développé pour limiter la mise en place de cables trop nom-
breux, en faisant circuler sur une méme ligne N communications téléphoniques
simultanées. La qualité cherchée dans le signal vocal est sommaire et se limite a
la bande spectrale [300 Hz,3 400 Hz|. Le signal multiplexé est une suite cyclique
d’échantillons de chacun des signaux sonores, chaque échantillon étant codé sur un
octet :
- le signal sonore de la premiére conversation est échantillonné et codé ;
— puis celui de la deuxiéme conversation est échantillonné et codé ;
— puis celui de la troisieme, et ainsi de suite jusqu’a la N-ieme ;
- les deux octets suivants sont réservés a la gestion du réseau téléphonique ;
— cette suite de N + 2 octets forme une trame ;
— on revient alors au premier signal sonore, qu'on échantillonne et qu’on code, et

ainsi de suite.

Le débit maximal d'une ligne donnée est 256 kilooctets par seconde. Calculer la va-
leur maximale de N sachant que N +2 est une puissance de 2. Calculer dans ce cas la
fréquence d’échantillonnage.

Détection d’un signal faible (d’aprées Mines Ponts MP (1) 2016)

Un signal S est bruité, c’est-a-dire qu’il se superpose a un bruit B. Un détecteur enre-
gistre le spectre d'un signal en le décomposant sur N canaux. Le canal k (k € {1,...,N})
correspond a une fine bande spectrale [f, i, 1] et 'amplitude est x;, somme de
l'amplitude du signal réel s et de celle du signal de bruit by dans la bande spec-
trale en question : xj. = sy + by.. Le bruit by prend une valeur aléatoire gaussienne de
moyenne b et d’écart-type o, tous deux indépendants de k. La particularité du signal
de bruit est que pour n acquisitions indépendantes dont les résultats sont ajoutés
canal par canal, la valeur moyenne du signal sommé est nb et son écart-type a/n.
Voici, pour deux valeurs distinctes de n, I'allure du spectre du signal de bruit en fonc-
tion de k pour N = 111 canaux, avec b = 10 et o = 5. Pour une meilleure lecture, les
111 points représentatifs sont reliés entre eux. Pour n =1 :

30

20

(N
UVVV \IV\/\( Vw V UVVV W\/ \]V
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Et pour n =100 :

(:n’\ h HAA | AAA AA M./\.n ﬂ/\f\ AUA !
ALK IR A

900 HRE f R T T

20 40 60 80 100

a) Représenter I'allure du spectre du signal bruit aprés N = 2 500 acquisitions en
indiquant clairement les graduations dans la partie utile du signal.

b) Le signal utile S est un signal faible, dont le spectre, a chaque acquisition, com-
porte deux pics d’amplitude 1 pour les canaux k = 34 et k = 67. Le signal utile
est-il détectable par une seule acquisition ? Le signal utile est-il détectable apres
N =2 500 acquisitions ?

L Numérisation d’un signal de marche (Mines-Ponts MP (I) 2016)

Laction de la marche d'un piéton sur une passerelle est traduite par une force verti-

cale périodique, appelée charge. Voici l'allure des variations de cette charge en fonc-
tion du temps.

charge (unité arbitraire)

R 1
0 02 04 06 08 10 12 14 1.6

On fait 'acquisition de ce signal en effectuant N = 300 mesures a intervalles de temps
réguliers dans l'intervalle [#yin; fmax]. On fait ensuite la décomposition de Fourier
du signal numérisé. Voici les spectres obtenus pour différents intervalles de temps :
amplitude [1,0s ; 90,0s]

@

amplitude

[1,0s;27,0s]

f(Hz)
0 04 08 12 16 o 1 2 3 4

J(Hz)

amplitude [1,0s; 10,0s]

f(H2)

T T T

Commenter ces spectres.
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Choix d'un filtre antirepliement

Un signal de vibration d'un batiment possede deux fréquences caractéristiques
fi =12Hzet f> = 18 Hz. Le capteur de vibration transforme la vibration mécanique
en vibration électrique, mais ce signal électrique risque d’étre parasité par le signal
émis par les néons d’éclairage a une fréquence fj = 50 Hz. On choisit la fréquence
d’échantillonnage f, = 70 Hz. Justifier I'intérét d’un filtrage du signal avant échan-
tillonnage et choisir la valeur du produit RC pour le filtre suivant, appelé filtre de
Sallen et Key ('ALI est idéal, de gain infini et fonctionne en régime linéaire).

| | 2C
| L
E_
S
R R E+
u, —C
o

Convertisseur analogique/numérique a compteur d’impulsions

Un convertisseur analogique/numérique doit transformer un signal continu (une
tension ici) dont la mesure est par exemple 7,31 V en un nombre entier, 7 si la préci-
sion est le volt, ou 73 si la précision est le décivolt, etc...Dans le montage suivant :

e H est une horloge fournissant une tension créneaux de période T, valant 0 si

te[nT,nT+T/2[,+15Vsite [nT+T/2,(n+1)T[;

¢ GC est un générateur de courant assurant une intensité constante Ip dans sa

branche ;

e COMP est un comparateur, qui délivre une tension up = +15 V si u; > Uy, et

up =—-15Vsiu; <Up;

e Kc est un interrupteur commandé par la gachette G, il est fermé si le potentiel de
la gachette est négatif, ouvert s'il est positif ;
¢ le compteur, remis a zéro entre deux acquisitions, compte le nombre d’'impulsions,

une impulsion étant un basculement de la tension uz de0 a +15 V.

Ke i=0
compteur
. ¢ ¢
= —
u S —
H i COMP
K | 0 ' 3
K ‘ Ge C u, U,
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A t = 0, interrupteur K passe de la position fermée a la position ouverte et ug est
la tension qu’on veut numériser ; on la suppose constante pendant le processus de
conversion.

a) Etablir I'expression de 1y ().

b) Sur un méme graphique, tracer I'allure des courbes ug(#) et uj (¢) avec les valeurs
numériques uy =7,31V,T=1,0ms, [p =10 mA et C=10 pF.

¢) En déduire I'évolution dans le temps de u3 en supposant que rC <« T. Combien
d’impulsions le compteur a-t-il compté ?

d) En déduire qu’on a ainsi réalisé un convertisseur analogique/numérique dont la
précision est le volt. Comment modifier ce dispositif pour obtenir une précision
du décivolt ?

Convertisseur numérique/analogique 4 bits

Une tension numérique est codée sur N = 4 bits :
_ 0 1 2 3 _
Ue=€0 2" +€1-2" +€p-2°+€3-2" avecVk € {0,1,2,3}, g, =00ul

Dans le montage suivant, I'état du bit k agit sur 'interrupteur k, en position masse si
€, =0, enpositionEsigg =1.

D

w 1
LR | LR | LR | \2RF

STT77 ST777

a) Combien de valeurs différentes peut prendre u, ?
b) Déterminer 'expression de u en fonction de E et des valeurs des €.

¢) En déduire 'utilité de ce montage.
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a)

b)

)

Du mal a démarrer

La durée de chute d’une goutte rapportée a I'intervalle de
temps permet de déterminer le nombre de gouttes visibles. Les
autres questions se résolvent en déterminant a chaque éclair les
altitudes des gouttes.

Apreés avoir établi 'expression de ug dans les phases de
fermeture de K puis pendant les phases d’ouverture, chacun des
quatre cas se traite en tragant u, en fonction du temps et sur le
méme graphique ug(¢).

En écrivant Iexpression de la tension aux dates d’échan-

tillonnage nTe, on isole la fréquence apparente.

L’application du critére de Nyquist Shannon donne un mi-
norant pour fe, le nombre d’octets nécessaires a I’échantillonnage
par trame est obtenu par une simple multiplication.

Il faut tracer 'allure du signal de bruit en zoomant sur I'in-

tervalle donné par I’écart-type. En utilisant ensuite une échelle
compléte, le signal utile, régulier et systématique émerge au des-
sus du bruit qui, lui, est irrégulier et aléatoire.

Les commentaires peuvent concerner la composante conti-

Traitement du signal numérique Chapitre 4

0

nue, la fréquence fondamentale du signal de charge, les harmo-
niques, la fréquence maximale et la fréquence d’échantillonage, le
critére de Nyquist-Shannon, le repliement du spectre.

Le critere de Nyquist-Shannon permet de déterminer la fré-

quence de coupure du filtre passe-bas nécessaire pour éliminer la
fréquence parasite. La détermination de la fonction de transfert
du filtre de Sallen et Key ne pose pas de difficulté particuliére en
traduisant la loi des noeuds en termes de potentiel dans les rela-
tions fondamentales de ALl en régime linéaire.

Le circuit formé du générateur de courant et du condensa-

teur est simple a interpréter : la tension u; croit de fagon linéaire
a partir de la date d’ouverture de K. On forme ainsi une rampe de
tension. En suivant sur un méme graphique ug et uy, on repere la
date de basculement du comparateur, a laquelle on interrompt le
comptage des impulsions de I’horloge.

Le potentiel de la tige de 'interrupteur k est eE. Par appli-

cation de la loi des noeuds en termes de potentiel a chaque nceud
de la ligne horizontale inférieure, on obtient un systéme de 4 équa-
tions reliant leurs potentiels V3 = u, Vo, V1 et Vo, E et les g4. En
éliminant Va, Vy et Vg, on en déduit 'expression cherchée.

Corrigés des exercices

Une goutte sortant du robinet sans vitesse initiale a la date
t = 0 a pour altitude z(¢) avec Z = —g donc Z = —gt et
z(t)=H- %gt2 avec H = 5,00 m. Elle tombe au sol quand

z=0doncaladate = \/% =1,01 s. Juste avant I'impact,
a une date un tout petit peu inférieure a cette date, on voit
donc la goutte émise % de seconde plus tard, celle émise
% de seconde plus tard, et celle émise une seconde plus
tard vient de commencer sa chute. On distingue donc ex-
ceptionnellement 4 gouttes, mais le plus souvent 3 gouttes.

La fréquence des éclairs est égale a la fréquence du phéno-
mene observé, il y a donc immobilité apparente, chaque
goutte observée prend la place de la précédente.

Prenons!l’origine des dates = 0 au moment ot1 une goutte
(1) est émise, et supposons que le premier éclair ait lieu
a cette date. La goutte suivante (2) est émise a la date
T= % = 0,333 s. Le deuxieme éclair intervient a la date

Te = ﬁ = 0,345 s, a laquelle la goutte (1) est a l'altitude
z(Te) = 4,42 m et (2) est a I'altitude z(T, —T) = 4,999 m.
Lobservateur considere donc que la goutte (2) a pris la
place de la (1) et que celle-ci s’est un tout petit peu dépla-
cée d’environ 1 mm. Il y a donc mouvement ralenti vers
le bas. La goutte la plus haute, juste en dessous du robi-

d

=

net est observée aux altitudes apparentes successives z(0),
z(Te=T), z2(Te—=T)), ..., z2(n(T,—T)). Une goutte est émise
toutes les T secondes, donclorsque la précédente se trouve
a laltitude z(T). Dans le mouvement ralenti apparent, on
aura donc I'impression qu'une nouvelle goutte est émise
lorsqu’on observera la goutte la plus haute a cette altitude,
donc lorsque

2(n(Te —T)) = 2(T) soit H— %g(n(Te -T)%=H- %gTz

soit n(Te —T) =T soit n =
Te-T

doncaladate nT, = TZL}T La fréquence apparente d’émis-
. _ 1 _Te-T _ —

sion des gouttes est donc f; = T, = 1§Te =f—-fe=0,10

gouttes par seconde, ou une goutte toutes les 10 secondes.

Prenons ¢ = 0 al'instant o1 la goutte (1) est émise et notons
(2) la goutte suivante. (1) touche le sol a la date #; = %,
a laquelle (2) se trouve a I'altitude z(#; —T) et un éclair se
produit. Léclair suivant a lieu a la date #; + T, et a cette

date, (2) se trouve a I'altitude

2
1 2H
z(tl—T+Te)=H—§g ?—T+Te =0,106 m
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Lobservateur a donc 'impression que (1) a été remplacée
par (2) : il y a mouvement ralenti rétrograde, les gouttes
semblent remonter. La vitesse apparente de la goutte sem-

blant remonter du sol est v, = Zm%{”” =0,328 m-s~ L.

Lorsque K est fermé, la tension du signal d’entrée est direc-
tement appliquée aux bornes du condensateur, donc uc = u
et a la sortie du suiveur, us; = uc = u : le signal de sortie
est exactement égal au signal d’entrée. Lorsque K s’ouvre, le
courant ne peut plus circuler dans le condensateur dans la
branche de gauche car K est ouvert, ni dans la branche de
droite car i* = 0, donc ic = 0 soit C% = 0 donc uc est
constante, égale par continuité ala valeur qu’elle avait atteinte
ala date d’ouverture de K. On en déduit que u; (1) = u(t) pour
te [nT,nT+aT] et us(f) = u(nT+aT) pour f €] nT+aT, (n+1)T|.
Le graphe épouse la forme de u; donc la forme de u pendant
chaque phase ol la gachette est portée au potentiel E, puis
reste constant dans la phase ol la gachette est au potentiel 0.
Voici les graphes correspondants :

. |
VAR,

A(c)

Posons u() = Acos(2nft+¢). Notons T = % la période du

signal et T = ﬁ = 1—;8 la période d’échantillonnage. On a

donc T, = (1—¢)T tres légerement inférieur a T. On peut donc
construire le graphe du signal échantillonné a partir de celui
du signal :

108

et le graphe lissé fait bien apparaitre une sinusoide. Par le cal-
cul, le signal échantillonné aux dates d’échantillonnage vaut

Up = ue(t = nTe) = u(nTe) = Acos (2n(l —e)n+ )

S0it e (t = nT,) = Acos (2nn —2men+¢)

t
soit Ue(t = nTe) = Acos (ZT[ET— —(p)
e

Aux dates d’échantillonnage, le signal échantillonné s’assimile
donc a une sinusoide de fréquence apparente

fa:Tie:‘Sfe:fe—f

qui est bien la fréquence apparaissant au repliage du spectre.

Le critere de Nyquist-Shannon impose une fréquence mini-
male d’échantillonnage fe > 2 fmax soit fe > 6 800 Hz. Chaque
seconde, il faut donc échantillonner chacun des N + 2 signaux
fe fois, ce qui représente un total de fo(N +2) octets. On en
déduit que

256-10°
fe(N+2) =256-10% soit N+2= " —
fe
256-103
doncN+2< —— =37,6
800

La plus grande puissance de 2 correspondante est N+ 2 =

32, donc N = 30 et la fréquence d’échantillonnage correspon-
3

dante est f, = % = 8,0 kHz. Elle vérifie bien le critere de

Nyquist-Shannon.

a) Apres 2 500 acquisitions, le signal de bruit dans chaque ca-
nal a pour valeur moyenne 2 500b = 25 000 et pour écart-
type 0v/2 500 = 250. On a donc un signal de méme allure
que ceux donnés par I'énoncé, s’étendant dans I'intervalle
centré sur 25 000 entre 24 750 et 25 250.

soso ],
TR

25000

M./\.ﬂ MA il

[{RYEMR

24750 LA f ' 7 T T

20 40 60 80 100

b

=

Apres une seule acquisition, le signal utile perturbe beau-
coup trop peu le signal de bruit, car son amplitude sur
les canaux 34 et 67 est inférieure a la fluctuation o = 5.
Apres 2 500 acquisitions, le signal S + by a pour amplitude
25 000 et écart-type 250 pour k # 34, 67, et pour amplitude
25 000 + 2 500 = 27 250 et écart-type 250 (I'écart-type du
signal S est nul) pour k = 34, 67. Le spectre en échelle com-
pléete a donc I'allure suivante
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30 000

20 000

10 000

20 40 60 80 100

Le signal faible, par sa régularité, est maintenant détec-
table par rapport au bruit qui, lui, ne l'est pas.

Les trois spectres font apparaitre un pic a fréquence nulle,
ce qui est conforme a l'existence d'une composante conti-
nue dans le signal de charge : un marcheur a en perma-
nence au moins un pied sur le sol et la valeur moyenne de
la charge est donc non nulle.

La période du signal de charge est T = 0,50 s donc la
fréquence fondamentale vaut f] = % =2,0Hz. Cette fré-
quence est hors du domaine du spectre 1, qui n’est donc pas
adapté. En revanche, il est présent sur les spectres 2 et 3.

Le signal de marche étant périodique et non sinusoidal, son
spectre théorique fait apparaitre des pics aux fréquences
fp=p-f1, pentier.

L'existence dans le signal de points anguleux a forte pente
(aux dates k-0,5 correspondant a la pose d'un pied sur le
sol) laisse présumer 'existence de pics a fréquence élevée
dans le signal. En fixant aribtrairement a 7 le nombre d’har-
moniques présentes, on estime que fmax = f5 = 14 Hz.

La fréquence d’échantillonnage est

300
fe=——
Imax ~ min
soit respectivement f, = 3,4 Hz, f) = 11,5 Hz et

fI'' =33,3 Hz.
Le critere de Nyquist-Shannon n'est pas respecté pour le
spectre 1 car

28 =2fmax > fa=3,4

Le pic a 1,4 Hz est expliqué par le repliement de la fré-
quence fondamentale f; =2,0 Hz :

fi-2=1,4Hz

Le critére de Nyquist-Shannon est respecté pour le spectre
3 car
28 =2fmax > fJ =33,3

On distingue clairement les pics aux fréquences harmo-
niques fp = p- f1. On remarque un pic marqué a 8,0 Hz.
Le critere de Nyquist-Shannon n’est pas respecté pour le
spectre 2 car

28=2fmax > fy =11,5

Traitement du signal numérique Chapitre 4

Le pic a 3,5 Hz est expliqué par le repliement du pic marqué
af,=80Hz:
7 -8=3,5Hz

Le repliement du signal parasité ferait apparaitre, outre le pic
alafréquence fp, un pic parasite ala fréquence f.— fp = 20 Hz
trés proche du pic a f> = 18 Hz, rendant ainsi le signal échan-
tillonné inexploitable. Il faut donc utiliser un filtre passe-bas
anti-repliement avec une fréquence de coupure proche de
30 Hz. Notons A le noeud entre les deux résistors. Le montage
et le fonctionnement en régime linéaire de 'ALI entrainent
que Vg4 = Vg_ = ug. On écrit la loi des nceuds en termes de
potentiel aux nceuds A et E* :

V- I—izefélﬂﬁﬂ(zwzs
- R + R +j2C(L)
LV, +jCo-0

u —
=S gHiCo

_ u,+us(1+2jRCw)
soit —A i+2]RCw
US = T3jRCo

et en éliminant V, entre ces deux équations, il vient
(1+jRCw)2+2jRCw)us= U, +us( +2jRCw)

u 1
doncH==

u, 1+2jRCo-2R2CZw2

C’est la fonction de transfert d'un filtre du second ordre, dont
la fonction de transfert a basse et a haute fréquences a pour

équivalents
Hpp=1 .
HHF = 2R2C2 w2

Les asymptotes du diagramme de Bode en gain sont donc

Gpr =0dB
Gyr = —40log (V2RCw)

Elles se croisent a la pulsation de coupure w, :

1
V2RCw =1 donc we = ——
“” V2RC
P — 1 6o
La fréquence de coupure vaut donc f, = InV/3RC" On en dé
duit :
f:=30Hz=RC = =3,75-10"3 s

601v/2
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a)

b

=

)

d

=

a

=

Jusqu'a la date t = 0, K est fermé donc ucg(t = 07) = 0.
Par continuité de la tension aux bornes d'un condensateur,
11 (t=0") = uc(t =0%) = 0. Pour ¢ = 0, K est ouvert et de
plus i = 0 dans la branche entrant dans le comparateur.
Lintensité Iy délivrée par GC Iy traverse donc le conden-
sateur. On en déduit que

du1 IQ
Ip=C——=doncu;=—t
0=y n=c

Avec les valeurs numériques données, 11 (£) = 1000¢, et at-
teint donc uy = 7,31 Valadate t =7,31 ms.

10} V)

51

1
15+ Uy V)

0 + + + + + + + + + +

u5(V)

Le fonctionnement du comparateur décrit par 'énoncé en-
traine que

Vtel0; 7,31 ms], uy (1) < ug donc up (t) =—-15V

Vit>7,31ms, uy(t)>uydonc up(t)=+15V

Comme up est relié a la gachette, Kc est donc fermé pour
t < 7,31 ms et ouvert pour ¢ > 7,31 ms. Si rC < T, le
condensateur se charge tres rapidement a la tension ug.
Son utilité est que lorsque Kc s’ouvre, u3 reste bloqué a
la valeur qu’elle avait avant I'ouverture, soit u3 = 0 pour
t > 7,31 ms. On en déduit I'évolution dans le temps de u3,
qui effectuer sept impulsions avant de se fixer a la tension
nulle.

Le compteur compte donc 7 impulsions : la tension ana-
logique up = 7,31 V a donc été convertie entre une valeur
numérique approchée de 7 V. Pour obtenir une précision
du décivolt, il faut compter 73 impulsions, et il suffit donc
de prendre T = 0,1 ms.

11y a autant de valeurs possibles pour u, que de choix des
quatre états des interrupteurs, soit 24 = 16. C'est aussi le
nombre d’entiers dont la valeur est comprise en base 2
entre 0000 et 1111.

110

b) Lepotentiel auquel est porté la tige de l'interrupteur kvaut

0ouE selon que g vaut 0 ou 1. Ce potentiel vaut donc € -E.
On peut alors appliquer la loi des nceuds en termes de po-
tentiel a chaque noeud de la ligne horizontale inférieure.

& E &,E ¢ E g E
3) 2 @ 0
E
2R 2R 2R 2R
[ | | [ | [
h LRV, LR VI\R\O\2RF
ST ST
Voo BHIEHIR _ 2ViveoR
0= "I 1 1 =~ 1
VR 2R 26
B,ab Yoo Ly
Vy= R 2R TR _ 2Va+e E+2Vo
1 I, 1.1 5
uREZ%‘? \;{1
_ RY2r TR _ 2utesE+2V)
Ve = I 1 1 =~ 5
eab vy N
_ 2RTR _ eE+2Vp
U=-"-——73-= 3
RTR
E
0) : Vo=4+5
donc (1) : 5V =2Va +€1E+2V)

2
3 :

1 5Vo =2u+epE+2Vy

3u=¢e3E+2Vy

On résout ce systeme de proche en proche. En injectant (0)
dans (1) :

goE
5Vy =2Vy +€1E+ V1 + 7

Vo €E ¢gE
donc V) = —2 4 = 4 202
2 4 8
On injecte dans (2) :
e1E  ¢oE
5Vo =2u+e2E+Vo+ — + —
2 4
u ek E E
2 4 8 16

On injecte enfin dans (3) :

donc Vs =

eE € E gE
Su:ng+u+2—+1— =
2 4 8

esE eE E ¢gE
donc = BE  8F &b &b
2 4 8 16

. eoE +2€71 +4¢€p +8¢3
soit u = -E

16

¢) En prenant E = 16 V, on obtient donc une tension u dont

la valeur en volt est égale a celle de 'entrée u, en base 2.
C’est donc bien un convertisseur numérique/analogique.



Troisiéme partie

Optique
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CHAPITRE

Superposition d’ondes lumineuses

Thémes abordés dans les exercices

Chemin optique.

Déphasage.

Surface d’onde.

Loi de Malus.

Temps de cohérence.

Largeur spectrale.

Intensité lumineuse.

Superposition d’ondes cohérentes et d’'ondes incohérentes.
Formule de Fresnel.

Contraste.

Phases en progression arithmétique.

LR R R IR IR R R R R

‘Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

o Exprimer et utiliser la loi de Malus.

o Etablir et utiliser la formule de Fresnel dans le cas général.
o Etablir et utiliser la formue de Fresnel siI; = I.

o FEtudier la superposition de N ondes cohérentes.
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Chapitre5 Superposition d’ondes lumineuses

Les méthodes a retenir

Exprimer et utiliser la loi de Malus.

114

La loi de malus est indissociable du modéle des rayons lumineux :
les surfaces d’onde sont orthogonales aux rayons issus d’'une source
ponctuelle de lumiére. La difficulté particuliére de cette loi est le lien
entre cet énoncé et son utilité principale : le calcul des différences de
marche. Donnons trois exemples fondamentaux.

¢ Un systeme d’optique géométrique (S.0.), ne comportant que des
milieux transparents séparés par des dioptres et des miroirs, donne
d’'un objet AB une image A’'B’. Le stigmatisme se traduit par « tout
rayon issu de B converge vers B’ » apres traversée du systéme.

A’

S.0.

La forme des surfaces d’onde évolue de B vers B'. On distingue sur le
schéma la surface d’onde sphérique issue de B et la surface d’onde
sphérique convergeant vers B'. Une conséquence importante est que
le délai de propagation de I'onde lumineuse de B a B’ est indépen-
dante du rayon choisi.

e Les rayons issus d'une source ponctuelle dans le plan focal objet
d’'une lentille mince convergente émergent tous paralleles au rayon
passant par le centre et non dévié. Les surfaces d’'onde sont donc des
plans orthogonaux a cette direction.

‘ surface d’onde
| M -

iplan focal objet

e La diffraction d'un faisceau lumineux est I'un des cas d’invalidité
du modele de rayon lumineux. Un point de 'espace situé apres une
pupille diffractante peut ainsi étre affecté par deux ondes lumineuses
issues de la méme source et pourtant déphasées.
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\\\ pupilles diffractantes
\\M
rayon lumineux M
! s
I
S !
surface d’onde surface d’onde

La loi de Malus permet de calculer non pas un chemin optique mais
une différence de chemins optique par simplification de chemins
égaux. Voici la démarche recommandée pour calculer la différence
de marche

8 =[SM]; - [SM].

entre deux rayons issus de la méme source ponctuelle S et conver-
geant vers un point M en suivant des trajets distincts indexés 1 et 2.

a) On trace soigneusement (a la regle, sur la copie comme sur
le tableau) les marches des rayons issus de la source S et qui
convergent vers le point M d’étude. Voici les regles de tracé.

i)  Onrespecte les lois de Descartes a la réflexion sur les miroirs.

i) On respecte les lois de Descartes a la réfraction a la traversée
d’un dioptre.

iii) On respecte les reégles de construction des rayons a la traver-
sée des lentilles minces.

iv) Lors de la diffraction sur une pupille, on choisit le rayon issu
d’'un de ses points P en I'assimilant & une source ponctuelle
secondaire.

(i) (ii) M () M ™

7
L
[

M

n,

F >
|

|
plan focal
i=r nysin i =n,sini, 1mage

b) En partant de la source S, on identifie la surface d’'onde, sphérique
ou plane, la plus avancée possible, celle a partir de laquelle les deux
rayons considérés subissent des sorts différents.

¢) Onnomme H; et H, (par exemple) les intersections de cette surface
avec les rayons 1 et 2. D’apres la loi de Malus,

[SHy] = [SHz]
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d) En partant dans le sens inverse de la lumiére depuis M, on identifie
la surface d’onde, sphérique ou plane, la plus avancée possible, celle
a partir de laquelle les deux rayons considérés subissent des sorts dif-
férents.

e) Onnomme K; et K, (par exemple) les intersections de cette surface
avec les rayons 1 et 2. D’apres la loi de Malus,

[MK; ] = [MK3]

f) En utilisant le principe de retour inverse de la lumiére,
[KiM] = [KoM]
g) On en déduit la simplification
8= ([SH1] + H, Kq 1+ [KyM])—([SH2 ] + [Ho K, ] + [KoM]) = [H K; - [Ho Ky ]

Bien stir, d’autres simplifications du méme type peuvent étre opérées
dans la différence restante.

h) Cette méthode est bien adaptée aux situations dans lesquelles la
présence de lentilles entraine I'existence de rayons paralleles. Par dé-
faut, il est souvent plus facile de calculer directement les longueurs
de rayon grace a la géométrie euclidienne.

Exemple :

Dans le dispositif suivant, un prisme de verre creusé d'une
cavité de largeur a, est traversé par un faisceau de lumiere
paralléle issu d’'une source S au foyer objet d'une lentille
convergente et le point M est au foyer image d’'une autre
lentille convergente.

La différence de marche entre le rayon 1 marqué d'une
fleche et le rayon 2 marqué de deux fleches, est calculée
selon la méthode décrite.
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(a) Les rayons sont tracés sur la figure. Notons que la me-
sure des angles au rapporteur sur la figure permet de cal-
culer la valeur numérique de I'indice n du verre :

sin75°

1-sin75° = nsin45° donc n = — =1,37
sin45°

(b) A partir de S, les surfaces d’onde successives sont des
plans équiphases a, 3, puis par réfraction y et enfin € au-
dela duquel la lumiére traverse le verre pour le rayon 1 et
l'air pour le rayon 2.

(c) Les points H, et H, sont tracés sur la figure.

(d) De méme, les surfaces d’'onde issues de M dans le sens
inverse de la lumiére sont succesivement A, |, v et €.

(e) Les points K; et K, sont tracés sur la figure.

(f) et (g) On en déduit

0=[HK,|-[H:Kyl=na-—a=m-1a

< Exercice5.1.

Etablir et utiliser la formule de Fresnel
dans le cas général.

Deux ondes lumineuses ne peuvent interférer que si elles sont cohé-

rentes :

e elles sont issues d'une méme source S ;

e cette source émet une onde quasi monochromatique de pulsation
w ;

¢ les deux ondes arrivant en M ont un décalage temporel inférieur au
temps de cohérence assimilé a la durée caractéritique d'un train
d’ondes.

Londe émise en S est caractérisée par la fonction d’onde complexe

g(t) — éoeiwt

Londe issue de S arrivant en M par le chemin 1 est définie par la fonc-
tion complexe du temps a, (), celle arrivant par le chemin 2 est défi-
nie par a4, (#). Tout'intérét de la notion de chemin optique est résumé
dans la formule fondamentale suivante qui traduit le principe ondu-
latoire : « ce qui se passe en M a la date ¢ est ce qui s’est passé en S a
la date ¢ — [S—iv” », oll ¢ est la vitesse de la lumiere dans le vide, avec un

éventuel facteur d’atténuation f :

[ammali
a,(t) =Poa(t—22)
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Ennotant A lalongueur d’'onde danslevide,onaw = ZALOC etennotant
AI,Z = [31250 = Alyge"q’", il vient

. 2n(SM]
a, () :élel(wt__NJ )

. 2n[SM]
a,(t) =é2€l(wt_ %o 2)

ou en grandeurs réelles

a; (t) = A; cos wt—%+(p0

a(t) =A,cos|owt— % + @

La formule de Fresnel générale donne I'expression de I'intensité lumi-
neuse I en M en fonction de celles I; et I, qui y seraient observées si
I'onde 1 oul'onde 2 était seule :

L =K<aj(n>
I[=K< (a(t)+ax(1)*> et !
(a1 (1) + ax (1) {12:K<a§(t)>
En linéarisant les expressions et en utilisant le fait que la valeur
moyenne d'un cosinus carré dépendant du temps vaut % et que celle
d’un cosinus dépendant du temps vaut 0, on obtient

2nd
I= Il +Ig+2 IIIZCOS—
Ao

ou 0 = [S1M]—[S,M] est la différence de marche etI; = KAé etl, = KA?%.

Voici le résumé de la démarche et quelques conseils de méthode.

a) Le préalable indispensable au calcul est la construction des
rayons. Au concours, un calcul de différence de marche mal ajusté
a partir d'une construction fausse, qui révele des lacunes en op-
tique géométrique, n'a aucune valeur.

b) La formule de Fresnel générale prouve que le probleme des inter-
férences a deux ondes se ramene a un probleme de géométrie, la
détermination de la différence de marche &.

c) Apartir del’expression de I'intensité lumineuse fonction, par 8, de
la position de M sur un écran, on cherche

i) laposition des franges brillantes ol I'intensité lumineuse est
maximale, soit I .«

ii) la position des franges sombres ou 'intensité lumineuse est
minimale, soit I,y

iii) le cas échéant I'interfrange séparant deux franges de méme
nature consécutives

iv) etle contraste
C= Imax - Imin

Imax + Imin
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Exemple :

Dans le dispositif suivant, S est une source ponctuelle mo-
nochromatique de longueur d’onde dans le vide Aj. On
suppose D > a et D > y. L'indice de 'air est pris égal a 1.
y
M S

En M se superposent 'onde lumineuse arrivant en ligne
droite de S et celle qui s’est réfléchie en H sur le miroir. Les
lois de Descartes a la réflexion permettent de considérer
que le rayon semble provenir de S’, symétrique orthogonal
de S par rapport au miroir. A la réflexion, 'onde complexe
est multipliée par —p = pe'™, p un peu inférieur a 1 est le
coefficient d’atténuation, et le signe — correspond a un dé-
phasage de 'onde de . Les distances sont obtenues grace
au théoreme de Pythagore :

_ ya ~ y —2ay+a®
SM= /D7 +(y— @? = Dy/1+ U525 =D [14 L582C

— (y+a)? y+2ay+a
S'M= D7+ (y+@? =Dy/1+ 85" =D 14 L0

En considérant que ces distances sont trés proches, on en
déduit en grandeurs complexes

0,0 =payel 8
a,(f)= pe’“ﬁAOel(wt—M)

et en grandeurs réelles

a,(t) = Alcos(o)t SM]+cp0)
a, (1) = pAlcos(wt SM]+cp +JT)

Par application de la formule de Fresnel générale :

) 2mo
I=1; +p°I; +2pI; cos )\——n
0
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KA? 2
avecl, = Tl etd=[SM]-[S'M] = _%

4mtay
doncI=1, + p*L; — 2pI, cos
1+ 4 pl1 AoD

Lintensité lumineuse sur 'axe y est une fonction pério-
dique de y, les franges sont donc régulierement espacées,
et le contraste est

(Il + pZII +2p11) — (Il + pZII —2p11) 2p

- (11 +p% +2911) + (11 +p%1 —2le) T 1+ p?

Létude élémentaire de cette fonction prouve que le
contraste croit de 0 a 1 quand p croit de 0 a 1. Il est donc
maximal quand p = 1, donc que le miroir est parfait.

- Exercices 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7.

Etablir et utiliser la formule de Fresnel
si 11 = 12.

120

Le contraste de la figure d’interférences vaut C = 1 lorsque les deux
ondes qui se superposent en M donnent individuellement la méme
intensité I, =1, = I (voir exercice 5.3). Dans ce cas (de loin le plus fré-
quent dans les problemes de concours), la formule de Fresnel s’écrit

( 2n6)
I=2Ip[(1+cos—
Ao

11 est important de savoir redémontrer rapidement cette expression,
sans faire le calcul complet de la valeur moyenne du carré de la
somme des deux ondes cosinusoidales, car la méthode suivante en
grandeurs complexes est généralisable a la superposition de deux,
trois, N et méme une infinité non dénombrable d’ondes cohérentes.
En voici le détail a deux ondes.

a) En effectuant le rapport des expressions complexes des ondes 1 et
2 en M, on obtient la formule fondamentale de déphasage, que nous
appellerons « formule clé » dans la suite de cet ouvrage :

(1) = BA ¢[00
a, (t) =PA,e 0 _jm
=1 =0 21([SM]2) = Qz(t) = Ql(f)e Y

a,(1) :5AOei(°’”‘ %

qui se traduit en francais ainsi : en M, a amplitudes égales, 'onde 2
est égale al’'onde 1 a un terme de déphasage pres dont 'argument est
proportionnel a la différence de marche 6 = [SM], — [SM];.
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b) On en déduit 'onde résultante (on omet le ¢ pour alléger les nota-
tions).
- - -i5
g—gl+gz—gl(1+e 0)

¢) En grandeurs complexes, l'intensité lumineuse est définie par
I=Kaa" oul'étoile désigne le conjugué, et K une constante multipli-
cative dont on ne cherche jamais a préciser la valeur ni la dimension.
On en déduit
pa— * * _
Iy =Ka,a, =Ka,a, =1
et on note I, cette intensité commune.

d) On adonc . .
;218 i 218
I:Kglgf(l—i-e_l %o )(1+e’ %o )

. _jumb  jomd 2nd
soitI =1, (2+e Mo+ e to ) =2l 1+cos)\—
0
qui est bien la formule de Fresnel simple a intensités égales.
e) Les franges brillantes sont d’intensité 41, elles correspondent a

cos@—lsoit —E—kel
N o CEPENT

f) Les franges sombres sont des zonees d’extinction d’intensité nulle,
elles correspondent a

218 . 0 1
cos— =-1soitp=—=k+—-aveckeZ
Ao Ao 2
g p= i—: est 'ordre d’interférences, il est entier sur les franges

brillantes et demi-entier sur les franges sombres.

h) Le lieu géométrique sur un écran des points M d’égal ordre d’in-
terférences définit la forme des franges, on calcule le cas échéant I'in-
terfrange, distance entre deux franges pour une variation d'une unité
de p.

Exemple :

Le dispositif des miroirs de Fresnel est un systeme de deux
miroirs M; et M, faisant un angle a trés faible entre eux.
Une source ponctuelle monochromatique S de longueur
d’onde dans le vide A est placée sur un axe perpendicu-
laire a 'aréte et au miroir M, a la distance h de celui-ci.
Un écran est placé parallelement a ce miroir, a la distance
2h. Un point M de 'écran, dans le plan (O, x, y) de la figure,
est repéré par son ordonnée .
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0 M écran

|
B e

2h

Les sources jumelles S, et S, sont les symétriques orthogo-
nales de S par rapport aux deux miroirs. Compte tenu de
la petitesse de a, leurs coordonnées sont

3h
0

3h

S1 —2ha

et SZ

On en déduit les distances
SIM= /97 + )7 =3h\/1+ 4 =~ 3h 1+ s
SoM = /917 + (y +2ho0? = 3h (1 + L2 )

2ah(y+oh)

donc & = [S,M] - [S1M] = 3

Les franges brillantes sont définies par

3o
d=kApsoit yy =—ah+k-—-,keZ
0 SOit yp = —a o
Linterfrange est donc
= = 3o
1= —_ = —
Yi+1 = Vi >ah

< Exercices 5.8, 5.9, 5.10, 5.11.
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Ftudier la superposition de N ondes
cohérentes.

Certains dispositifs, comme le réseau plan a une dimension, divisent
une onde incidente quasi monochromatique de longueur d’one dans
le vide A, en N ondes cohérentes dont les expressions au point d’ob-
servation M sont a, (1), ..., a,(1), ..., ay(t), avec une différence de
marche entre deux ondes consécutives constante ; il en est donc de
méme du déphasage :

2nd
Opnt1 = [SMly1 = [SM], =0 et @1 =@ = )\_
0

On en déduit que
¢ les phases sont en progression arithmétique :

Pn=p1+(n-Dy
o donc les différences de marche sont en progression arithmétique :
8, =I[SM],, —ISM]; = (n-1)8

e donc par application de la formule clé, les ondes complexes sont
en progression géométrique :

_ 7 (n=1)218 . n—-1
ﬂn(t)zﬂl(t)e L :ﬁl(t) [e ttP]

Ces propriétés facilitent le calcul de 'onde résultante et de 'intensité
lumineuse associée pour cette superposition de N ondes. Voici la dé-
marche du calcul.

a) Les ondes étant cohérentes, on somme les ondes complexes, et
selon une formule classique de mathématiques

N 1-[eio]™
a(t) = r;gn(t) —QI(I)W

b) On factorise le numérateur et le dénominateur par I'exponentielle
de I'angle moitié :

(=g 0 S0
a(t)=a,(t) ——-
- = e sin?
¢) On en déduit I'intensité lumineuse
X sin® %
I[=Ka(a () =l——5
sin >

d) Les propriétés de cette fonction de ¢ doivent étre mémorisées. On
les obtient par utilisation d'un outil graphique.
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e Pour N =2, onretrouve la formule de Fresnel, I'intensité lumineuse
varie sinusoidalement entre 0 et 41; avec une période de 2m.

0 B 1 3 [

phi

e Pour N variant de 3 a 10, la figure se déforme, il apparait des pics
d’intensité NI, pour ¢ = p-27, p entier relatif, leur largeur dimi-
nue quand N augmente, et l'intensité est trés petite devant la va-
leur maximale en dehors des pics. Voici I'allure de la courbe pour
N =5.

254

\
20 | || |

0 B 1 3 [ 0 2 4 6 8

phi

e Pour N supérieur a 10, la figure s’assimile a un peigne de Dirac,
avec des pics d’intensité N2I; pour ¢ = p-27n de largeur extré-
mement faible, et l'intensité est négigeable devant NI, partout
ailleurs. Voicil'allure de la courbe pour N = 40.

1600

1400

1200

1000

800

600

400

200

phi
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Exemple :

Il'y a deux alternatives a l'utilisation du grapheur pour jus-
tifier 'exsitence de pics et mesurer leur largeur. La pre-
miere, détaillée dans I'exercice 5.13, est I'utilisation du dia-
gramme de Fresnel. La seconde est plus analytique. No-

. 2 Ng
sin® =t . L

2~ la fonction de réseau.
2

tons Fx () = P
« Elle est paire et périodique de période 2. On peut donc
se ramener a l’étude sur I'intervalle [0, 7t].

e Pour ¢ — 0, son équivalent est

Nztpz
Fn(@) = —— =N?

2

.as|‘€

ce qui prouve que l'intensité des pics est N°I;.
o Sur l'intervalle d’étude, la premiére annulation de la fonc-
tion de réseau est obtenue pour

Ne¢ . 2m
— =TSOt =—
2 N
e Pour ¢ = %, en calculant la valeur exacte au numéra-

teur et en faisant le développement limité au dénomina-
teur (c’est un petit angle pour pour N > 30), la fonction de
réseau vaut

T 1 2 2
Fa () = = =0,4053N = 0,5N
Nz
On est donc a peu prées a mi-hauteur du pic.
» En dehors du pic, pour ¢ € [%ﬂ,n], le sinus au numéra-
teur de la fonction de réseau est majoré par 1 et celui au
dénominateur est minoré par
sin? X = 7 done Fy () < - = N
NN NETE T2 T 10

En somme, le pic a une largeur totale ‘% et une largeur a
mi-hauteur Zﬁ", qui tendent vers 0 quand N tend vers l'in-
fini, une hauteur NI, et I'intensité en dehors des pics est
inférieure a un dixiéme a celle des pics.

> Exercices5.12,5.13,5.14,5.15, 5.16.
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Enonceés des exercices

Loi de Malus a la traversée d'un dioptre plan

Dans la figure suivante, un faisceau de lumiere parallele se réfracte en traversant un
dioptre plan séparant deux milieux d’indices ny et ny. La droite (N1N32) est perpen-
diculaire a la direction du faisceau incident, la droite (P;P») est perpendiculaire a la
direction du rayon du faisceau réfracté.

a) Montrer que [N1P1] = [NoP2].

b) Quel est le lien entre ce résultat et la loi de Malus ?

Démonstration de la formule de Fresnel générale : calcul de I'intensité

On reprend les notations du cours. Les deux ondes lumineuses incidentes en M
issues d’'une source S ponctuelle, monochromatique, de pulsation w s’écrivent en
grandeurs réelles :

ay (1) =Aq cos(wt— 2”[)?% +@o
ay (1) =A2cos(wt— 2”[)?% +@o
On donne
2cospcosq =cos(p+q)+cos(p—q)

a) Donner les expressions de
I =K<af(t)> etly =K< a3(1) >

en fonction de K, Ay et Ay.
b) Donner I'expression de
=K< (a; () +az(1)? >
en fonction de Iy, I, et la différence de marche 6.

c¢) La formule de Fresnel dépend-elle du choix de la différence calculée,
[SMI2 - [SM]; ou [SM]; — [SM]; ?

Contraste maximal

Justifier que le contraste d'une figure d’interférences a deux ondes en lumiere mo-
nochromatique est maximal quand I =1Io.
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Anneaux de Newton

Une lentille plan-convexe L, fragment d'une bille de verre d’indice n, de rayon R et
de centre C est posée sur un miroir plan, le contact ponctuel se trouvant en O. On
éclaire le dispositif sous incidence normale en lumiére monochromatique de lon-
gueur d’onde dans le vide Ag.

L4 C . —

| mh

l e

'R 1

| B !
= /ﬁfl NP \

Y L € zoom
o_-___>__ » P

On observe les interférences sur la face sphérique. En un point M de cette face, repéré
par le rayon x, se rencontrent le rayon ayant traversé la lentille et celui qui, en plus
de la traversée, s’est réfléchi sur le miroir en P.

a) Montrer que I'épaisseur de la couche d’air en x < R est

b) Ala réflexion sur le miroir, on observe un déphasage de 7 équivalent a I'ajout au

chemin optique de % Montrer que les franges sont des cercles concentriques,
préciser le rayon de la n-ieme frange brillante et celui de la n-iéme frange sombre
en considérant qu'un point central est une frange et en numérotant du centre
vers la périphérie.

¢) Décrire qualitativement ce qu’on observe en lumieére blanche.
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Cristaux liquides

Le comportement optique d'un cristal liquide est assimilable a un systeme de deux
miroirs paralleles distants de a plongés dans un liquide d’indice n. Ils sont éclairés
par un faisceau laser monochromatique de longueur d’'onde dans le vide Ay, d’angle
d’incidence i avec la surface du liquide. On place un capteur d’intensité lumineuse
au foyer image F' d’une lentille convergente perpendiculaire & la direction des rayons

émergents.
F’
!
!
P
(1) 1
(n)
A
I
a
I
I
v
a) Déterminer la différence de marche & entre les deux rayons tracés sur la figure en

b)

c)
d)

fonctionde a, i et n.

On suppose que le milieu liquide n’est pas parfaitement transparent et que l'in-
tensité lumineuse d'un rayon seul est

ol Z est la distance parcourue dans le liquide et ¢ une longueur caractéristique
d’absorption. Déterminer I'expression de I'intensité lumineuse détectée en F'. On
négligera cette atténuation dans la fin de I'exercice, ce qui revient a prendre ¢ trés
grand devant a.

Quelle est la plus petite valeur de a pour laquelle on observe une intensité nulle ?

Expliquer qualitativement pourquoi I'observation d'une image sur un écran a
cristaux liquides fait apparaitre des couleurs tres différentes quand on la regarde
avec un angle d’incidence important.
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Absence d’interférences entre ondes de pulsations différentes

En un point M de I'espace se superposent deux ondes lumineuses de pulsations w1
et wy différentes, issues de deux sources ponctuelles S; et Sy, dont les expressions
sont

ay(t) =Acos|wit— %&MJJ
ap(t) =Acos|wat— %(?M])

On donne
2cospcosq =cos(p+q)+cos(p—q)

a) Donner les expressions de
I =K<a(t)> etl =K< a3 (1) >

en fonction de K, Ay et Ay.

b) Donner I'expression de
=K< (a; () +az(1)? >

¢) Pourquoi dit-on qu'il n'y a pas d’interférences entre deux lumieres de couleurs
distinctes ?

Absence d’interférences a sources distinctes, a 6 trop grand (analyse docu-
mentaire)

Modele d’émision. Dans le modele des « trains d’ondes » , une source de lumiere
monochromatique émet une succession de bouffées de lumiére quasi sinu-
soidales dans des intervalles de temps successifs [ty t;,+1[= [nT, (n+ 1) T[, qui
s’écrivent sous la forme du produit d'une enveloppe

Osit<ty
gn(t) =| Asity<st< n+l
0sit=t,41

et d'une porteuse
Pp(t) =cos(wt+@p)

La phase ¢, du train d’'ondes de numéro n est tirée aléatoirement. T est de
I'ordre de la microseconde.

Capteur de lumiere. Le temps de réponse d'un capteur de lumiere quadratique est
de l'ordre de la milliseconde. Il mesure une intensité lumineuse I, produit de
la valeur moyenne du carré de 'onde réelle par une constante K.

a) On superpose en M deux ondes lumineuses de méme amplitude A et de méme
pulsation w, issues de deux sources ponctuelles S et S2. On note 6 la différence
de marche entre les deux ondes. Justifier qu’on ne peut observer d’'interférences
entre les deux ondes.

b) On superpose en M deux ondes lumineuses issues d’'une source ponctuelle S
d’amplitude A et de pulsation w, ayant suivi deux chemins optiques distincts
[SM]; et [SM],. On note § la différence de marche entre les deux ondes. Justifier
qu’on ne peut observer d’interférences entre les deux ondes si 6 = cT.
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Miroirs de Fresnel

Dans le dispositif suivant, a = 0,08 mrad est un petit angle (il a été exagéré sur la fi-
gure), S est une source ponctuelle de lumiére monochromatique de longueur d’'onde
dans le vide A, O est un point de I'aréte (O, z) intersection des miroirs M; et M. On
donne OS = R =80 cm. S (respectivement S») est le symétrique orthogonal de S par
rapporta M (resp. Mo).

S

L'écran est

o parallele a l'aréte (O, 2) ;

o perpendiculaire au plan médiateur de [S1S2] ;

e aladistance d =1,20 mde O.

On note H le projeté orthogonal de O sur le miroir ; un point M de I'écran est repéré
par HM = xet I'axe HY passe par O.

a) Faire une figure compléte. Donner les coordonnées des points S1, Sy et M dans le
référentiel (H, x, ).

b) Déterminer I'intensité lumineuse I(x) si S est une source ponctuelle de lumiere
monochromatique de longueur d’onde Ay = 576,9 nm. Calculer l'interfrange.

¢) S estune source ponctuelle de lumieére blanche. Décrire la figure observée.

Lentille brisée

On considere une lentille convergente de focale f’ = 25 cm, coupée par un plan
contenant I’axe optique et son centre. On obtient alors deux demi-lentilles L et Ly
symétriques par rapport a ce plan, de centre O; et O, et de focale f'. On notera e =
2 mm la distance entre les centres des deux demi-lentilles. U'espace entre les deux
lentilles est opaque. On place sur I'axe de symétrie, a une distance d = 40 cm du plan
des lentilles, une source ponctuelle S monochromatique de longueur d’onde dans le
vide A9 =600 nm. On note S et S}, les images de S par L; et L.

- =

On donne les relations de conjugaison de Descartes avec les notations usuelles :

11 _1 AB AW

OA' OA f'~ AB AB
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a) Déterminer les positions de S’1 et S’2 et calculer la distance ¢’ les séparant.

b) On place un écran a une distance D = 250 cm des deux lentilles. On note D’ la
distance entre 'écran et le plan contenant S’1 et 8’2' Un point M de 'écran, dans
le plan de la figure, est repéré par son ordonnée y. On suppose D' > ¢’ et D' > .
Calculer l'interfrange i.

¢) Calculer le nombre de franges observables si I'écran possede une hauteur
h=10cm.

Interférences a trois ondes

Dans le dispositif suivant, S est une source ponctuelle de lumiére monochromatique
delongueur d’'onde dansle vide A etlalame de verre trapézoidale est faite d'un verre
transparent d'indice n. On définit § par la relation sinfy = nsina.

. P
b
! o
LA \K-
Y-
u
‘ M
S (0] H [L X

a) Identifier les trois rayons issus de S qui se croisent en M.
b) On s’intéresse au rayon (SAM).
i) Montrer que 'angle en M du triangle (MHK) vaut f —a.

i) En déduire que

_ x—btanatan(p —a)
" 1-tanatan(p—a)

iii) Donner |'expression de la différence de marche
0 = [SOLM] — [SAKM]

en fonction de x et de u et justifier (sans I'exprimer compléetement) que c’est
une fonction affine de x qu’on notera désormais

O(x)=Ax+p

¢) Donner |'expression de la fonction d’'onde complexe en M.
d) Endéduire I'intensité lumineuse I(M).

e) Calculer le contraste.
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Lentille trouée (résolution de probléme)

Une lentille convergente de centre O, de rayon b, de distance focale f’ et d’épaisseur
au centre 2e, est percée en son centre selon un disque de rayon ¢ < b. On place en
son foyer objet F une source ponctuelle monochromatique de longueur d’onde dans
le vide Ag. On place un écran plan a une distance D de O avec D > f' > b > c.

A ;
\/

T3

2e D

Quelle est la forme des franges observées ? Combien en distingue-t-on ? Faire I'appli-
cation numérique avec A\g = 600nm, ¢ =3,0mm, b=1,0cm, f'=1,0metD =3,0m.

Interférometre de Fabry-Perot (PT (2) 2012)

Un interférometre de Fabry-Perot est formé de deux miroirs paralléles M; et My
semi-réfléchissants, distants de a. On note r le coefficient de réflexion en amplitude
de I'onde lumineuse et ¢ le coefficient de transmission des miroirs :

a a,

r=="Tett==t

a; a;

Une onde lumineuse incidente frappe M; avec un angle d’incidence i tres faible. Elle
subit une suite infinie de transmissions et de réflexions. On fait 'observation a I'infini
dans le plan focal image d’une lentille convergente de distance focale f’.

-+ - - - -

Onnote a, 4y, ..., 4y, ...1es ondes lumineuses complexes en M des rayons succes-
4macosi

sifs émergeant de M. On pose ¢ = X
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a) Déterminer la différence de marche en M entre les rayons k et k + 1.

b) Déterminer le rapport entre les amplitudes complexes des ondes correspon-
dantes.

¢) Montrer que I'intensité lumineuse en M s’écrit

Jo

I((p) = 7
1+ msin? %

Exprimer m en fonction de r et faire I'application numérique avec r = 0,9.

Ftude graphique de la fonction de réseau grice aux diagrammes de Fres-
nel

Londe complexe superposition de N ondes dont les phases forment une suite arith-
métique s'écrit
Ne

N . . .
a =Y a,(t) =a, (1) s(@) avec s(@) = 1+e'® + 2P+ +ef
n=1

a) Onprend N = 6. Tracer dans le plan complexe la représentation de fresnel de s(¢)
dans les cas suivants :

i) ¢=0
ii) ¢:%
iii) (p:%
iv) =7

b) Enmesuranta chaque fois lalongueur du vecteur somme, tracé 'allure de la fonc-
tion de réseau
Fo (@) = sl
en fonction de .

¢) Justifier par construction graphique sommaire les résultats énoncés dans le cours
quand N est grand.
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Formule fondamentale des réseaux

Un réseau plan a transmission est formé de N fentes paralleles distantes de a, pas

du réseau. Il est placé sur le plateau d'un spectrogoniometre ou il est éclairé par
un faisceau de lumiéere parallele monochromatique de longueur d’onde dans le vide
Mg, dont I'angle d’incidence est i, et observé a I'infini, au foyer image d'une lentille
convergente sous un angle de visée a.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

(m)

3)
@
(O]

Quel phénomene explique qu'’il est possible d’observer de la lumiére dans une
direction a distincte de 7 ?

Donner l'expression de la différence de marche & entre les rayons passant par
deux fentes consécutives. En déduire I'expression du déphasage ¢.

Par application du résultat du cours, en déduire qu'on observe des pics de lu-
niere dans des directions ay, privilégiées. Enoncer la formule fondamentale des
réseaux reliant a, i, a, A\g et un entier relatif p appelé ordre.

On prend i =0, Ag =620 nm et a = 3,0 um. Combien de pics distincts observe-t-
on quand on fait varier 'angle o de la lunette de visée ?

Pour une valeur donnée p # 0 de I'ordre d’observation, a i fixé, on note ay, (i)
I'angle d’observation du pic de lumiére. On fait varier i et on définit 'angle de
déviation D (i) = i —ap (i). Montrer que D, (i) passe par un minimum D; lorsque
ap (i) = —i. En déduire I'expression de Ag en fonction de p, a et D;,.

La source de lumiere est maintenant une lampe a vapeur atomique dont le
spectre comporte un nombre fini de radiations monochromatiques. Expliquer
pourquoi le dispositif agit comme un spectroscope et justifier qu'il est possible
expérimentalement de déterminer assez précisément les valeurs des différentes
longueurs d’onde du spectre.
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Réseau a échelettes

Le réseau a échelettes est un réseau par réflexion formé de facettes réfléchissantes
éclairées ici sous incidence normale par un faisceau laser de longueur d’'onde dans le
vide A¢ = 600 nm. Les facettes sont inclinées d'un angle y = 0,464 rad par rapportala
verticale et leurs centres sont distants de a. Chacune se comporte comme une pupille
diffractante et diffuse la lumiére dans toutes les directions. On fait 'observation a
I'infini dans une direction faisant un angle 0 avec la normale a la facette.

-
Y

a) Déterminer la différence de marche & entre les rayons réfléchis par deux facettes
contigués. En déduire le déphasage ¢.

b) On observe au total 12 pics de lumiére. En déduire une estimation de la valeur
de a.

Superpositions partielles

Un dispositif optique (un réseau plan par exemple) éclairé par une source mono-
chromatique de longueur d’'onde dans le vide Ay opére une division de I'onde et
forme en un point M de I'espace la superposition de N ondes dont les phases sont en
progression arithmétique de raison ¢. N est un multiple de 6.

a) Donner I'expression de I'intensité lumineuse I(¢) en fonction de I;, N et ¢, et
préciser I'allure de cette fonction en fonction de .

b) On occulte toutes les ondes d’indice pair. Méme question.
¢) On occulte toutes les ondes d’indice congru a 1 ou 2 modulo 3. Méme question.

d) On occulte toutes les ondes d’indice 0 modulo 3. Méme question (on pourra po-
ser N = 3N’ et ¢’ = 3¢ pour I'étude graphique).
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Du mal a démarrer

On peut tracer les plans d’onde limites dans les deux milieux, on
obtient ainsi deux triangles rectangles d’hypothénuse commun
confondu avec le dioptre. L’utilisation des relations de trigonomé-
trie et de la deuxiéme loi de Descartes permettent de conclure.

La valeur moyenne d’un cosinus carré dépendant du temps vaut
%, celle d’un cosinus dépendant du temps vaut 0 et celle d’un co-
sinus constant est égale a ce cosinus. En linéarisant le produit des
deux cosinus apparaissant dans le développement du carré de la
somme des deux ondes, on obtient le résultat attendu.

Apreés avoir exprimé le contraste en fonction de Iy et I, on peut
justifier que ce contraste, toujours inférieur ou égal a 1, ne vaut 1
que lorsque I =1Io.

L’expression de € peut étre obtenue par application du théoréme
de Pythagore, puis utilisation d’'un développement limité. La diffé-
rence de marche est facile a relier a €.

Comme il est indiqué dans la méthode du cours, il faut trouver
la surface d’onde la plus avancée avant et aprés les miroirs. On
pourra utiliser le résultat de I'exercice 5.1. Le calcul de § et celui
des distances parcourues dans le liquide pour la question (b) né-
cessitent beaucoup de soin avec les relations de trigonométrie.

La valeur moyenne d’un cosinus carré dépendant du temps vaut
%, celle d’un cosinus dépendant du temps vaut 0 et celle d’un co-
sinus constant est égale a ce cosinus.

Dans les différentes valeurs moyennes apparaissent les différences
des phases des deux trains d’ondes qui se superposent. Comme
ces phases sont tirées aléatoirement a chaque train d’ondes, et
que la moyenne est effectuée par le capteur sur environ 1 000
trains d’ondes, la valeur moyenne du cosinus de ces angles est
nulle.

On vérifiera que S, Sy et Sy sont équidistants de O, et que les
droites (OS7) et (OS2) font des angles +a avec (H, y). On en déduit
les coordonnées des trois points, puis les distances (simplifiées par
développement limité) et enfin 8.

(a) On applique les relations de conjugaison de Descartes pour
déterminer la position et la taille des images de A1S par la demi-
lentille 1 (A7 est le projeté orthogonal de S sur I’axe de la demi-
lentille 1) et de A2S par la demi-lentille 2. (b) On calcule les dis-
tances S’IM et S’ZM grace au théoréme de Pythagore et on sim-
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plifie 'expression grace a un développement limité. On en déduit
8 et Iinterfrange. (c) Le fait que S| et S/, soient les images de S
par des demi-lentilles a pour conséquence que I’écran n’est pas
totalement soumis aux deux ondes. La heuteur de la zone d’inter-
férences est inférieure a h.

Le début de cet exercice nécessite de bons réflexes de géométre.
Les résultats étant donnés, on peut passer en premiére lecture ces
difficultés, et se concentrer sur le calcul en grandeurs complexes
de la somme a des trois ondes, et le calcul de 'intensité lumineuse
Kaa* (évidemment, la formule de Fresnel n’est pas adaptée ici car
trois ondes interférent).

Il est aisé de trouver les deux rayons qui se superposent en un
point M de I’écran d’ordonnée y € [c,b]. Le chemin optique du
rayon direct SM est calculé par application du théoreme de Pytha-
gore et développement limité. Le chemin optique du rayon dévié
par la lentille est calculé en utilisant la loi de Malus, et en imagi-
nant la lentille compléte.

Il faut faire un schéma détaillé ou figurent le rayon incident au
point P du miroir 1, le rayon k émergeant vers M, puis les rayons
successifs jusqu’au point Py, et le rayon émergeant k+1. Le
tracé des plans d’onde permet de déterminer 8. L’évaluation de
I’amplitude des rayons en tenant compte des coefficients de ré-
flexions et de transmissions successives permet de déterminer le
rapport des modules des amplitudes. La sommation de la série
géométrique donne le résultat.

La construction des vecteurs représentatifs pour N = 6 ne pose pas
de difficulté. Les formes géométriques obtenues (segment, demi-
cercle, cercle) dans ce cas peuvent étre généralisées.

La différence de marche est calculée en tragant les plans d’onde
en amont et en aval de deux fentes consécutives. La limitation du
nombre d’ordres observables est conséquence du fait qu’un sinus
est compris entre —1 et 1.

La différence de marche est calculée en tragant les plans d’onde
en amont et en aval de deux miroirs consécutifs. L’observation
est possible pour B € [—F,0}iy, |, on doit déterminer Oy, par des
considérations de trigonométrie, et on en déduit I'intervalle des
valeurs possibles pour 'entier p.

Les cas (a), (b) et (c) se raménent au cas du cours. Dans le cas (d),
il faut superposer deux séries de méme raison et de méme nombre
de termes, mais de premiers termes distincts.
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Corrigés des exercices

a) Construisons les surfaces d’'onde les plus avancées, (DA)
en amont et (CD) en aval du dioptre. Notons h 'hypo-
thénuse commun aux deux triangles rectangles (BCD) et
(DAB). On identifie les angles i et r dans ces triangles.

La différence entre les deux chemins est
8 =[N2Py] - [N Pq]
8 = (IN1A] + [AB] + [BP2]) — ([N D] + [DC] + [CPq])

soit 6 =
(BCD),

[AB] — [DC]. Dans les triangles rectangles (DAB) et

AB = hsini et DC = hsinr

donc 8 = [AB] - [DC] =
nyhsini—nphsinr = h(ny sini —nysinr) =0
d’apres la deuxieme loi de Descartes a la réfraction.

b

=

Sile plan matérialisé par la droite (N1N32) est une surface
équiphase, alors le résultat de la premiére question prouve
qu'il en est de méme pour la surface (P;P») qui est donc
a son tour surface d’onde, et elle est bien perpendiculaire
aux rayons, ce qui est conforme a la loi de Malus.

a) lavaleur moyenne d'un cosinus carré dépendant du temps
vaut % donc

o

[SM KA
ZEOMIL 4 ) >= =5t

{ I]—K<A]COS ( -
SM KA
[ 2+(P) /)

12:K<A%cos2( -

|NN

b) Ona
1=K<a?(t) > +K< a2(t) > +2K < aj (D az (1) >

2n[SMIy
I=1; +Ih +KAjAp <cos|wt———+@o |-

Ao

( 21t[SM]> )
cos|wt— ———=+@g| >

Ao
En utilisant la formule de linéarisation donnée par
I'énoncé :

ZH([SM]; +[SM]») +2(P0) N
0

2n (ISM]; — [SMlz)) S
Ao

La valeur moyenne du premier cosinus, qui dépend du

temps, est nulle. Le second cosinus est constant, il est donc

égal a sa valeur moyenne. De plus

I=11+I>+KA1A> < cos (Zwt—

+KA1A2 <cos (—

IiIp =

270272
AN (R
4 2

donc KA1Ap =2+/111
218
doncI=1I; +1I; +2+/I;I»cos v
0

¢) Lafonction cosinus état paire, on peut calculer indifférem-
ment la différence de marche par I'une ou 'autre des for-
mules.

Le contraste vaut

Imax — Imin

Imax + Imin

(Il +1+2y 1112) - (Il +1 -2y 1112)

soit C =
(Il +1o +2\/1112) + (Il +1Io —2\/1112)
_ 4y
B 211 +2Ip

Cette fraction, toujours inférieure ou égale a 1, prend sa valeur
maximale 1 lorsque

I1 +12 =24/I115 donc (I1 +12)2 =4I11>
donc (I - 12)? =0 soit; = I,

a) Onax=HM,e=R-CH et CH? + HM? = R?, d'ol

i
=V R

e=R-VR2-x2=R
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b) La différence de marche entre les deux rayons qui inter-
ferent en M est
Ao

2

Par application de la formule de Fresnel, on a interfé-
rence constructive ou destructive selon que I'ordre d’inter-
férence

0=2e+

B ) B x2 +1
"X AR 2

est un entier ou un demi-entier. Les franges brillantes sont
donc des cercles de rayon

/ 1
X = )\()R(k+ 5)

ol k est un entier et les franges sombres de rayon

x;C =+v kAR

Au centre, x = 0, donc on a une tache sombre qu’on
nomme premiere frange sombre avec k = 0. La n-ieme
frange sombre est donc de rayon

rm=X,_1=vm-1AR

et la n-ieme frange brillante est de rayon

p

1
Tn=2Xp-1= )\OR((n—l)+ >

¢) Le centre est une tache sombre quelle que soit la valeur de
A. La plus petite des franges brillantes est celle correspon-
danta Ag le plus petit : elle est donc violette, puis toutes les
couleurs s’allument, on a donc des cercles concentriques
irisés.

a) On trace le plan d’onde P;H> le plus avancé en amont des
miroirs, et P1 K, en aval (on utilise le fait que la réfraction

ne provoque pas de différence de marche).

P
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b

=

)

d

=

La différence de marche est
[SF']1 — [SF']2 = (ISP1] + [P1 F']) -
(ISH2] + [H2P2] + [P2Ka] + [K2F'1)

La loi de Malus entraine
[SP1] = [SHz] et [F'P1] = [F'Kp]
et d’apres le principe de retour inverse de la lumiére
[P1F'] = [K2F']
La différence de marche se simplifie donc :
8= —[HaP2] - [P2Kp]

Notons r l'angle de réfraction au dioptre air-liquide. La
deuxieme loi de Descartes donne

1sini =nsinr

La différence de marche vaut donc

sin? i
8=-2acosr=-2a\/1- 5
n
On peut écrire
_Z4
I =Ige ¢
_2%
Ip=Ige ¢
2a
avec £ — &L =LpPr +PoMp = ——
cosr

On en déduit que
I = Iy e Teosr
Par application de la formule de Fresnel générale

__2a_ __a_ 218
I=11|1+e Tcosr +2¢  fcost cOS —
Ao
On observe une intensité nulle lorsque le cosinus vaut —1,

la plus petite valeur correspond a

Ao Ao
4cosr

A
8:70soita:
Y
1_51:112l

En inversant la relation précédente, on peut considérer
que pour a fixé, la longueur d’onde éteinte A9 dépend de
I'angle d’incidence i. Pour un faisceau de lumiére blanche,
la couleur percue est donc la couleur complémentaire de
cette longueur d’onde éteinte. Lorsqu’on observe sour une
incidence nulle (observation normale), puis proche de
(observation rasante), les radiations éteintes sont respecti-

vement
{ Aon =4a

)\Qr:4a\/l—#

On observe donc une couleur complémentaire différente
selon 'incidence i.
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a) La valeur moyenne d'un cosinus carré dépendant du
temps vaut % donc

2 2
KAI KAZ

b) Ona

[=K<a?() > +K< a5 (t) > +2K < ay (Naz (1) >

2n[S1M]
I=1; +Ip +KAjAy <cos wlt—T .
0
( ZJT[SzM])
cos|wpt— ———|>
Ao

En utilisant la formule de linéarisation donnée par
I'énoncé :

27 (1S M] + [S2M
[=1;+I,+KA; Ay <cos((w1 +wy)t— M) >

Ao

+KA1A2 < cos((wl —wo)t— W) >

Ao

¢) Le premier cosinus est de pulsation w; + w2 non nulle, sa
valeur moyenne est donc nulle. Si w] # wy, il en est de
méme du second cosinus et

=], +1,

Il n’y a donc pas d’interférence entre deux lumieres de pul-
sations, donc de couleurs distinctes.

a) Londe issue de S; arrivant en M a la date ¢ est celle émise

aladate r— w Posons

[S1M]

=p1Tetyy = Pn—py,1
en supposant que pj est un entier. Ainsi, le n-ieme train
d’'ondes en M a la date ¢ correspond au n — p;-iéme émis
parlasource Sy :

ay (f) =Acos(Wr+Wy 1)

De méme, 'onde 2 détectée en M a la date ¢ est

ap (1) =Acos(wi+Wy2)

Superposition d’ondes lumineuses Chapitre 5

Le capteur mesure la valeur moyenne, sur une durée
T¢ =1000 x T, du carré de la somme des deux ondes.

=K< (a;(0) +az()? > soit

1=K<ai(t)>+K<a3(t)>+2K<a(Day(t) >

En subdivisant I'intervalle en 1000 intervalles :
2 1 Te 2 .
K<aj()>= —f aj ()dt soit
Tc Jo

999 T

K<a(t)>= —~_

A% cos? (wt + dat
1000T /=, Jo @i+ Yn)

Or la valeur moyenne d’'un cosinus carré vaut % donc

2 K A% KA?
K<a?() >= ——-1000- — = —
1000 2 2
2
et de méme K < ag(t) >= %. Pour simplifier le calcul,
I'énoncé suggere de choisir synchronisée 1'émission des

trains d’'ondes par les deux sources. On en déduit
1 [Te
2K < ay(Hay (1) >= —f ay (Dayp (H)dt
Te Jo

KA2 999

T
=— 2A% cos(o 1 + cos(w?+ dt
0007 ngofo (@F+Yp,1)cos(@+Yp,2)
On linéarise le produit des deux cosinus :

2
1000

999 1 T
Y Tf COSQwi+Wy 1 +Wn2)dt
0

n=0

2K < a1 (Day (1) >=

999 1 /T
+ —

cos(Wp,1 —Wp2)dt
=0T Jo

La valeur moyenne du premier cosinus, qui dépend du
temps, est nulle. Le second cosinus est constant, il est donc
égal a sa valeur moyenne :

2999
2K<ay(Daz () >= —— Y cos(Wp,1 —Wn,2)
1000 =,
Or les phases des deux trains d’'ondes sont tirées aléatoire-
ment, et indépendamment 'une de l'autre a chaque nou-
veau train d’ondes (c’est ici qu'on traduit 'incohérence
des sources). Par conséquent, leur différence est un
angle tiré aléatoirement sur le cercle trigonométrique. On
somme les cosinus d’environ mille angles aléatoires sur le
cercle trigonométrique, cette somme vaut donc zéro. On
en déduit que

2K < aj(t)ax(t) >=0doncI=1; +1y

Il n'y a donc pas d’interférences entre ces deux ondes. Re-
marquons qu'il n'en serait pas de méme si la durée des
trains d’ondes était supérieure au temps de réaction du
capteur.
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b) Le raisonnement est analogue a celui de la question pré-
cédente. Les phases des deux ondes qui arrivent en M a la
date f sont

=

Wny = Pn-p, po= [ScT]Z

SM
{ WYn,1=Pn-p avec{ p1= ! CTh

Les deux phases sont donc égales si

5
- <1lsoit —<1
Ip1—p2l T

Dans ce cas, on retrouve le calcul habituel du cours et on
obtient la formule de Fresnel, il y a interférence. Si § = cT,
alors les phases des deux ondes ¢’ et ¢” sont celles de
deux trains d’ondes distincts, elles sont donc tirées aléatoi-
rement et indépendamment I'une de 'autre. On en déduit
que

Te
2K < aj(t)ax(t) >= if ay(Dax(H)dt
TcJo

K 99 T 2nsM);
=— 2A“cos|wt———+¢' |-
1000T /=yJo Ao
2n[SM
cos(wt—M+(p”)dt
Ao

Soit, en linéarisant le produit des deux cosinus et en subdi-
visant l'intervalle d’intégration :

2

2K < ay (Dap (D) >= A
a1 (Ha =—
ez 1000

999 9 T 2n([SM]; + [SM
. —f cos(th——n([ it ]2)+(p’+(p")dt+
n=0TJo Ao

999 1 T 218
Yy —f cos(—L +cp'—cp”)dt
n=oTJo Ao
La valeur moyenne du premier cosinus, qui dépend du

temps, est nulle. Le second cosinus est constant, il est donc
égal a sa valeur moyenne :

2K < ay (Dap () > Ka® 5% ( 210 L ”)
a a = — CoS|—— -
nhaz 1000 =, N P

et comme ala question précédente, la somme de 1000 cosi-
nus d’angles tirés alétaoirement (I'ajout du terme avec d ne
changerien) estnuletI=1;+I» :iln'yapasd’interférences.
On peut dire que lorsque la différence de marche est trop
grande, ce sont toujours des trains d’ondes distincts qui ar-
rivent en M par les deux chemins, et la source devient in-
cohérente a elle-méme.

a) Voici la figure complete.
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Les points S, S1, S2 sont a égale distance R de O. Les coor-
données des trois points sont

—Rsina = —Ra
d+Rcosa=d+R

Rsina = Ra
d+Rcosa=d+R

X

S 0

, S2 , M

b) Les distances peuvent se calculer en calculant les normes
des vecteurs.

2
SIM =/ (x+Ra)2 + (d +R)2 = (d+R)\/1+%

x2 +2xRa+R?

SIM=(d+R) |1+
IM=(d+R) 2(d + R)2
x? = 2xRa+R?
etSsM=(d+R) |1+ ————
2(d+R)?
On en déduit
2xRa
8=[S1M] —[SoM] =
[S1M] = [SoM] IR

Par application de la formule de Fresnel, on a donc

4nxRa

I(x) =2Ip (1 _—
(x) 0 +C0s)\0(d+R)

Les franges brillantes sont obtenues quand le cosinus vaut
+1, donc quand

Ao(d +R)

8 =KkAg soit x; =k 2R

ol k est un entier relatif. Linterfrange est donc

. Ao(d+R)
1= |.X'k+1 —Xkl = W :9,0mm
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)

a)

b)

Linterfrange est proportionnel a A. Les franges bleues sont
donc moins larges que les franges vertes, elles-mémes
moins larges que les rouges. Autour de la frange cen-
trale brillante (k = 0) blanche (les trois couleurs y sont
brillantes), on distingue une bande jaune de chaque coté
(le bleu est éteint, le vert et le rouge brillent), puis une
bande rouge de part et d’autre.

Les sources secondaires sont les images de S par les deux
demi-lentilles. Définissons les axes optiques de chaque
demi-lentille et notons A; et Ay les projetés orthogonaux
de S sur chacun de ces axes. L'image deI'ojet A1 S est A7 S/,
celle de AS est A}S).

TLI S

L2 S2

Par application des relations de conjugaison :

1 1 _1
T AT
Oh 1 donc
0.4, —4 [
- df’
01A] = 0,A] =66,7 cm
1 2 d—f’
ALS] _ 01A]
A,ls, —OIA} donc
ApSh _ O}
AS  O2A2
T _ _ef
AIS1 -7 1,67 mm
rQl _ ef
A,S a7 1,67 mm

On en déduit
e =2+2x1,67=53mm

Le systeme équivalent est donc formé de deux sources
ponctuelles monochromatiques S’1 et S’2 distantes de
¢/ =5,3 mm et situées a

D'=D-66,7=183,3 cm

de l’écran. Les distances sont

2_, /2
S{M=/D2+(y—e/12)2 =D |1+ L2

2, 2
SHM =D+ (y+ el /22 =D |14+ LN

On en déduit la différence de marche

/

ey

8 =(SHM] —[S|M] = o

c)

a)

b)

Superposition d’ondes lumineuses Chapitre 5

Les franges brillantes sont définies par 8 = kA ol1 k est un
entier relatif, donc

/ . AOD,
eti=|yrs1—Yrl= o - 0,208 mm

AoD
el

Y=k

On pourrait penser, a tort, faire le rapport % Mais les
sources ponctuelles n'émettent pas de lumiere dans toutes
les directions car la lumiére issue de S n’a traversé a chaque
fois qu'une demi-lentille. Le faisceau de lumiére passant
par S est limité par le rayon extréme (SO1S/) et de méme
pour l'autre point. Voici donc la figure qui fait apparaitre la
zone Z1 de I'écran touchée par le faisceau passant par S’l,
la zone Zy touchée par celui passant par S/, et leur inter-
section ZI appelée zone d’interférences.

Z,
0, S .
s |z
0, S :
Zy
Ly

La largeur de cette zone est calculée par application du
théoreme de Thales.
K D

+d
— =——donc k' =1,45cm
e d

On voit donc
!

h
7= 69 franges

Les trois rayons sont celui tracé en pointillés sur le schéma,
son symétrique par rapport al’axe et le rayon droit horizon-
tal (SOHLM).

Calcul de la différence de marche.

i) Langled’incidence en K est a, 'angle de réfraction est
donc p d’apres la deuxieme loi de Descartes. Langle
entre (KM) et le dioptre vaut donc § —f. Or I'angle
entre le dioptre et (KM) est o donc I'angle en K du tri-
angle (MHK) est 5 —p+a. Langle en M est doncl'angle

complémentaire
nom
——|=- +0(): —a
5= (5-B+a)=p

141



Chapitre5 Superposition d’ondes lumineuses

ii) Dans le triangle (MHK) :
B u
" tan(f— o)

Dans le triangle (PAK) :
AK = (b—uwtana
On en déduit
x =0OM = OH + HM = AK+ HM soit

x=(b-u)tana+ nc

u
tan(p - «) do
_ x—btanatan(P— o)

" 1-tanatan(p—a)

iii) Le chemin optique du rayon droit horizontal est
[SOHLM] = [SOH] + [HL] + [LM]

[SOHLM] = [SOH] + n(a - AK) + (x — a)
La droite (HK) est un plan d’onde, donc par applica-
tion de la loi de Malus
[SOH] = [SAK]

On en déduit la différence de marche

6 =n(a-AK) + (x—a)—KM

AK = (b— u)tana
Or § KM =

_u_
cos(B—a)
et u est une fonction affine de x. Il en est donc de
méme pour AK, KM et §, soit
0(x) =Ax+p

¢) En M se superposent trois ondes. Par symétrie, 'onde infé-
rieure a méme expression que 'onde supérieure. Prenons
comme référence le rayon (SOLM) et notons a; () 'onde
associée. Par application de la formule clé :

i 216(x)
— — A
a,=az=ae 0

On en déduit

1+2¢ %o

. 218 (x)
a(t) =a, )

d) Dans ce cas d'interférences a 3 ondes, on n'applique évi-
demment pas la formule de Fresnel mais on revient a la
définition. L'intensité lumineuse est

1=Ka(na* (1)

i2ﬂ5(x}
I:Kgl(z)c_zf(t)(uze Ao

_i2n5(x)
(1 +2e¢ Mo )

276(x)

I=0 (5+4cos
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e) Lintensité maximale est obtenue quand le cosinus vaut
+1, l'intensité minimale quand ce cosinus vaut —1. Le
contraste est donc

9 -n
oL +1;

Soit M un point de I'écran. Il recoit deux rayons, celui ayant
traversé la lentille et celui passant par le trou dans la lentille.

M
y
C
F 0 H
f’ 2e D

Si la lentille n’était pas trouée, les rayons issus de F formant
une onde sphérique émergeraient de la lentille selon une
onde plane parallele a I'écran. Par application de la loi de Ma-
lus, il y a donc égalité des chemins optiques

[FPM] = [FOH] = 1(D + f' —2e) + n-2e =D+ f' +2e(n—1)

Le chemin optique du rayon direct est

2
y
[EM] = /(D -+ f1)2+ 92 = <D+f')(” W)

On en déduit la différence de marche

y2

8(y) = [FPM] — [FM] = 2e(n—1) + m

Par application de la frormule de Fresnel

I(y) =2Ip (1 +cos an(y) )

0

La figure étant invariante par rotation autour de l'axe, les

franges sont donc circulaires concentriques. Elles n’appa-

raissent que la ou1 les deux rayons peuvent apparaitre.

e Les rayons ayant traversé la lentille trouée ne frappent
I'écran que pour c < y < b (en ¢, 'inégalité n'est qu'approxi-
mative).
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o Les rayons traversant le trou ne frappent I'écran que pour
¥ < yo avec, d’apres le théoreme de Thales :
D+f’ cD+f’
2 _ fsoity():i( )
¢ f! f!
La zone d'interférences est donc limitée a y € [c,b]. Les

y
franges brillantes sont définies par 8 = kAg ol1 k est un entier
relatif, soit

=12mm>b

32
k
————=kAg—2e(n—1
20+ 77 0—2e(n—-1)
Les bornes de variation de y se traduisent par
2 2
c b
————<khg-2e(n-1) s ————
IO D T P )
s0it 1,125-1070 < kAg —2e(n—-1) <12,5-107°

2en=b) _ oo g3+ 280071

soit 1,875+
0 Ao

Il'y a donc un nombre de franges visibles égal au nombre d’en-
tiers compris entre 1,875 et 20,83, soit 19.

a) Détaillons la construction des surfaces d’onde en partant
d’un point Py sur le miroir M.

Q k+1

En partant de M et en suivant le sens inverse de la lu-
miere, le plan d’onde passant par Py, coupe le rayon k
en Hy. Les différents triangles rectangles de la figure per-
mettent d’identifier les différentes longueurs indiquées sur
la figure. On en déduit

8= [PrQp+1Pr+1M] - [PLHM]
8 =[PrQps1] +[Qps1Prs1] — [PrHyl
. 2a .
soit § = —— —2atanisini
COS1

2a  2asin®i .
=—— - ——=2acosi
cosi cosi
b) Lerayon incident en Py (noté x sur le schéma) subit

¢ une transmission quand il sort selon le rayon k (noté tx)

Superposition d’ondes lumineuses Chapitre 5

o une réflexion partielle sur M; (rx), puis une réflexion
partielle sur Mo (r2x) et une transmission a travers M
(tr?x) quand il sort selon le rayon k + 1.

Le rapport des amplitudes réelles est donc 2. Par applica-

tion de la formule clé et en tenant compte de ce coefficient,

on en déduit le rapport des amplitudes complexes

2, 15
a1 =1"ae M donc

- 4 s i
Ari oo i nacosi

r“e Ao =i
ay

¢) Londe résultante en M est la somme des amplitudes qui
forment une suite géométrique de raison r2e~ ' :

00 9 _io\"
a=ay) (rfe™¥)
k=0

Le module de la raison est strictement inférieur a 1, donc
cette série géométrique converge et sa somme est

1
a=ay,—————
= 0 p2emie
On en déduit I'intensité lumineuse

1 1
1-rZe=i® 1-r2el¢

* *
[=Kaa" =Kaya,

Io

(R
1-2r2cosqp+r4

En utilisant la relation de trigonométrie
cosp =1-2sin

2P
2

on en déduit

_ To
(1-72)2 +4r2sin® 3

Io
(1-r?)?
4r?

(1-r2)2

I=
n2¢

1+ sin® 5

Par identification avec la formule donnée par I'énoncé

Ip 4r2

=— 9 _etm=——— =90
W= = e

a) Sur chaque diagramme, on trace les six complexes sur le
cercle trigonométrique puis leur somme.
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N

iii)

b) On ne dispose que de 4 points pour tracer I'allure de la
courbe, on la compléte en utilisant sa parité et sa périodi-
cité de 2mt. Pour ¢ = §, on mesure la longueur du vecteur
et on applique 'échelle :

(5)]=1

On en déduit le tableau de valleurs

¢ [[o]§]
Fe(p) || 36 | 16 |

(=R St
(=R =]

On en déduit 'allure de la courbe

F (9)

40

C

N

Par généralisation des graphes observés pour N = 6, on af-
firme les résultats suivants.
e Pour ¢ =0, tous les vecteurs ont pour affixe 1 donc

5(0) = N donc Fy(0) = N?

e Pour ¢ = %, la somme des complexes forme un quasi-
demi-cercle de périmetre N (le cercle entier a donc pour
périmetre 2N) donc de diametre d avec

2N
2N =mnddoncd = —
b

doncg(%) = i%

144

1 4N2 2
donc Fy (—) ~ — =~0,5N

N 72
On retrouve donc I'expression de la largeur ZW” du pic a
mi-hauteur.

e Pour ¢ = ZW", la somme des complexes forme un cercle

complet, ce qui correspond a la premiere annulation de
la fonction de réseau

271 21
s(—) =0d0ncFN(—) =0
“\N N

e Pour ¢ € [ZWH,JT], les vecteurs d’affixes %% se répar-
tissent presque uniformément sur le cercle trigonomé-
trique et

s(gp) =0 donc Fx(p) =0

AR

P=21/N ¢o=1t/N

=0

a) Ilyadiffraction de la lumiere, le rayon est un faisceau dont
la largeur angulaire est proche de = si la fente est assez
étroite, chaque fente se comporte donc comme une source
ponctuelle secondaire.

b) On agrandit la figure et on fait apparaitre les plans d’'onde
pour deux rayons voisins.

Par application de la loi de Malus :
0= [Hpi1Frs1] - [FrKgl = asini — asina

2ma(sini —sina)

ety o
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¢) Lintensité lumineuse dans la direction o est maximale
lorsque @ = p-2m, p entier relatif, et négligeable pour toute
autre valeur de a. On en déduit la formule fondamentale
des réseaux
a(sini —sinap) = pAg

d

=

On a un pic de lumiére pour les valeurs

A
sina = _Plo_ -0,207p
a

Or un sinus ne peut prendre que des valeurs entre —1 et 1
donc
-1=<-0,207p <1soit —4,84 < p<4,84

doncpe{-4, -3,-2,-1,0,1, 2, 3,4}

soit 9 pics au total.

e) On exprime les relations entre les différentes grandeurs
comme des égalités de fonctions de la variable i :

{ sini —sina (i) = 22

Dp (i) = i — 0 (i)

Dérivons ces deux relations par rapporta i, a p fixé :

., d j .,

cosi— o‘;i(l) cosap (i) =0

dby() ) day(d)

di T T di

Au minimum de déviation, la dérivée de D (i) est nulle

donc .
day (i)

di

donc cosi = cosap (i) soit ap (i) = +i

=1donc cosi—cosap(i) =0

Si ap (i) = i, alors la formule des réseaux donne p = 0, ce
qui est exclu, on en déduit que ap (i) = —i au minimum de
déviation. En remplacant dans les deux relations, on ob-

tient N
{ 2sini = %

PR
Dp—Zz

et en éliminant i entre ces deux relations

f) A i donné, et pour p donné, I'angle ap (i) dépend de Ag,
donc le spectrogoniometre permet de séparer les diffé-
rentes longueurs d’onde du spectre. Par application du ré-
sultat de la question précédente, 'observation du mini-
mum de déviation et la mesure précise des angles permise
par le dispositif expérimental (4 voire 5 chiffres significa-
tifs) permet la détermination précise des valeurs des lon-
gueurs d’onde.

Superposition d’ondes lumineuses Chapitre 5

a) Détaillons la construction des surfaces d’onde.

Par application de la loi de Malus, la différence de marche
est
0 = [HiMp] + [MiKg] = asiny + asin(y +0)

2na(siny +sin(y +0))
Ao

donc g =

b) Par application du résultat du cours, il y a des pic de lu-
miere pour

¢ = p-2n soit a(siny +sin(y +0)) = pAg

p étant un entier relatif. Lobservation est possible pour

e [—g,enm]

En utilisant les dimensions indiquées sur le schéma, on en
déduit

g cosy 1

asiny ~ 2tany

tan elim =

donc 6}, = 0,785 rad

On en déduit un encadrement pour p :
a . . n a . . .
o [siny+sin(y- 7 )| = p= Ng LY+ sin ( + O]
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soit —0,447-% < p<1,3962
1t — 0, —=p=1, .
P o

La différence entre les deux bornes vaut environ 12
(nombre de pics visibles, a une unité pres) donc

12 ~ 1,396 -2 +0,447 2
=4 )\0 ’ )\0

a) Par application de la formule du cours

sin' T‘P

Cette fonction est de période 2m, elle présente des pics tres
étroits pour ¢ = p -2n de hauteur N2I5.

b) Tout se passe comme si on avait N’ =
de ¢’ =2¢ donc

ondes déphasées

sin? %
) =T1 ——
sin“

C’est une fonction périodique de période m qui présente

des pics tres étroits de hauteur N I‘
c) Tout se passe comme si on avait N’ = % ondes déphasées

de ¢’ =3¢ donc

sin®
(@)=} ———

sin?

ME|ME

C’est une fonction périodique de perlode

des pics tres étroits de hauteur Ngh

qui présente

d) On doiticirevenir a la superposition des ondes complexes.
N N
3 . n 3 . n
ait)=a; Y. [efz3<p] ta, Y [6713‘9]
n=1 n=1
Ora, :gle_iLP et
N
3 is e
i [ —i3<P] e '2® sin—
n=1 e*l—‘p sin 3%')
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On en déduit

N .
; e 179 sin —NZLP
a)=a,(1+e'?)- —
“i® sin —2(p

Lintensité lumineuse est

1(p) =Ka()a* (1) soit

.2 No

% sin =

1) =Kayay (2+2cos¢) ——~

- sin? 22

2

sin? %
I(¢) =211 (1 +cosp) 30
sin? ¢

N étant multiple de 6, on peut poser N = 3N et 3¢ = ¢’. On
écrit donc

. ZNQW
I(@)) = 21 (1 ¢’) Sl )

= +c0s — | | —==—

@ ! 3 sinZ ¢/

C’est une fonction périodique de période 67, produit de la

fonction de réseau habituelle qui vaut N’ 2 pour ¢/ =0, 27,
U

4m, 6m, ..., par le terme 1+ cos % qui vaut 2 pour ¢’ =0 et

% pour ¢ = 27 et 47t. On en déduit I'allure du graphe, qui
fait apparaitre des pics de hauteur

et des pics secondaires de hauteur Ngll

I
4NZL 9

N1, /9 4

0 2n 4n o6 8m 10;m 12n 5

4N /9

NZ1,/9 ¢ | | | |

0 2n it ¢
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CHAPITRE

Dispositif des trous d’Young

Themes abordes dans les exercices

Dispositif des trous d’Young.
Champ d’interférences.
Ordre d’'interférences.
Franges d’interférences.
Localisation.

Lame a faces paralleles.
Perte de contraste.
Elargissement spatial.
Elargissement spectral.
Blanc d’ordre supérieur.
Spectre cannelé.
Montage de Fraunhofer.

Lo I R I IR R - SR IR IR IR o

‘Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

o Décrire le dispositif des trous d’Young et justifier les observations.

o Interpréter la modification des franges par ajout d’'une lame.

o Expliquer le brouillage par élargissement spatial de la source.

o Expliquer le brouillage par élargissement spectral de la source.

o Expliquer et quantifier les observations en lumiere blanche.

o Décrire le montage de Fraunhofer et expliciter ses conséquences dans le cas du réseau.
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Chapitre 6 Dispositif des trous d’Young

Les méthodes a retenir

Décrire le dispositif des trous d’Young et

justifier les observations.

148

Le dispositif des trous d’Young opeére une division du front d’onde. I1
est formé de deux trous T, et T», dans un plan opaque II, trés petits
et distants de a, éclairé par une source ponctuelle S dans un plan ala
distance Dg de IT, 'observation se fait sur un écran a une distance D
de II.

4 y
x ‘M
| - |
\‘y\ B 5 \}
iTs e ) b/
" :Q:t\”@’i”” .-
Ten | T
. b

La position de la source est repérée par y;, celle du point M par x et y.
On suppose D et Dg tres grands devant x, y, y; et a. Voici la méthode
générale d’étude des interférences sur I'écran, en lumiere monochro-
matique, de longueur d’onde dans le vide A,.

a) La taille des trous est de I'ordre de grandeur de A,. Par effet de
diffraction, T, et T, se comportent comme des sources secondaires
émettant de la lumiere dans toutes les directions de I'espace.

b) Il y a donc interférence entre ST;M et ST, M. Si on note n, I'indice
du milieu transparent (la plupart du temps, ny = 1 pour l'air), la diffé-
rence de marche est

0= [STIM] — [STZM] =Ny (STI — ST2 +TiM-T,M)

¢) On calcule chacune de ces distances en géométrie analytique. En
prenant 'orrigine du repére au milieu O des deux trous,

0 X X
Ti| -5 M|y doncT M| y+7%
0 D D

™ a2 2 Ptay+<
T1M=||TM||=\/x2+(y+—) +D2:D\/1+_+w
2 D2
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On simplifie 'expression grace a un développement limité :

2
¥ Yray+<%
14—+ —— 4

T,M =D
! 2D2 2D2

et de méme ,
y-ay+ 4

BM:DP+XZ+ .

2D?

2 a2
- ystays+
STy =Ds |1+ 255+

2
d
—ays+4-

yZ
ST, ~Dg |1+ = 22
d) On en déduit la différence de marche

v, ¥

d=npa|=
0 Dy

e) Par application de la formule de Fresnel, en supposant que les
deux trous d’Young donnent individuellement en M la méme inten-
sité L =L = IO
2nd
IM) =1(y) =2Ip|1+cos —
Ao

e Les franges sont définies par § = cste, donc par y = cste : elles sont
rectilignes et paralleles a I'axe x perpendiculaire a celui (y) des trous.
« Les franges brillantes sont définies par

)
d=kloup=—=keZ
Ao
ou p est I'ordre d’interférences.
» Lordonnée de la frange d’ordre p est

) D AoD
soit y, = —D—Sys + pm
o La frange centrale brillante est celle d’ordre p = 0, elle correspond
a une différence de marche nulle, et c’est en général la plus brillante
de toutes. Son ordonnée est y, = — D% ¥s-
« Uinterfrange vaut

. AoD

i=ypr1=ypl= oa
¢ Le contraste vaut C = 1.
f) Les franges apparaissent quelle que soit la position de I'écran, elles
n’ont donc pas de localisation particuliere et sont dites non localisées.
Siles trous d’Young sont de taille trés supérieure a la longueur d’onde,
I'angle des faisceaux diffractés est faible, et les interférences ne seront
visibles que dans la zone de I'écran touchée simultanéent par les deux
faisceaux, appelée champ d’interférences.
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Chapitre 6 Dispositif des trous d’Young

Exemple :

Les formules générales peuvent étre mémorisées dans le
cas ou ny = 1 (dans l'air) et ys = 0 (source sur 'axe) :

D
D

On tolére au concours leur expression sans démonstration,
(2 moins bien siir qu’il ne soit explicitement demandé de
les établir). Elles permettent la détermination expérimen-
tale d'une longueur d’onde Ay connaissant I'écart a entre
les trous, ou réciproquement celle de a connaissant Ay.
Sur un écran a D = 10,00 m, muni d’'une échelle de me-
sure en millimetres, avec des trous d'Young distants de
a = 0,500 mm, on observe dix franges nettement séparées
par des franges sombres. On mesure 107 = 107 mm donc
i = 10,7 mm avec une précision de 3 chiffres significatifs.
On peut donc donner avec la méme précision

ai
Ao = — =535 nm
D

- Exercices 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5.

Interpréter la modification des franges
par ajout d'une lame.

150

Le dispositif des trous d’Young est éclairé par un faisceau laser, ou
une source ponctuelle monochromatique située au foyer objet d'une
lentille convergente, de longueur d’onde dans le vide A,. On intercale
une lame transparente a faces paralleles d’épaisseur e et d’'indice n
en amont de I'un des trous d'Young.

v

La différence de marche en M est modifiée et vaut

noay

8 =[STiM] - [SToM] = (n—np)e+
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Par rapport a la situation en 'absence de lame,

a) il y a déplacement du systeme de franges, la frange centrale
brillante (correspondant a & = 0 et a un ordre d’interférences nul)

passedey=0a
(ng—n)eD

Yp=0=
b nopa

’s - AD Py
b) l'interfrange i = ﬁ n’est pas modifié.

Ce résultat permet la détermination expérimentale de 1'épaisseur e
ou celle de l'indice n de la lame.

Exemple :

Onprend D =3,00 m, np = 1,00, n = 1,50, a = 1,20 mm. On
peut détecter un déplacement minimal Ay = 0,50 mm des
franges. L'épaisseur minimale e de la lame est donc

npaly
(ng—n)eD

€min =

=0,40 pm

< Exercices 6.6, 6.7, 6.8, 6.9.

Expliquer le brouillage par
élargissement spatial de la source.

La source ponctuelle n'est qu'un modele. Dans la réalité expérimen-
tale, une source large est assimilée a la juxtaposition de sources élé-
mentaires non cohérentes entre elles. Lorsqu’'une telle source éclaire
le dispositif des trous d’Young, on doit donc sommer les intensités
lumineuses données par chaque source élémentaire. Comme celles-
ci sont décalées spatialement les unes par rapport aux autres, les
franges brillantes et sombres sont décalées sur 'écran et on peut
observer un brouillage. Il est possible de mettre en évidence ce
brouillage par le calcul intégral de I'intensité lumineuse sur I'écran,
le calcul du contraste et la mise en évidence de son annulation quand
la largeur de la source atteint une valeur critique. Ce calcul, proposé
al’exercice 6.10, n’est pas exigible. Le programme officiel le remplace
par le critére semi-quantitatif de brouillage des franges par élargis-
sement spatial de la source. Voici I'’énoncé et la méthode de vérifica-
tion de ce critere, qu'on peut généraliser a tout dispositif interféren-
tiel a deux ondes.
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a) Enun point donné M de I’écran, on calcule I'ordre d’interférences
pc créé par une source ponctuelle S¢ au centre de la source large.

b) Ence méme point M, on calcule 'ordre d’interférences pp créé par
une source ponctuelle Sp ala périphérie de la source large.

c) La variation d’ordre d’interférences évaluée sur la demi-largeur
spatiale de la source est

|Apl=1pp—pcl

d) Le critére énonce qu'il y a brouillage lorsque |Ap| > %

=

Exemple :

Considérons une source de largeur e éclairant le dispositif
des trous d’Young.

vy

a) Pour une source ponctuelle S¢ au centre, la différence
de marche vaut

1)
npay donc p¢ = Oc _ moay

8¢ = -
¢ Ao A¢D

b) Pour une source ponctuelle Sp a la périphérie, la diffé-
rence de marche vaut

dp nmpae myay

Ds D Mo  2ADs  AoD
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c) La variation d’ordre d’interférences évaluée sur la demi-
largeur spatiale de la source est

ngae
2A¢Ds

|Apl=Ippr—pcl=

d) Le brouillage apparaitra donc selon le critere quand

npae 1 | AoDs
— > —Ssolte>

2)\0D3 2 npa

< Exercice 6.10.

Expliquer le brouillage par
élargissement spectral de la source.

La source monochromatique n'est qu'un modele. En premiere ap-
proximation, le spectre d’'une source a vapeur atomique présente des
pics de longueurs d’'onde Ay, ..., Ak, ..., A,. On parle alors de spectre
discret et on le représente en batons d’abscisse A et de hauteur I, in-
tensité lumineuse correspondant a cette radiation. Plus précisément
encore, le spectre d'une source réelle est continu et présente des
bandes spectrales centrées autour de longueurs d’onde A et de lar-
geur AAg. On le représente alors par une courbe en mesurant en or-
donnée la densité spectrale.

dl
DN = P

T

spectre discret spectre continu

Chaque bande spectrale élémentaire, de largeur dA est assimilable
a une radiation monochromatique incohérente avec les autres. Lors-
qu'une telle source éclaire le dispositif des trous d’Young, on doit
donc sommer les intensités lumineuses données par chaque bande
élémentaire [A,A + dA]. Comme l'interfrange dépend de la longueur
d’onde, les figures d’interférences sur 1'écran sont décalées et d’inter-
frange distinctes les unes par rapport aux autres, on peut donc obser-
ver un brouillage.
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11 est possible de mettre en évidence ce brouillage par le calcul inté-
gral de l'intensité lumineuse sur 1'écran, le calcul du contraste et la
mise en évidence de son annulation quand la largeur spectrale de la
source atteint une valeur critique. Ce calcul, proposé a 'exercice 6.13,
n'est pas exigible. Le programme officiel le remplace par le critere
semi-quantitatif de brouillage des franges par élargissement spec-
tral de la source. Voici 'énoncé et la méthode de vérification de ce
critére, qu'on peut généraliser a tout dispositif interférentiel a deux
ondes.

a) Enun point donné M de I’écran, on calcule I'ordre d’interférences
pc créé par la source ponctuelle S si elle était monochromatique,
au centre du spectre, de longueur d’onde Ay.

b) Ence méme point M, on calcule I'ordre d’interférences pp créé par
la source ponctuelle S si elle était monochromatique, a la périphé-
rie du spectre, de longueur d’'onde extréme Ay + AT)"‘.

c) La variation d’ordre d’interférences évaluée sur la demi-largeur
spectrale de la source est

[Apl=Ipp - pcl

d) Le critéere énonce qu’il y a brouillage lorsque |Ap| > %

On constate donc la treés grande analogie entre les brouillages par élar-
gissement spatial et par élargissement spectral. La différence subtile
est la suivante. Dans les notations du début de ce chapitre, 1”ordre
d’interférences vaut

nopa

Y, ¥
X +

D Dg

_5_
p=x=

o La variation de p entre le centre C et la périphérie P de la source
étendue spatialement est due a la variation de ys.

o La variation de p entre la longueur d’onde centrale et la longueur
d’onde extréme de la source de spectre large est due a la variation
de A.

Exemple :

La lampe a vapeur de mercure est polychromatique et
possede dans son spectre une raie verte de longueur
d’onde moyenne A, = 546,1 nm et de largeur spec-
trale AA =1,0 nm. En utilisant un condenseur et un dia-
phragme, elle devient une source ponctuelle S, on la filtre
pour ne garder que la raie verte et on la place a égale dis-
tance de trous d'Young distants de a = 2,0 mm.
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Un écran est placé a la distance D = 2,0 m. En un point M
d’ordonnée y sur I'écran, en prenant I'indice de 'air égal a
1, la différence de marche est

_ay
"D

)

La variation de I'ordre d’interférences mesurée sur la moi-
tié de la largeur spectrale est

apoB BB [ !
Ao Ae+3 A 1+ 5%
Ap= SAA
2A2
D’apres le critere, il y a brouillage si
1 2
Ap > > soit § > A_)C\
donc % > ZAE)\ soit y > ZEA)\ =30cm
AD

= 0,546 mm, le brouillage appa-

Linterfrange vaut i = =
a

rait donc a 550 franges du centre de I'écran, ce qui est prati-
quement impossible a obtenir dans le dispositif des trous
d’Young. 1l est donc tres peu vraisemblable qu’'on puisse
I'observer, le dispositif des trous d’Young est insuffisant
pour mesurer la largeur spectrale de la raie verte du mer-
cure.

< Exercices6.11,6.12,6.13.

Expliquer et quantifier les observations
en lumiére blanche.

Le spectre de la lumiere blanche s’étend de A = 400 nm (limite de
l'ultraviolet) a A = 800 nm (limite de I'infrarouge). La largeur spectrale
et la longueur d’onde moyenne de la lumiere blanche sont donc

AA =400 nm et A, = 600 nm

On éclaire un dispositif de trous d’Young avec une source ponctuelle
S de lumiere blanche a égale distance des deux trous, ceux-ci sont
distants de a, et on place un écran a la distance D du plan des trous.
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On note O le centre de I’écran, ou1 la différence de marche est nulle, et
on repére un point de I'écran par son ordonnée y.

Dy D

Lalargeur spectrale étant trés grande, le brouillage est obtenu des que
y dépasse une tres faible valeur : en utilisant le critere détaillé au pa-
ragraphe précédent, en prenant I'indice de I'air égal a 1, D de I'ordre
du metre et a de 'ordre du millimetre,

2

1
Ap|> == y>——=0,90 mm
APl 2 Y alAX
Linterfrange est de I'ordre de
. AD
1= =0,60 mm

On ne verra donc pas des franges au sens habituel du terme, mais des
irisations au voisinage du centre de 1'écran. Voici les trois observa-
tions et le vocabulaire associé.
a) Pour une longueur d'onde A donnée, la frange centrale brillante
g _ P _ .1

définie par p = 0 est séparée par les franges sombres p = +. Elle est
donc délimitée sur I'écran par

A A . AD AD

——<d<—-soit —-—<y<—
2 2 2a 2a
_ AD _ : ) P

Sa largeur Ay = %= = i pour trois longueurs d’onde caractéristiques
du spectre est donc

couleur || violet | jaune | rouge
A (nm) 400 600 800
Ay 2d 3d 4d

_ 400-10°-D _ ; i
avec d = - Pour —d < y < d, il y a donc superposition des

franges brillantes pour toutes les longueurs d’onde du spectre dela lu-
mieére blanche. On aura donc une tache blanche qu’on appelle blanc
d’ordre supérieur.
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b) Pour —3d < y < —2d ou 2d < y < 3d, on est sur la frange sombre du
violet, il n'y a donc superposition que des franges brillantes du jaune
et durouge, on aura donc une couleur proche du vert, mais cette cou-
leur fluctue tres vite : ce sont les teintes de Newton.

c) Pour y de l'ordre de quelques d, le brouillage fait apparaitre une
teinte blanchatre a I'ceil. Mais en observant au spectroscope, on voit
apparaitre un spectre présentant des extinctions de certaines lon-
gueurs d’onde, on les appelle des cannelures, c’est le spectre cannelé.
La détermination des valeurs de A correspondantes au point M d’or-
donnée y se ramene a la recherche des solutions de I'équation

o\(y) = Aoﬂ— A €Z
A}’—PZ D—PZ»P

Pour la résoudre, on cherche les bornes pour l'entier p en utilisant
I'encadrement

400 nm < A <800 nm donc Pmin < P < Pmax

puis on dresse un tableau (a condition que le nombre de cannelures
soit raisonnable) des valeurs de A pour chaque valeur de p entre pmin
et Pmax-

Exemple :

Prenons D = 9,0 m, a = 1,5 mm, 'indice de l'air ny = 1
et cherchons les longueurs d’onde éteintes dans le spectre
cannelé observé en y = 2,0 cm. Lencadrement de A donne
celuide p :

2a 2a
A= a4y donc 400 nm < 4y <800 nm
Dp Dp

D
$0it 1,25-10° < =2 < 2,50-10°
2ay

2a 2a

donc 1,25-10°0- 24 < p<2,50-106-—y
D D
soit8,3< p<16,7donc pe{9,...,16}

Il'y a donc 8 cannelures dont les longueurs d’onde sont

p |9 10|11 | 12]13]14]|15]16

A(nm) || 741 | 667 | 606 | 556 | 513 | 476 | 444 | 417

< Exercices6.14, 6.15,6.16.
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Décrire le montage de Fraunhofer et
expliciter ses conséquences dans le cas
du réseau.

158

Le montage de Fraunhofer impose un éclairage et une observation
a l'infini. La source ponctuelle S est placée dans le plan focal objet
d’une lentille convergente de distance focale f’,I'écran est placé dans
le plan focal image d’'une lentille convergente de distance focale f”.

- ,M
S \Tz P
< y
Y B e : J N ISR D
f’ o" \\\\\ / _/K //, o’ fu
H|T, b7

La détermination de la différence de marche est un cas typique d'uti-
lisation de la loi de Malus.

6= [STlM] — [STZM] = [HITI] + [TlKI] = noasine' + noasine"

Dans les conditions de Gauss, 'hypothese des petits angles est véri-
fiée donc

0" ~ tan®" = % donc § = Ny u(B’ + 6") = f’ f”

{ 0 ~tan@ = & mays  noay

Cette expression est analogue a celle donnée au début de ce chapitre,
en I'absence de lentilles, en remplagant Dg par f’ et D par f”. Les lois
énoncées précédemment se généralisent donc.

Lun des intéréts du montage de Fraunhofer est qu’il facilite 1'étude
d'un systeme a trois, N trous réguliérement répartis sur un plan
opaque.

En particulier, le réseau plan éclairé et observé dans les conditions
de Fraunhofer forme un diviseur en N ondes dont les phases sont en
progression arithmétique (voir chapitre 5).
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La différence de marche entre deux ondes consécutives est
8 =npa(sin®’ —0”

(on ne fait pas '’hypothese des petits angles). La superposition des N
ondes a pour expression complexe

» » o 2nd
a=a [l1+e™+...+e 4. +e D9 avec ¢ = ——
0

et I'intensité lumineuse vaut

Si N est grand, on obtient des pics de lumiere lorsque ¢ = pmw, ol p
est un entier relatif, donc dans les directions définies par la formule
fondamentale des réseaux

noa(sin® —sin0") = pAy

Exemple :

Dans le cas des deux trous d'Young éclairés par une source
de lumiere monochromatique de longueur d’onde dans le
vide Ag :

e la frange d’ordre d’interférences p est définie par

) . vsf' Aof'
— =psoity,=- +p——
N soit y, % P

« lafrange centrale brillante, définie par § = 0, donc d’ordre
d’interférences nul, est située en

ysf//
_ -
et le point M correspondant est le conjugué de S par le sys-

téme des deux lentilles en I'absence des trous d’Young ;
e l'interfrange est

Yo=

Ao f’
a

i= |J’p+1 _J/p| =

< Exercices6.17,6.18,6.19, 6.20.
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Enonceés des exercices

Une premiere méthode alternative de calcul de &

Dans le dispositif des trous d'Young, la source ponctuelle S est placée sur I’axe mé-
diateur des trous et 'observation est faite en un point M de 'écran situé dans le plan
(S,T1,T2).

v
™M
T
S oo
PO — @ e -
av.__~ D z
T

a) Donner les coordonnées dans le référentiel (O, y, z) des points Ty, T2 et M.
b) En déduire les composantes des vecteurs T1M et ToM.

c) Justifier I'identité
(TIM - TZM) (TlM + TZM) = (TyM = ToM)(T1M + T M)

d) Enremarquant que T{M +T2M = 2D, en déduire 'expression de la différence de
marche 8.

Une deuxieme méthode alternative de calcul de &

Dans le dispositif des trous d’Young, la source ponctuelle S est placée sur I'axe mé-
diateur des trous et 'observation est faite en un point M de 'écran situé dans le plan
(§,T1,T2). On définit 'angle 0, trés petit devant 1, entre 'axe (O, z) et la droite (OM).
On trace les rayons T1M et ToM, et I'arc de cercle C de centre M passant par Ty

a) On note Hp le point d’intersection entre (T1M) et C. Donner 'expression de la
différence de marche 6 en utilisant ce point.

b) Auvoisinage des points Ty, Hj et T2, on assimile C au segment [ToH;j]. Faire une
figure agrandie et en déduire § en fonction de a, 0 et I'indice ny.

¢) En déduire I'expression de § en fonction de a, D, y et ny.
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Effet de disymétrie des trous d’Young

Deux trous d’'Young distants de a sont percés dans un plan opaque II. Lors du per-
cage, une disymétrie apparait, le trou T; est plus large que le trou T». Quelle est la
conséquence sur I'observation ?

Champ d’'interférences et visibilité des franges d’Young

Deux trous d’Young distants de a = 2,0 mm ont méme largeur 1000Ay. La lumiere
diffractée par un de ces trous forme un faisceau conique de demi-angle au sommet
0 =1,0 mrad. On prend Ay = 600 nm.

a) A quelle distance minimale D du plan des trous d’Young doit-on placer I'écran
pour observer au moins trois franges ?

b) Pourquoi la visibilité des franges est-elle pratiquement impossible sur les bords
du champ d’interférences ?

Brouillage des franges d’Young a deux sources

Le dispositif des trous d’Young est éclairé par deux sources non cohérentes S’ et S,
de méme intensité lumineuse, monochromatiques, de méme longueur d’'onde dans
le vide Ag, situées symétriquement sur I'axe a la distance d I'une de I'autre, dans
un plan situé a la distance D du plan opaque II. On fait I'observation dans le plan
(S',8”,T1,Ty), sur un écran situé a la distance D de IT. Le point M de I'écran est repéré
par son ordonnée y. On prend 'indice de I'air égal a 1.

v
Sll AVM
° T,
T Fol -
D av - - - D <
° T,
S7

a) Identifier les quatre rayons qui frappent M. Lesquels interferent ?

b) Déterminer I'intensité lumineuse I'(y) donnée en M par S’ et celle I (y) donnée
en M par S”. En déduire I'intensité 1(y).

c¢) Ondonne larelation de trigonométrie
+ —
cosp +cosq =2cos % cos %

En déduire qu’on peut écrire

2
I(y) =4lp|1+ycos ()
Ao

d) En déduire 'expression du contraste C en fonction de d et déterminer la valeur
minimale positive de d pour laquelle ce contraste s’annule et les franges d’inter-
férences sont brouillées.
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Ll Mesure de I'indice d’'un gaz transparent

Dans le dispositif suivant, les deux rectangles sont des réservoirs identiques a faces
paralleles et transparentes, de longueur intérieure L, dans lesquels on injecte des gaz
transparents d’indices respectifs ny et ny.

n, écran
T,
S Lo
a —

On prend L = 50,0 cm, D = 10,0 m, a = 2,0 mm et l'indice de l'air extérieur,
dans lequel le dispositif est placé, est ng = 1,00028. La masse molaire de l'air est
M =29 g-mol~! et la constante des gaz parfaits vaut R=8,31J-K~! -mol 1.

a) Déterminer 'ordonnée sur I'écran de la frange centrale brillante, ou I'ordre d’in-
terférences est nul, lorsque les deux réservoirs sont remplis d’air 8 méme pression
et méme température, d'indice ng.

b) On fait le vide dans le réservoir 1 (n; = 1) et on remplit le 2 d'un gaz d’indice n.
Déterminer I'expression de l'indice n en fonction de a, L, D, ng et de 'ordonnée
Yo de la frange centrale brillante.

¢) On faitle vide dans le réservoir 1 (n; = 1) et on remplit le 2 d’air dont la pression
vaut Py =1,013-10° Pa et dont on fait varier la température T. On reléve la valeur
del'ordonnée yq de la frange centrale brillante et on obtient le tableau de valeurs
suivantes

T || 270 | 280 | 290 | 300 | 310 | 320 | 330 | 340
yo (mm) || 759 | 732 | 707 | 683 | 661 | 641 | 621 | 603

On note n(T) I'indice de I'air ala température T. Montrer que le produit (n(T)-1)T
est constant.

d

e) On assimile I'air & un gaz parfait, en déduire la loi de Gladstone-Dale

=

En déduire la température T de I'air extérieur.

n—1=KgpH

ol  est la masse volumique et donner la valeur de la constante Kgp pour l'air a
la pression Py.
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Effet d’'une rotation de la lame a faces paralleles

Dans le dispositif des trous d’Young éclairés par une source ponctuelle monochro-
matique, de longueur d’onde dans le vide Ag, au foyer objet d'une lentille conver-
gente, on place une lame transparente a faces paralléles, d’épaisseur e et d'indice n,
en amont du trou Tj. Cette lame pivote d'un angle a.

T,
s !
L i B R P it - 4‘11— ———————————
| \
l T
I " Yiadl
! e

Déterminer le déplacement de la frange centrale brillante sur un écran situé a D du
plan des trous d'Young lorsque la lame pivote de 0 & a. On prendra I'indice de 'air
égal a 1. Donner son expression simplifiée si a est un petit angle.

Brouillage par effet dispersif

Dans le dispositif suivant, la lame transparente, a faces paralleles et d’épaisseur e
est dispersive, son indice de réfraction dépend de la longueur d’onde dans le vide Ag
selon la loi de Cauchy

1
n(o) = A+Bo? avec o = o nombre d’onde
0

v

La source n’est pas monochromatique mais possede un profil spectral rectangulaire
en nombre d’onde, c’est-a-dire que 'intensité lumineuse dly correspondant a une
bande spectrale de largeur do est
: Ao
Osioc<aog—5

dly=2(o)do avecP(0) =| 9psioe 00—%,00+%

: Ao
O0sio>op+ 5~
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9 est la densité spectrale.

Ya

G, —Ac/2

|

|

|
o

6, +Ac/2

a) On prend l'indice de l'air égal a 1. Soit M un point de I'écran et o un nombre

d’onde dans l'intervalle [00 - %,00 + AZ—" .Donner l'expression de l'intensité lu-
mineuse dl(o) créée en M par la bande spectrale [0,0 + do].

b) En déduire I'expression intégrale de 'intensité lumineuse relative

1)
Ao

On ne cherchera pas a calculer cette intégrale.

¢) Voici les allure des graphes de J(y) pour différentes valeurs de la largeur spectrale

relative

Ao
s

Jty) avec b

141\

(8=10°(-5)

Jly) avec beta

18

16

a=2.10-5)

68 66 04 62 O 02 0% 06 08 08 66 04 62 O 07 os 06 08 1
y y
91) aves bela=5.10%-5) Jiy) avec befa=10.104(-5)
18 18
16 16
14 14
N\ 2N N\ N\ 2
\ N V4 \ y \ ~_ >~ i~ 7
-~ NS o8/ N\ 08
06 06
04 04
02 02
08 66 04 62 O 02 0 06 08 08 66 04 62 O 07 0% 06 08 1

Commenter ces graphes et proposer une conclusion.
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Mesure de la vitesse d’'un fluide (résolution de probléme)

Dans le dispositif suivant, les trous d’Young sont distants de a et S est une source
ponctuelle de lumiére quasi monochromatique, de longueur d’onde dans le vide Ag,
placée au foyer objet de la lentille convergente. Le liquide dans le tuyau est de 'eau,
d’indice n. On prend l'indice de l'air égal a 1. L'eau se déplace a la vitesse Vy (tres
inférieure a la vitesse ¢ de la lumiere dans le vide) et on admet la loi de relativité des
vitesses : dans le référentiel du laboratoire, la lumiere se déplace a la vitesse égale
a la somme vectorielle de la vitesse de la lumiere dans I'eau et de la vitesse de 'eau
dans le référentiel du laboratoire.

écran
T,

Lorsque 'eau circule dans le tuyau, le systeme de franges observées sur I'écran se
décale de Ay parrapport a sa position quand I’eau est immobile. En déduire la vitesse
Vop.

Brouillage des franges par élargissement spatial

Une source large [AB] définie par y € [-£, 5] dans le plan x = —Dg éclaire un plan
opaque en x = 0 percé de deux trous d'Young en T} (y =—4%) et T2 (y = ). Un écran
est placé en x = D et un point M de cet écran est repéré par son ordonnée y. D et
Ds sont tres grands devant e, a et y. Dans le plan de la source, l'intervalle [ys, ys +
dys] délimite une source élémentaire quasi ponctuelle dS, fragment de la source,

. ) 2 . o d )
de largeur dys, qui donne sur I'écran une intensité dlg = I % lorsqu’un seul trou
d’Young est ouvert. Les sources élémentaires sont incohérentes deux a deux.
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a) Montrer I'expression de la différence de marche pour la source dS :

d(ys) = [dSToM] —

[dSTM] = —

ysa _ya
D

b) En déduire I'intensité dl en M créé par la source dS.

c) Justifier que I(M) =

1=2Iy

2nya
AoD

1+ycos

e
/ ZS __ . dl Calculer cette intégrale et I'écrire sous la forme
=32

ol on précisera l'expression de y en utilisant la fonction sinus cardinal :
sinc x = 2%, On pourra utiliser la relation

sinp —sing =

2sin

p—q ptq

cos
2

d) En déduire 'expression du contraste de la figure.

e) La fonction sinus cardinal est maximale pour x = 0 et devient tres faible a I'exté-
rieur de l'intervalle [—m, 7t]. En déduire la valeur de e au dessus de laquelle on ob-
servera un brouillage et retrouver la condition donnée par le critére de brouillage.

Détermination expérimentale d’'une largeur spectrale (analyse documen-

taire)

Une source de lumiere ponctuelle S présentant un profil spectral de largeur AA et de
longueur d’'onde moyenne Ao = 668 nm éclaire un dispositif de trous d’'Young dont la
distance a varie 2 vitesse constante Vo = 100 um-s~ ' avec a =02 ¢ = 0. S est 2 égale
distance des deux trous. L'écran est a la distance D = 5,00 m, on place un capteur de
lumiéere en un pont M d’ordonnée y = 1,0 cm. On obtient le graphe suivant, donnant
I'intensité lumineuse en fonction de la date ¢ exprimée en secondes.

IH
]

!

iy

iy
\U

“l‘n\‘nv

m
I

m i

i

T ” m”” ” WU U\ (.~
-

et

200

300
t

400 500

Donner une estimation de la largeur spectrale AA.
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Flargissement spectral d’'une radiation par effet Doppler

Un gaz parfait monoatomique de masse molaire M dans une ampoule est porté a la
température T et émet une radiation principale de fréquence fj dans le référentiel de
'atome émissif. Lorsque I'atome est en mouvement  la vitesse v constante dans le
référentiel Z un observateur fixe dans £ percevra une onde de fréquence différente.
En notant # le vecteur unitaire dirigé de 'ampoule vers I'observateur, la fréquence
pergue est fp, fq dansle cas particulier ot 'atome vient vers I'observateur (7 = +vii)
et fe dans le cas particulier ot1 'atome s’éloigne de 'observateur (7 = —v i) avec

=L o= Ly etr= L

v
c

o

On rappelle que Ag = j—i ot ¢ = 3,0-108 m-s~! est la célérité de la lumiere dans le
vide.
a) On rappelle que I'énergie interne molaire d'un gaz parfait monoatomique est

Uy, = $RT. En déduire que la vitesse moyenne v des atomes du gaz parfait mo-
noatomique est reliée a la température par la loi

1 3
—muz = —kBT
2 2

avec kg = JVLA' On suppose désormais que tous les atomes ont la méme vitesse v.

b) Onnoté 6 I'angle entre i et ¥ pour un atome donné. Exprimer f), en fonction de
fo, v, c eta. Retrouver ainsi les expressions de f, et f. données par 'énoncé.

¢) On donne pour 'hélium M = 4,0 g-mol™!, R=8,31 J-K~! -mol~! et T = 600 K.
Af _ fa—fe

Estimer numériquement la largeur spectrale relative 7 7

d) Pour les N atomes émetteurs dans 'ampoule, on note dN le nombre d’atomes
dont le vecteur vitesse fait avec 7 un angle compris entre 0 et 0+ d0 : ce sont ceux
dont I'extrémité du vecteur vitesse se trouve dans la zone hachurée suivante :

Montrer que dN = % sin0d0.

e) On note 2(A) = % la densité spectrale de la source, ou dlj est I'intensité lumi-
neuse recue par 'observateur dans la bande spectrale [A,A + dA]. On admet que
dlp est proportionnel au nombre dN d’atomes émettant dans cette bande. Mon-
trer que le profil spectral est rectangulaire, c’est-a-dire que 2(A) est constant pour
A € [Amin, Amax], nul partout ailleurs.

f) Pour I'hélium 2 600 K, fy =5,106-10'* Hz. Calculer les valeurs de
_ Amax + Amin _ Amax — Amin

A
0 2

et AA
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Brouillage des franges par élargissement spectral

Une source ponctuelle S placée a égale distance de deux trous d’Young distants de
a, possede un profil spectral rectangulaire en nombre d'onde o = % La densité spec-

trale en nombre d’onde est constante sur I'intervalle | oo — AZ—U ,00 + % ol elle vaut
dl
9(0)=— =9
do
et nulle partout ailleurs. On prend l'indice de 'air égal a 1.

a) Par application de la formule de Fresnel, donner I'expression de la contribution
dl(o) de la bande spectrale élémentaire [0,0 + do] a l'intensité lumineuse en un
point M d’ordonnée y sur un écran a la distance D du plan des trous d’Young.

b) En déduire I'intensité lumineuse totale et I'exprimer sous la forme

. 2ny 2ny
1(y) =2Ip |1 +sinc—cos ——
u v
ol sinc est la fonction sinus cardinal
. sinx
sincx = —
dont voiciI'allure du graphe
i \
/1)
ds] |
fo.s—
041
| 0.2+
/\ ™\
VR / | / ///7 N\
15 -10 -5/ |5 M0 15
N/ \ / \ / N
/ \ X
02 \/

Préciser les expressions de g, u et v.

¢) Enconsidérant que Ao < oy, justifier que le contraste de la figure d’interférences
au voisinage de M est

Cy) =

. 2n
s1nc—y
u

d) En déduire 'ordonnée y a laquelle le contraste s’annule et comparer au résultat
donné par le critere semi-quantitatif de brouillage des franges.
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Analyse sommaire des teintes de Newton

On utilise pour la perception des couleurs le cercle chromatique basé sur les trois
couleurs primaires rouge (Ag = 700 nm), vert (Ay = 546 nm) et bleu (Ag =436 nm) :

Une source ponctuelle de lumiére blanche est placée a égale distance de deux trous

d’Young distants de a = 1,0 mm. Un écran est placé a D = 10 m du plan des trous

d’Young. La position d'un point M de I'écran est repérée par son ordonnée y. On

prend l'indice de 'air égal a 1.

a) Donner I'expression de I'ordre d’interférences p) (y) au point M pour une radia-
tion de longueur d’onde A.

b) Onadopte le modéle suivant : une radiation est brillante en y si son ordre d’inter-
férences p) (y) est compris entre k— 711 etk+ 711 et éteinte si p) (y) est compris entre
k+ % etk+ % ol k est un entier. Construire un diagramme pour 0 < y < 5 mm indi-
quant les zones de brillance et les zones d’extinction de chaque couleur primaire.

¢) En déduire une description par couleurs de cette zone.

Construction graphique du spectre cannelé

La densité spectrale solaire pour la longueur d’onde A est le rapport entre 'intensité
de la lumiéere solaire dI et la largeur spectrale dA de la bande de longueur d’onde
[A,A+dA]. Elle s’écrit

dl K

PN = ———
ax s (exp )\ZgT - 1)

olt h =6,62-10734 J.s est la constante de Planck, ¢ = 3,00-108 m-s~! la célérité de
la lumiere dans le vide, kg = JVLA =1,38-10"23 J.K! la constante de Boltzmann et

T =5800 K. On prend I'indice de I'air égal a 1.

169



Chapitre 6 Dispositif des trous d’Young

a) En utilisant un outil graphique, tracer la courbe représentative de 2(\) pour
A € [300 nm, 900 nm]

en prenant K = 10729 pour des commodités d’échelle. Commenter le fait que le
maximum d’acuité de I'ceil humain se situe entre 500 nm et 550 nm.

b) On filtre la lumiere solaire par un verre athermique qui la débarrasse des radia-
tions infrarouges, puis on la concentre au foyer S d’'un miroir parabolique. S est a
égale distance de deux trous d'Young distants de a = 1,0 mm, un écran est placé
a D =1,0 m du plan des trous d’Young et on place un spectroscope au point M
d’ordonnée y = 1,0 cm. Justifier que la densité spectrale en M est

_ 2nay
EN)=29(\) (1 +cos D )

¢) Enutilisant un outil graphique, tracer la courbe représentative de & (A) pour
A € [400 nm, 800 nm]

Combien de cannelures le spectre présente-t-il ?

d) OnpassedeD=1,0maD =10,0m. Combien de cannelures le spectre présente-
t-il 2 Quelle est la teinte de Newton visible en M ? On donne le cercle chromatique
basé sur les trois couleurs primaires rouge (AR = 700 nm), vert (A\y = 546 nm) et
bleu (Ag =436 nm) :

I Détermination de a a partir du spectre cannelé

On éclaire en lumiére blanche deux trous d'Young distants de a. La source ponctuelle
S est a égale distance des deux trous. L'écran est situé a la distance D = 2,50 m du
plan des trous d’Young. On place un spectroscope au point M de I'écran d’ordonnée
¥ = 1,5 cm. On observe 17 cannelures dans le spectre [400 nm,800 nm]. On prend
I'indice de I'air égal a 1. Déterminer l'intervalle des valeurs possibles de a.
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Trois trous d’Young dans les conditions de Fraunhofer

Trois trous d’Young alignés sont éclairés dans les conditions de Fraunhofer par une
source ponctuelle monochromatique de longueur d’'onde dans le vide Ay au foyer
objet d'une lentille convergente. L'écran est dans le plan focal image d'une lentille
convergente de distance focale f’. On note a la distance entre deux trous consécutifs.
On prend I'indice de l'air égal a 1.

Ay
+M
S alTs
@ — -t B SR
alT2 f
T]

Déterminer I'expression de 'onde complexe en M, en déduire celle de I'intensité lu-
mineuse I(y) et tracer, de préférence sans utiliser I'outil informatique, I'allure de sa
courbe représentative.

Séparation angulaire d'un systéme de deux étoiles

Une lentille mince convergente précédée de deux trous d’Young T et U distants de
a, vise les deux composantes de méme luminosité d'une étoile double (S1,S2). Un
filtre spectral permet de travailler en lumiére monochromatique de longueur d’'onde
Ao =660 nm. On prend I'indice de I'air égal a 1.

S,
o/2

<

o/2
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a) Ons'intéresseal'étoile S vue sous un angle . Donner I'expression de I'intensité
lumineuse I (y) créée par cette étoile au point M.

b) Sz est vue sous un angle —§ par rapport a I'axe optique. Donner I»(y) puis I(y)
due aux deux étoiles.
¢) Ondonne la formule de trigonométrie
+ —
cosp +cosq =2cos Prq P4
2 2
Calculer le contraste C.

d) On fait varier a. Pour quelles valeurs de a a-t-on C = 0 ? On détermine de facon
expérimentale la plus petite valeur de a vérifiant ces conditions : apj, = 220 mm.
En déduire la valeur de a.

Trous d’Young non alignés

Dans le dispositif suivant, le rayon (SOM) est le rayon de référence et on cherche a
exprimer la différence de marche entre ce rayon et le rayon (SPM).

/

[92]

La source ponctuelle S monochromatique, de longueur d’onde dans le vide A, est au
foyer objet delalentille convergente de gauche. Le pomt M a pour coordonnées (x, )
sur I'écran. Le vecteur k = kii a pour norme k = )\ et est selon le vecteur unitaire i

qui vise M depuis le centre optique O’ de la lentille de droite, de distance focale f.

a) Justifier que

= [SOM] — [SPM] = OPsin® = ii-OP avec ii ~

Tl

b) En déduire la relation entre les grandeurs complexes
apM) = ag, (M)eiFOP
¢) Onremplace le plan contenant O et P du schéma précédent par un plan opaque
dans lequel on a percé quatre trous d'Young, leurs coordonnées dans ce plan sont
0
0

Déterminer I'expression de l'intensité lumineuse I(x, y) au point M. Décrire la fi-
gure observée sur I'écran.
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Introduction a I’étude de la diffraction

Le passage de deux a N trous d’Young est ici généralisé a une pupille diffractante de
largeur a, infiniment large dans la direction perpendiculaire, étudiée dans les condi-
tions de Fraunhofer. S est une source ponctuelle de lumiére quasi monochromatique,
de longueur d'onde dans le vide Ay. On prend l'indice de 'air égal a 1.

On définit autour d'un point P de la pupille, d’'ordonnée y, une pupille élémentaire

de largeur dy. On admet que cette pupille se comporte comme une source secon-

daire de lumiere qui, par effet de diffraction, émet de la lumiére dans toutes les di-

rections en aval de la pupille. On considere un point M de I'écran, d’ordonnée yy; et

repéré par le petit angle 0. On a tracé sur la figure le rayon de référence (SOM).

a) Tracer le rayon (SPM).

b) Déterminer la différence de marche dy1(y) = [SPM] — [SOM] en fonction de y, et
0 puis en fonction de y, yyp et f'.

¢) La contribution de la pupille élémentaire a 'onde complexe donnée en M

—i 2715)\1\(/)[ [§0) ﬂ

da=aqe
a=4ap .

(ag est un terme de référence correspondant a I'onde passant par O). En déduire
par calcul intégral la fonction d’'onde a(M) et I'intensité lumineuse I(M) en fonc-
tion de yyp en utilisant la fonction sinus cardinal carré

.2 sinu)?
sinc“u =
u

dont 'allure du graphe est la suivante.

]

d) Décrire sommairement la figure sur 'écran.
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Du mal a démarrer

Le carré scaleire est égal au carré de la norme.

Les propriétés géométriques du cercle et des triangles rec-

tangles permettent d’identifier les angles et les différentes lon-
gueurs pertinentes.

On pourra supposer S a égale distance des deux trous

d’Young et poser Iy = ply. Il suffit ensuite d’appliquer la formule
de Fresnel générale et de calculer le contraste pour conclure.

On trace les deux faisceaux coniques et on détermine, par
un raisonnement de géométrie, la largeur de la zone d’intersec-
tion des deux faisceaux sur I'écran. Elle doit étre supérieure a trois
interfanges.

Seuls les rayons issus de S’ d’une part, ceux issus de S

d’autre part interférent. Les intensités I'(y) et I” (y) sont obtenues
par un calcul classique. Les sources étant incohérentes, on somme
les deux intensités.

Le calcul est identique a celui effectué dans le cours, en rem-
placant (n—1)e par (n] —ny)L.
La difficulté est purement géométrique. Il est conseillé de

faire une figure trés agrandie, en prenant un angle a assez grand.
La deuxieme loi de Descartes a la réfraction met en évidence
I’angle de réfraction r. On pourra noter Hj et K les points d’en-
trée et de sortie du rayon dans la lame de verre, puis exprimer les
différentes longueurs en cherchant des triangles rectangles et en
utilisant les angles a—r et r.

(a) On utilise la formule de Fresnel. (b) On exprime 1(y)
par une intégrale d’intensités lumineuses car les ondes correspon-
dant aux bandes spectrales élémentaires sont deux a deux incohé-
rentes. (c) On pourra remarquer que I’allure des courbes d’inten-
sité donne acces au contraste.

On calcule les vitesses dans les parties haute et basse du
tube par composition des vitesses (dans le référentiel de I’eau, la

lumiére se déplace & ). On en déduit les indices apparents des
liquides dans les deux branches et la suite du calcul est classique.

On calcule 'intégrale des intensités lumineuses créées sépa-
rément par chacune des sources élémentaires. Le calcul complet
demande beaucoup de soin, mais il est tres guidé.

En s’inspirant du calcul proposé dans I'exemple du cours, on

pourra exprimer Ap en fonction de AA et de Ag. Il est aisé de déter-
miner sur le graphique la date a laquelle le brouillage est atteint,
et d’en déduire AA.

La principale difficulté de I’exercice est la démonstration de

I’expression de dN a la question (d). On justifiera que dN = N%
ou o/ est I'aire de la sphére et dof Iaire de la bandelette hachurée.

Pour la question (e), on écrira que % = % . %

174

0

(a) On pourra remarquer que w =2nd(y)o. (b) Le cal-
cul de I'intégrale fait apparaitre la différence de deux sinus, qu’on
pourra écrire sous la forme d’un produit. (c) Le cosinus oscillant
entre —1 et +1, on identifie Imax et Imin dans I'expression de I(y).
(d) On peut considérer qu’aprés la premiére annulation du sinus
cardinal, celui-ci reste trés faible et le contraste est presque nul.

Sur un axe gradué en y, on repére les ordonnées pour les-
quelles les différentes couleurs sont allumées ou éteintes. On peut
le rendre plus lisible en tracant des segments sur des axes super-
posés, puis analyser dans chaque intervalle la couleur résultant de
la superposition grace au cercle chromatique.

(a) On calcule numériquement k}]l;_CT puis on utilise un gra-

pheur. (b) Par application de la formule de Fresnel, &(A) est le
produit de 2(A) par une fonction trigonométrique de A. (c) L’uti-
lisation du grapheur fait apparaitre le spectre cannelé et il suf-
fit de compter le nombre d’annulations. (d) On vérifie qu’il n’y a
plus qu’une seule cannelure et Iutilisation du cercle chromatique
permet de déterminer la couleur complémentaire de la radiaton
éteinte.

L’encadrement des longueurs d’onde éteintes permet d’en

déduire, par inversion de la double inégalité, celui de I'ordre d’in-
terférences, puis celui de I’entier k correspondant aux extinctions.
S’il y a 17 entiers entre deux réels, leur différence est comprise
entre 17 et 18.

On superpose trois ondes cohérentes dont les phases sont

en progression arithmétique. On peut les exprimer en fonction de
celle qui passe par Tz, puis sommer les trois ondes complexes et en
déduire I'intensité lumineuse. Pour tracer I’allure de la courbe, on
peut tracer 'allure de la fonction cosinus et en déduire, de proche
en proche, celle de la fonction compléte.

La sommation des intensités obtenues par la formule de Fres-

nel donne I'expression de I(M). L’annulation du contraste permet
de calculer la valeur de a.

En utilisant la formule clé vue au chapitre 5; on peut ex-
primer chacune des quatre ondes arrivant en M en fonction du
produit d’une fonction de référence ag et des exponentielles com-
plexes ek OP o P identifie tour a tour a T, U, V, W. La som-
mation des quatre ondes cohérentes donne a(M). On en déduit
I’intensité lumineuse en fonction de x et de y.

La sommation discréte d’ondes complexes cohérentes est

remplacée par une sommation intégrale. Comme en grandeurs
: ibx
réelles, la primitive de e'P* est €. Il faut mener le calcul avec
soin jusqu’a obtenir, aprés simplifications, le sinus cardinal.
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Corrigés des exercices

a) Les coordonnées sont lues sur le schéma

0

T

, To

etM‘ b
y

(SIS}
Nl @

b) On en déduit

TIM‘ b .TZM‘ b
y+3 y=32

¢) On développe I'identité remarquable

( ) )

=T1M2 =T, M2 = (T;M - ToM)(T; M + Ta M)

d) Lidentité s’écrit

a) La différence de marche est
8 =[STIM]=[SToM] = [ST]+[T1H1]1+[H1M]=[ST2]-[ToM]
Pour des rayons issus de M, la loi de Malus indique que
C est une surface d’'onde car elle est perpendiculaire aux
rayons. On en déduit que

[MH;] = [MT2] donc [HM] = [T2M]

en utilisant le principe de retour inverse de la lumiere.
S étant a égale distance de T; et de Tp, la différence de
marche vaut donc

8=[T1H1] = noT1Hy

b) La figure agrandie est la suivante.

Dans le triangle (T1H; T») assimilé a un triangle rectangle,
T1H;j = asin® = ab donc & = nyad
¢) Onaf=tan6 = % donc

_ hpay
D

19

Les intensités données en M par chaque trou pris séparément
sont différentes. On doit donc revenir a la formule de Fresnel
générale, posons Ip = BI; avec p < 1. Dans les notations du
cours, en prenant l'indice de I'air égal a 1, et en supposant la
source placée a égale distance des deux trous d’Young,

a 21d
5= Ey etT=T; +1p +2\/Illgcos)\i
0

2na
soitI =1y y)

1+[5+2\/ﬁcos oD

II n'y a donc pas de frange totalement sombre (I ne s’annule
jamais) et le contraste vaut

C:@<1
1+p

Le contraste est d’autant plus proche de 0 que les deux trous
ont des largeurs différentes.
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Chapitre 6 Dispositif des trous d’Young

a) Les faisceaux coniques ont |'allure suivante.

b

=

a)

b)

“i B

La largeur du champ d’interférences est
d=2Dtan6-a=2D0-a

Linterfrange est

. AoD
i=—
a

On observera au moins trois franges si

3AoD

d > 3isoit2D0—a >

soit D > 1,8 m

a —
a3k
20—
Sur les bords du champ d’interférences, la figure indique
qu’on est au cceur de 'un des faisceaux coniques (celui
issu de Tq par exemple), et a la périphérie de I'autre fais-
ceau (celui issu de T»). Lintensité lumineuse I; est donc
proche de sa valeur maximale Iy et Ip est proche de zéro.
Le contraste est donc

2vIh1 I
c=2vhl _, Iz

L +1» I

=0

donc les franges ne sont plus visibles.

Les quatre rayons sont (S'TiM), (S”"TiM), (S'T2M) et
(S""T2M). Seuls les rayons issus d'une méme source inter-
ferent, les sources S’ et S” sont incohérentes, il y a donc
interférence entre (S'T{M) et (S'ToM) d’une part, entre
(S"T1M) et (S"To,M) d’autre part.

La différence de marche en M entre les deux rayons issus
de S’ est

8'(M) = [S'TyM] = [S'ToM] =S'T1 + TiM —S'Ty - ToM
Les coordonnées des quatre points sont

-D
_a T

2

0
S’ _a , T2
2

D
% etM‘
2 y
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)

On en déduit

s'Ty

D
d—a donc
2

_ 72 — 2
S’T1=\/D2+(d @ :D\/1+(d a
4 4D?2

d% -2ad + a?
+ e —
8D?2

S'Ti=D|1
On exprime de méme

d% +2ad + a?
+7

ST, =D |1
2 8D2
4y? +4ay + a®
T;M=D 142y riay+a;
8D2
4y% —day+a?
TyM=D |14 24V*Ta@
8D2
On en déduit
ad ay
M) =8'(y) = ——— + —=
(M) ) DD

Par application de la formule de Fresnel on en déduit

/
I'(y) =21y (1 +cos zni W )

0

Le calcul est parfaitement analogue pour I'autre source, il
suffit de remplacer d par —d :

218" (y)
0

) avec 8" (y) = % + %

1"(y) =2l (1 +cos

Les deux sources sont incohérentes, on somme donc les
intensités lumineuses

/ "
1) =Ty +1"(y) =21 (2 +cos 218 () +cos 2 (y) )

0 Ao

En utilisant la relation donnée,

/ " Ty &
I(_y) = 410 (1 + COoS ZH(S (y) 0 (y)) Cos 27[(8 (y) 0 (y)))

2\o 2)o
I(y) =41 (1 +cos anay cos —de)
yI==o 2D P AoD
Par identification
nad ay
= —etd(y) =—
Y = cos oD et o(y) D
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d) Lintensité est maximale lorsque le cosinus vaut +1 siy >0
ou-1siy<o,

donc Imax =4Ip(1 +1Y])

Lintensité est minimale lorsque le cosinus vaut -1 si y >0
ou+lsiy<o0

donc Iipin =41 (1 =YD

Le contraste vaut donc

_ Ao +1yD -4l -1yD _

= =yl
Ao+ YD +dloa—1yn Y
soit C = |cos nad
AoD
Il s’annule lorsque
nad

B¢
—— =—+nnnez
AD 2

La plus petite valeur positive est obtenue pour n =0, donc

_ AoD
T 2a

d

a) Les deux réservoirs étant remplis d’air de méme indice,
il n'y a aucune différence de marche en amont des trous
d’Young, le point de I'écran ou § est nul est donc le point
équidistant de Ty et T, c’est donc le centre en y = 0.

b) Soit M le point de I'écran d’ordonnée y. Détaillons la
marche des deux rayons qui s’y superposent.

La différence de marche est
8 =[SHy] + [H1Kq] + [K1T1] +[T1M]

—[SHp] - [H2Kp] = [KpT2] - [ToM]

D’apres la loi de Malus,

[SH;] = [SHy] et [K] T1] = [K»T2]

c)

d

=

Dispositif des trous d’Young Chapitre 6

De plus, le calcul de la norme des vecteurs puis le dévelop-
pement limité donne

2
2 a
Y +ﬂy+T

TIM=D |1+ 2%

a
,{ doncTM-T,M= Ey

2 a
_ y-ay+§
ToM=D|1+ D2

Enfin, par définition du chemin optique
[H;K;] =L et [HyKy] = nl

On en déduit nna
§=(1-nmL+ 24

La frange brillante centrale est définie par

npayo
DL

0=0soitn=1+

La formule établie a la question précédente est encore va-
lable. On peut donc écrire

npayo
DL

nM-1=

On complete donc le tableau de valeurs en calculant
n(T) -1 et le produit (n(T) — DT.

T X 270 280 290 300
Yo (mm) 759 732 707 683
n(T) -1 (x107%) 3,036 2,928 2,828 2,732
(n(M-1T 0,08197 | 0,08198 | 0,08201 | 0,08196
T X) 310 320 330 340
Yo (mm) 661 641 621 603
n(T) -1 (x107%) 2,644 2,564 2,484 2,412
(n(M-1T 0,08196 | 0,08205 | 0,08197 | 0,08201
Le produit est presque constant :
(n(T)-1)T =0,082K
Pour I'air extérieur
4 0,082
ngp—1=2,8-10"" donc Top = —— =293K
2,8-1074

La loi des gaz parfaits s’écrit

m . m
PoV = —RT soit PM = —RT = uRT
M v

0,082 0,082R
doncn-1=——= v
T PoM
On en déduit
0,082R 43
= =2,3-10"" m” - k;
GD PoM g
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Chapitre 6 Dispositif des trous d’Young

Voici le schéma détaillé du trajet du rayon qui traverse la lame,
en tenant compte de la double réfraction a I'entrée et a la sor-
tie.

La deuxiéme loi de Descartes s'écrit sina = nsinr. La diffé-
rence de marche induite par la lame de verre en amont des
trous d’Young est, par application de la loi de Malus

[ST1] = [ST2] = [H1Kq] - [H2K3]

Dans le triangle rectangle (H; K;L) :

H;L
donc H1K; =
1Ky cosr

CoSr =

Dans le triangle rectangle (H; MKj) :

MK; ecos(a—r)
donc MK; =H;Kjcos(a—1) = ———
H1Ky cosr

cos(a—r) =

Or HyoKy = MK; donc

ne ecos(a—r)
0 =nH;K; —H2Ky = -

cosr cosr

En un point d’ordonnée y sur I'écran, la différence de marche

est donc
_ne ecos(a—r) N ay
cosr cosr D
La frange centrale brillante, ot1 la différence de marche vaut 0
se trouve donc en

De n—cos(a—r)
Yol =——
a cosr

Poura=0,r=0et
0) De( 1)
=——\(n-
Yo p

178

On en déduit

De [ n—cos(a—r1)
Ayo=—|———
a cosr

—-(n-1)

Si a est un petit angle, les développements limités au
deuxieme ordre s’écrivent

oa=nr
r2 o?
cosr=1-—=1-—
2 2n?
O(Z(n—l)2
cos(a—r) = 1—72
2n
2 2
a“(n—1)
n—cos(a—r) N—l+=— 7
cosr _ o
2n?

cxz(n—l)2 o?
n-1+——m—||1+ — | =
2n2 2n?
2

n—1+2a?((n—1)2+(n—1)):

a?(n-1)
2n

-1+

On en déduit
~ Deaz(n -1)

A
7 2an

a) Ladifférence de marche est la somme de celle en amont et
de celle en aval des trous d’Young. Le calcul classique est
détaillé dans le cours et

8 = [ST;M] — [STaM] = (n(0) - 1)e + %

Par application de la formule de Fresnel

dl =2d]y (1 +cos @)
Ao

soit dI(0) = 29ydo [1 +2cos (27[0 ((n(o) —De+ %)”

pour o € 4o Ag ]

00— ’00+T .
b

=

Les bandes spectrales, de nombres d’onde distincts, donc
de longueurs d’onde distinctes, sont incohérentes. On
somme donc les intensités lumineuses.

oo-42
I(y) = f 29ydo
o=00— A_20
2_ @y
[1+cos(2m(A+Bo? - De+ = )]
et](y) = % .Lintégrale n’est pas facilement calculable car

elle fait apparaitre le cosinus d'une fonction polynomiale
de degré3eno.
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¢) Onvoitnettement que le contraste entre J;ip, €t Jmax chute
lorsque P varie de 1-107° 210-107°. Il y a donc brouillage
des franges pour p > 10-10~°, donc quand

Ao >0g-1074

On calcule les vitesses dans les parties haute et basse du tube
puis les indices apparents en faisant le développements limi-
tésenn-2 <1

c c
c1 =-Vp+ — donc ¢; = — avec
n ni

n
nl_—Vo =n

1-n c

V
1+n—0}
c

c c

¢p =Vp+ — donc cp = — avec
n ny

n Vi

1—n—0

c

ny =

= ~n
1+n

Vo

Cc
La différence de marche en un point M d’ordonnée y se cal-
cule classiquement en utilisant la loi de Malus :

a 2n*VoL  a
§=(nmp—m)L+ = L T0L, 4
D c D

La frange centrale brillante est définie par & = 0 donc elle se
décale en

_ 2Dn?VyL

T ac

lorsque I'eau circule. Elle est donc nulle quand I'eau est immo-
bile et Ay = yp. On en déduit

Yo

Vi = acAy
0~ 2pnr2L

a) Les coordonnées des quatre points sont

-L
ds ys Tl -
0 0

(=]

etM

g, T

O ©
o< g

Calculons I'une des quatre distances :

BN 2
dSTy = [dSM = |12+ (ys + g) -L

Effectuons le développement limité :

2 2
ys+ays+%

dSTl =L+
2L

Dispositif des trous d’Young Chapitre 6

On calcule de méme :

2 a®
Ve -ays+4

dSTy =L+
2L
2 a’
+ay+ %
TIM:D+w
2D
2 a’
T2M=D+y VT 4
2D

La différence de marche est
5= [dSTzM] - [dSTlM] = dSTz +T2M - dST1 —TlM

ays _ a4y
L D

soitd =—

b) Les deux ondes, issues de la méme source dS sont cohé-
rentes, on peut donc appliquer la formule de Fresnel :

_ 2l

dl

2n8(ys)
1
+cos X

c) Les sources dS étant distinctes, elles sont deux a deux in-
cohérentes et on somme les intensités lumineuses. L'inté-
grale a pour expression détaillée

_ ) 2lp 2nagys y
I(M)—L _(1+COSA_0[T+B] dys

5:75 e

i _20 A S |
soitI(M) = p s + Tna
AoL _e
2
sin(M+2ﬂya)—sin(—M+2ﬂya)
_ & AoL AoD AoL AoD
T e ¢ 2na

En utilisant la relation de trigonométrie, il vient :

. Tea 2nya
21 2sin 3+ cos
(M) = il e+e Aok AoD
e 2nea
AoL
. . Tea 2nya
soit [(M) =2Ip |1 +sinc——- cos
AoL AoD

C’est bien I'expression donnée par 1’énoncé avec

=sinc nea
Y= AoL
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d) Le terme cos 2;;—3’51 varie entre —1 et +1, donc I(M) varie
entre
Tnin = 2T | 1= [sin c 22| | et Imax = 2Io | 1+ [sin c 254
in = —Isinc—|| e = sinc—
min 0 )\OL max 0 )\OL
Le contraste vaut donc
! — I Tea
—max ‘min _ |0 .0
Imax + Imin AoL

e) Le brouillage apparait lorsque le contraste devient tres
faible, donc lorsque I'argument du sinus cardinal atteint
—-Tounm :

Tea ) ea 1
=T s0it — =
)\oL AoL
n(—e)a . (—ea
ou ——— = —T soit =-
AoL AoL

Conformément a la loi du cours, calculons la variation de
I'ordre d’interférence sur la moitié de la source, entre dS au
centre (ys = 0) et dS ala périphérie de la source (ys = ze) :

8(0)-8(5) ea
Ao ~20L

e
Ap=plys=0)-plys=3) =
Or nous avons montré ci-dessus que le brouillage apparait
lorsque T > ldonclorsque Ap > %

En prenantl’indice de I'air égal a 1, la différence de marche en
M est

8(y) = )

donc I'ordre d’interférences pour la longueur d’onde A est

_8_ay

" A DA

La variation de l'ordre d’interférences évaluée sur la demi-
largeur spectrale de la source est la différence entre le centre
et la périphérie de la bande spectrale :

AA
Ap = p(Ao) —P()\o ey

ay 1
Ap=— [1- ——
P~ D 1+ 53
A A
Ap= 1—(1——)‘) _ ayd
D)o 2o 2DA2

Le critere donné par le cours indique que le brouillage est at-
teint lorsque Ap > %, soit

ayAN 1 DA3
> = soita>—>

2DA3 2 yAX
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Sur le graphe fourni, on constate que 'intensité lumineuse
varie rapidement entre Imax (enveloppe supérieure) et Iiyip
(enveloppe inférieure) et que l'écart devient nul lorsque
11 = 170 s. A cette date, le contraste s’annule donc

v DAZ
n=—:
ol VAN
AZD
donc AA = =13 nm
Vot

a) Dans le modele de la théorie cinétique des gaz parfaits,
chaque atome est assimilé a une bille de masse m. Dans
le modele des gaz parfaits, il n'y a aucune intercation entre
les atomes donc I'énergie interne d'une mole d’atomes est
égale ala somme des énergies cinétiques :

1 3 1
M- Emv = —RT donc Emu —kBT

b) Pour un atome se déplacant vers 'observateur, U = vii et

pour un atome qui s'en éloigne ¥ = —vii donc

fo fo
1-

fa= et fe=

¢) Lamasse d'un atome est

M
m=—
7N

3kgT 3RT
doncvz\/—Bz —=1,93~103m~s71
m M

La largeur spectrale relative est

A 1 1
ORI
f(] I_E 1+E c c
Af 2
soit 2 22V _ 591075
fo ¢

d) Les extrémités des vecteurs vitesse sont répartis aléatoire-
ment sur la surface de la sphere, d’aire of = 4nv?. Laire de
la zone hachurée est celle d'une bandelette qu’on peut as-
similer a un rectangle de largeur vd0 et de longueur égale
au périmetre du cercle de rayon vsin®, elle vaut donc

def =2mvsin®- vd0 = 2mv? sin0d0
On en déduit que

2 .
AN=N. %_NZT[U sin0do

o 4nv?

N
soit dN = 5 sin0do
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e) La longueur d’'onde observée quand le vecteur ¥ fait un
angle 0 avec i est, d’apres I'énoncé :

. c ( vcose)
SoitA=—|[1—
fo c
On en déduit
dI(] dly do
PN=0% = ae an "
KdN N
=5 K sin @ _ KN
o = 40 - 22500 Jo

daA % Usin® ~ 2v

qui est bien une constante.

f) Leslongueurs d’onde extrémes sont

c ¢ v
Amax = — = < (142
e fe fo( C)
c ¢ v
)\min:E:%(l_;)
On en déduit
Ao = — =587,5 nm et AA = — =3,8 pm
0= — =587, - =3
fo fo

a) La différence de marche vaut 6(y) = %. La loi de Fresnel
donne

dl(o) =2d1 (1 +cos 21007 )

dl(o) =29do (1+ cos(2nd(y)0))

b) Les bandes spectrales élémentaires sont de longueurs
d’onde deux a deux distinctes, donc elles forment des
sources incohérentes et on somme les intensités lumi-
neuses.

Ao

oo+ 5
I(y) = f re 29ydo (1+ cos(2nd(y)o))
o=00— 5" 2

Go+

sin(2n8(y)o)
2nd(y)

Ao
O'()*T

1(y) =29 [0

1(y) =29¢Ao+

anlt o+ ) s - )

2
20 215(y)

=

Dispositif des trous d’Young Chapitre 6

En utilisant la relation trigonométrique

sinp —sing = Zsmpzq s%

on peut écrire

2sin (n8(y)Ac) cos (218 (y)ap)
2nd(y)

1(y) =29¢A0 + 29

sin (n8(y)Ac)
nd(y)Ac
et en remplacant 8(y) par son expression

I(y) =29pA0 [1 + cos (2118()/)00)]

naAc 2mac
Y cos 0y

1(y) =299A
(y) =299Ac D

1+sinc

Par identification,

2D D
Ip=%9Ac, u=——etv=——

alAo aog
La période spatiale du cosinus est v, la pseudo-période du
sinus cardinal est u avec u > v d’apres la relation de com-
paraison entre o et Ao. Au voisinage de M, lorsque y varie,
le cosinus oscille donc tres vite entre —1 et +1 tandis que
le sinus cardinal reste presque constant. Le contraste est
donc

|

21y [1+|sinc2n7y

] =2l [1 - |sin(:2n7y

C=

2my

2Ip [1+|sinc2n7y ] +2Ip [1 |smc—

2m
soit C = sinc—y
u

Pour les valeurs positives de y, I'allure du sinus cardinal
indique que le contraste s’annule pour la premiere fois

quand y = m, et reste, a partir de cette valeur, inférieur
a0,2. On peut donc considérer qu’il s’annule pour

| |>uso't| | > D soit
— soi — soi
Y 2 Y alAo
a
Bl=|Z|> —

La variation de I'ordre d’interférence évaluée sur la demi-
largeur spectrale de la source est

B 18

[Apl =
)\min AO

[Apl=18(y)l

N Ao 500 Ao
gp+——0p| = —
0t 0 =
Le critere de brouillage du cours s’écrit

|A |>lsoit|8( )|>L
P 2 ¥ Ao

On retrouve donc bien la méme condition que celle obte-
nue par le calcul intégral.
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a) La différence de marche en M est §(y) = % donc l'ordre
d’interférences vaut

50) _ay
A DA

b) Calculons I'interfrange pour les trois longueurs d’'onde

_AD

pyA) =

iR =7,0 mm

_ ARD

1AV =5,5mm

R ARD
iR=——=4,4mm
a
On divise cet interfrange en 4 et on trace les segments de
brillance des différentes couleurs, en respectant I'échelle,
sur I'intervalle proposé.
S N S SN SN
I
I
I

rouge |
|
|

@ ool
=
B2 B
=
[¢] I
g
= I
|
..
jaune
N
I
rouge |
- I RV I
\
I
i
I
|
noir |
|
|
I
|
I
TTT T
I
|
bleu .
I
I N
|
|
cyan
|
P P AN D
N
I
i
i
\\\\ |
N

c) Les couleurs correspondantes sont obtenues grace au
cercle chromatique.

a) On calcule
hc

—=2,48-10%m
kgT
et on trace 'allure de la fonction
10—29
2\ =

A5 (exp M - 1)

2 / ~
// -
/ N
/ \\\
15 ~
/
v /
’/
1
05
03¢ 707 4e-07 5e-07 6e-07 7e-07 8e-07 9e-07

lambda
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Le maximum est situé entre 500 nm et 550 nm, I'ceil hu-
main est donc bien adapté a 'observation des objets éclai-
rés par la lumiere solaire.

b) La différence de marche est § = %. La formule de Fresnel

donne, pour la bande [\, A+ dA] :

dl(A) =29\ dA (1 +cos ?)

_dlin) Znay)
donc&N) = P —2@()\)(1+cos D

¢) Voici le graphe obtenu.

©

[ ‘
H“\H‘H\HC‘H NN

~

I I J \ \ \
0l e o7 5e-07 6e-07 707 8e-07

lambda

On identifie, dans la bande spectrale visible, 12 annula-
tions de la densité spectrale, il y a donc 12 cannelures.

d) AvecD =10,0 m, voicile graphe obtenu.

007 5e-07 6e-07 707 8e-07

lambda

Le spectre ne présente plus qu'une seule cannelure, pour
A =700 nm, qui correspond a I'extinction du rouge. On ob-
serve donc la couleur complémentaire du rouge,et d’apres
le cercle chromatique, la teinte de Newton observée est le
cyan.
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Les radiations éteintes sont celles pour lesquelles I'ordre d’in-
terférences est un demi-entier, soit

1
pA:¥:k+§, keZ
soit Ay = _

(k+%]D

Dans l'intervalle des longueurs d’onde du visible :

v

<800-1079
(k+ %)D

400-1077 <

(k+ l)D
. 6 2 6
soit1,25-10% < <2,50-10
1,25-10%-a 1 2,50-10%.a
oit 7')/ <k+-< 7'),

2 D
2,50-108 - 1
22U 10 ay

1,25-10%-ay 1
donc 7')/ —-—<k
D 2 D 2

Il'y a 17 cannelures, doncI’écart entre les deux bornes de I'en-
tier k vaut entre 17 et 18, soit

2,50-10° - 1,25-10% -
< ay _ 4 18

17
D D

17D 18D
<a<
1,25-106y 1,25-106y

s0it 2,27 mm < a < 2,40 mm

donc

Voici les 3 rayons qui se superposent en M.

Choisissons le rayon 2 comme rayon de référence. La diffé-
rence de marche entre le rayon 1 et le rayon 2 est, d’apres la
loi de Malus :

81 = [ST{M] — [SToM] = [T H;] = asin® =~ ab

avec 0 =tan0 = %

Dispositif des trous d’Young Chapitre 6

Le calcul est identique pour la différence de marche avec le
rayon 3, donc
_ay _ay
81 = 7 et 63 = —7
Trois ondes se superposent, on ne peut donc pas utiliser la for-
mule de Fresnel. Les ondes étant cohérentes, on somme les

fonctions d’onde complexes :

_i2nay l.Zrmy
Q(M):£1+£2+23:22(e Aof' +1l+e )\Of’)

soit a(M) = a,

1+2cos 2nay)
Aof!

On en déduit

2nay)?
1+2cos y)

I(y) =KaM)a" (M) =Ka, M)a, (M) oS’

2 2
soit1(y) = I (1+2cos )\’:ﬁ)
On peut, sans outil graphique, obtenir 'allure du graphe. Po-

ay

21 .
sons u = v 7 On trace successivement l'allure de 2cosu,

dont la période spatiale est l'interfrange habituel i = )\on’,
puis celle de 1+2cos u, qui s'annule quand le cosinus vaut
—% donc quand son argument vaut %ﬂ +n-2m ou %‘ +n-2m,
et enfin le carré de cette fonction en remarquant que quand
elle s’annule, son carré s’annule avec une tangente horizon-

tale. Voici 'allure des graphes en fonction de u.

(1+2c05 1)*
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Chapitre 6 Dispositif des trous d’Young

Ce graphe fait apparaitre des pics d'intensité de hauteur 91

pour y = k)‘OTf/ et des pics secondaires de hauteur I,. Ce résul-
tat est conforme aux résultats énoncés au chapitre 5 pour la
superposition de N ondes dont les phases sont en progression
arithmétique.

a) En amont des trous d'Young, les rayons sont paralléles et
les surfaces d’'onde sont donc des plans orthogonaux. Ce-
lui qui passe par U coupe l'autre rayon en H avec (THU)
triangle rectangle et § est I'angle entre [TU] et [TH]. On en
déduit que

8m=[51T]-[S1U] =S H+HT-$,U = HT = using

En aval, le calcul est le méme que dans le cours :

8y(y) = [TM] - [UM] = - =¥

f/
Par application de la formule de Fresnel :

210y (¥) +0m)

1+cos
Ao

Il (y) = 210

b) La différence de marche entre les deux rayons issus de S»
est obtenue en remplacant § par —§, donc 8, par -8, :

27[(51/()/) —8m)

1+cos
Ao

Io(y) =2l

Les deux étoiles forment deux sources incohérentes : on
somme donc les intensités :

I(y) =11 () +12(y) soit
218y () +8m) 218, (y) —8m)
Ao Ao

En utilisant la formule de trigonométrie donnée par
I'énoncé, on obtient

I(y) =2Ip |2+ cos

I(y) =4lp |1 +cos

COS
0 Ao

218 m 2n8y(y)]
A

c) Le terme cos
entre

2n§\;(y) varie entre —1 et +1 ; I(y) varie donc

Imin = 410 [1— ‘coszj}\ﬂu
et Imax = 4l [1+|cos%”

Le contraste est donc

_ Imax —Imin :‘ Sanm‘

Ao

Imax + Imin

184

d) Ilya brouillage quand le contraste est nul, soit

2710 21d bl
0s ™ _ 0 soit M- 4 kn
Ao Ao 2

ol k est un entier. Pour k=0 :
N . a A
8, = — soitasin— = —
4 2 4
A
soit a = 2arcsin —2 = 1,5 prad
4a

Cette valeur est bien plus faible (donc la détection est bien
meilleure) que le pouvoir séparateur habituellement ob-
tenu avec des instruments d’optique géométrique.

a) La différence de marche est
5 = [SO] + [OH] + [HM] — [SP] — [PM]
La loi de Malus donne
[SP] = [SO] et [MP] = [MH]

et par principe de retour inverse de la lumiere

[PM] = [HM]
La différence de marche vaut donc

6 =[OH] = OPsin0

Par définition du produit scalaire :

a{-ﬁ’:OHOPcos(g —9) =0OH-0OPsin0

soit OHzi-OP = OH-OPsin0
donc ii-OP = OPsin® = &

Le vecteur ii étant unitaire dans la direction de O'M,

oM 1 |*
u= =
oM OM ;’v,

Comme 0 est un petit angle, on fait 'approximation
0'M = f" donc

&
n
- o B

b) Lapplication de la formule clé (voir chapitre 5) donne

im i2nﬂ-6§
apM) = apMe Yo =agM)e o

Or%:i—”ﬁdonc
0

ap(M) = ag (M)e/FOP
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Les quatre ondes sont cohérentes, on somme donc les
quatre fonctions d’onde complexes données par la for-
mule établie a la question précédente. On calcule les
quatre produits scalaires

- —  2max - —— 27nay
k-OT=——, k- =
Aof’ Aof’
- — 2nax - — 2nay
k-OV=—-——, k-OW =—
Aof’ Aof!

On en déduit

. Zna)/c i 2na}// i Zna)/c —i 2na)//
E(M) =ag|e Mf +e Mff +e Mff e Aof ]
2nax 2nay
aM) =2ag | cos +cos
- -0 Aof’ Aof’

Lintensité lumineuse est donc

2nax 2nay 2

)\0f’ + Ccos )\0f’

I(x, y) = KaM)a* (M) = 4] |cos

On observe ainsi des pics de lumiere de hauteur 16l a
chaque fois que la somme des deux cosinus vaut +2, donc
quand

 Aof’ )\of/)

ol n et m sont deux entiers. Ces pics sont séparés par des
lignes croisées sur lesquelles 'intensité est nulle. Voici I'al-
lure de la surface donnant I'intensité en fonction de x et y.
Elle ressemble a une boite a ceufs.

GO
s 5‘3\g§§:

a) Voici le tracé complété.

=

Dispositif des trous d’Young Chapitre 6

b) La différence de marche est, d’apres la loi de Malus et en

utilisant le principe de retour inverse de la lumiere :
Sm(y) = —[OH] = —ysin0 = —y0

avec O ~tan0 = J}—l\f
my
f/

Chaque pupille élémentaire est éclairée par des ondes en
phase issues de la méme source, elles sont donc cohé-
rentes (on pourra ici comparer attentivement cet exercice
avec le 6.10, ou les bandelettes n’étaient pas cohérentes
entre elles). On somme donc les fonctions d’'onde com-
plexes :

donc dp(y) = —

a L 2myM Y d
2 l
a(M) =f age Mof &y
- =—4= a
2
2y ]2
a e Mof
aM) = =0 5
= - 2T YM
"ol ] e
;M _;me
ag e Nff —e  Aof
aM) === ——
a i M
Aof’
2isin T;\);“},a
aM) = a0 —5yna
Ao f'
. . Tyma
soit a(M) = an sinc
- =0 Aof!
On en déduit
Tyma
IM) = Ka(M)a* (M) = Kagafy sinc? =24
e F0%0%HE Ror
En posant u = T;\); ’\},a, on observe un pic de lumiere de forte
intensité lumineuse pour
Nof' Aof’
u € [—-m, 7] soit ynp € ——(;f ,—(;f

puis des pics secondaires, deux fois moins larges, et nette-
ment moins brillants.
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CHAPITRE

Interférometre de Michelson

Themes abordes dans les exercices

Interférometre de Michelson.
Condition d’éclairage, condition d’observation.
Source spatialement étendue.
Localisation des franges.
Différence de marche.

Ordre d’'interférences.

Lame d’air.

Franges d’égale inclinaison.
Doublet spectral.

Coin d’air.

Franges d’égale épaisseur.
Analyse de forme.

Observations en lumiere blanche.

LR IR R IR R IR IR« SR IR I R v o

‘Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

o Modéliser un interféromeétre de Michelson, effectuer le repliage.
o Déterminer 0 et p dans le Michelson en lame d’air.

o Mesurer I'écart spectral d'un doublet.

o Déterminer 0 et p dans le Michelson en coin d’air.

o Analyser optiquement la forme d'un objet.

o Interpréter les observations en lumiere blanche.
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Chapitre 7 Interférométre de Michelson

Les méthodes a retenir

Modéliser un interférometre de
Michelson, effectuer le repliage.

188

Voici une vue schématique de I'interférometre de Michelson.

B i ‘

miroir 1 |

filtre anti—calorique

n ; EUU2 T
source " |
D TS i A ED T
i
I |
I
I
I
I
I
I

L. 2 B
miroir 2 Sﬂ v

chariot

compensatrice

séparatrice

écran

Pour alléger le propos, nous nommerons ce dispositif « le » ou « un »
Michelson. Voici ses principales composantes. e La séparatrice est
une lame semi-réfléchissante. La compensatrice permet de compen-
ser la différence de marche induite par les traversées de la sépara-
trice. La vis U permet d’ajuster I'orientation de la compensatrice. Ni
connaissances ni compétences expérimentales ne sont exigées sur ce
systéme, et on I'assimile a une lame unique, infiniment mince, incli-
née a 45°.

 Le miroir 1 peut étre incliné grace aux vis Ul et V1.

e Le miroir 2 peut étre incliné grace aux vis U2 et V2, et translaté grace
a la vis micrométrique T. Charioter, c’est translater ce miroir et me-
surer le déplacement grace aux graduations de T.

 La source de lumiere est placée a gauche du dispositif, un filtre an-
ticalorique protege les surfaces des miroirs. Cette source peut étre
ponctuelle ou étendue.

e L'écran est placé dans I'axe perpendiculaire a I'axe de la source. On
peut intercaler une lentille convergente entre le Michelson et I'écran.
Lorsqu’on éclaire le Michelson avec une source ponctuelle de lu-
miere, la suite des réflexions est délicate a tracer avec des rayons
lumineux. C’est pourquoi on utilise une loi fondamentale d’optique
géométrique : les rayons issus d’'une source ponctuelle S qui se réflé-
chissent sur un miroir plan sont ceux qui auraient été émis par une
source ponctuelle S’ symétrique de S par rapport au plan du miroir.
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Interférométre de Michelson Chapitre 7

La suite des constructions permettant de remplacer la source ponc-
tuelle S qui éclaire le Michelson, la séparatrice et les deux miroirs par
un dispositif plus simple est appelée le repliage.

a) S’ estle symétrique de S par rapport a la séparatrice.
b) M estle symétrique de M, par rapport a la séparatrice.
M .27
c) A ce stade du repliage, on s'est débarrassé de la séparatrice : la
source ponctuelle S’, jumelle de S, éclaire deux miroirs M, et M,
assez proches I'un de I'autre. On peut les éloigner en chariotant
(vis T) ou les incliner I'un par rapport a I'autre en agissant sur les
vis d’inclinaison (U2 et V2 pour un réglage grossier, U1l et V1 pour
un réglage fin). On peut se débarrasser des deux miroirs par les
deux dernieres opérations géométriques du repliage.
d) S; estle symétrique de S’ par rapport a Mj.
e) S, estle symétrique de S’ par rapport a M.
f) Les rayons issus de S arrivant, apres réflexions multiples, en un
point A sont ceux émis par les sources ponctuelles S; et S,.
S
s,
M-y
S‘
A
Exemple :

Le dispositif de l'interférometre de Michelson permet de
construire un systeme interférentiel a deux sources cohé-
rentes puisque S; etS, sontles jumelles de la méme source
ponctuelle S. On peut en partiulier créer un systéme de
deux sources dans I'axe perpendiculaire a I'écran ou sur
un axe parallele a I'écran.
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Chapitre 7

Interférométre de Michelson

e Si les deux miroirs M; et M, sont rigoureusement per-
pendiculaires entre eux alors, par repliage du Michelson,
M] est parallele a M,. Les deux sources S; et S, sont donc

sur un axe perpendiculaire a ces deux miroirs et on place
I'écran parallelement a ces deux miroirs.

Ce réglage particulier du Michelson s’appelle le réglage en
lame d’air et fera I'objet d'un paragraphe spécifique de ce
chapitre. ¢ Si les deux miroirs M} et M, sont sécants et
font un tres petit angle entre eux, les deux sources S; et

S, sont presque équidistantes de S'. Elles forment donc un

segment paralléle a un écran lui-méme parallele a M.

’S2°Sl
\ |
\ I
\ I
\ |
\ |
\ |
ol
_KNIZ L M2
M’ [
: vl
: vl
e vl
o] v
7 Vi
/j vl
: \
‘S’ M, LS

Ce réglage particulier du Michelson s’appelle le réglage en

coin d’air et fera 'objet d’'un paragraphe spécifique de ce
chapitre. Remarquons qu’avec une source ponctuelle, la

disposition des sources S; et S, et celle de I’écran est ana-
logue au dispositif des trous d’Young (voir chapitre 6).

> Exercices?7.1,7.2,7.3.
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Interférométre de Michelson Chapitre 7

Déterminer 0 et p dans le Michelson en
lame d’air.

Un Michelson est réglé en lame d’air si les miroirs M; et M, sont
rigoureusement perpendiculaires, c’est-a-dire si les miroirs M) et
M, sont rigoureusement paralléles, délimitant ainsi une lame d’air
d’épaisseur e. Apres repliage du Michelson, les sources ponctuelles
S; et S, jumelles sont distantes de 2e, sur un axe perpendiculaire a
I'écran.

On place 'écran dans le plan focal image d’une lentille convergente.
Le dispositif est invariant par rotation autour de I'axe (S;S,OF'). Un
point M de I'écran est repéré par 'angle i entre I'axe de la lentille
et la droite (OM). M est un foyer secondaire vers lequel convergent
les rayons issus de S; et de S, paralléles a (OM). Les surfaces d’'onde
issues de M sont marquées en pointillés sur la figure par un arc de
cercle en dessous de la lentille et par des segments perpendiculaires
aux rayons au dessus, selon la loi de Malus. En notant H; le projeté or-
thogonal de S; sur le rayon 1, (S,H) est le plan d’onde le plus avancé.
On en déduit

[MS;] = [MH;] donc [S;M] = [HM;,]

d’apres le principe de retour inverse de la lumiére. La différence de
marche est donc

0 =[S1M] - [S,M] = [S;H] + [H;M] - [S2M] =[S H,] = 2npecosi

On prendra, sauf mention expresse du contraire, I'indice de I'air ng
égalalet
d=2ecosi

Cette démonstration doit é&tre connue comme une question de cours.
Voici les conséquences expérimentales.

a) Pour M, donc i fixé, la différence de marche ne dépend que de la
distance 2e entre S; et S,. Il en découle que les franges ne sont pas
brouillées quand la source est étendue. Les interférences sont locali-
sées a l'infini pour la lame d’air éclairée par une source étendue.
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Interférométre de Michelson

b) Si la source S est monochromatique, de longueur d’onde dans le
vide A, 'ordre d’interférences vaut

_E_Zecosi
LA VW

Les franges brillantes, définies par p € Z, sont donc des cercles
concentriques de centre F' appelées franges d’égale inclinaison.

lentille

v : N franges d’egale
ecran inclinaison

c) Les franges ne sont pas régulierement espacées, l'interfrange n’est
pas constant.

d) La k-ieme frange brillante comptée a partir du centre n’est pas la
frange d’ordre p = k. Le rayon des franges peut étre déterminé en utili-
sant f' etleslois dela trigonométrie, mais il ne suit pas une loi simple.
e) Lorsque e — 0, le rayon des franges devient tres grand, et on ne dis-
tingue plus qu'une tache de teinte uniforme, la teinte plate lorsque
e =0. On est alors au contact optique.

Exemple :

Le Michelson en lame d’air est éclairé par une source
quasi monochromatique de longueur d’onde dans le vide
Ao =640 nm. L'écran est placé dans le plan focal image
d’une lentille convergente de distance focale f’ = 25,0 cm.
Déterminons I'allure de la figure d’interférences lorsque
e =100 pm. En un point M de I'écran repéré par 'angle i,
la formule de Fresnel s’écrit

4mecosi
1=2%(14+cos——

0
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Interférométre de Michelson Chapitre 7

La frange brillante d’ordre d’interférences p entier est défi-
nie par
4mecosi
Ao

On se place dans les conditions de Gauss et on fait le déve-
loppement limité du cosinus donc

o7t s0it cosi = p 0
= p-2m soit cosi = p—
p P2e

1 iz— )\Osoitiz—l Ao
2 P 2Py,

Pour i =0, on calcule

_ze 312,5
Po = N O
C’est un demi-entier donc on a une tache sombre au
centre de 'écran. La positivité du carré entraine qu'on ne
peut observer que des franges d’ordre p < py. En notant r,,
le rayon de la frange circulaire d’ordre p, on a

. . Ip . p
i=ztani=—doncr,=fi=f 2(1——)
f, 14 f f p(]

Calculons les rayons des cinq premieres franges brillantes
en partant du centre.

numéro 1 2 3 4 5
ordre p 312 | 311 | 310 | 309 | 308
rayon r, (cm) 1,4 2,4 | 3,2 3,7 | 42

Voici une vue en trois dimensions des franges observées (la
surface est définie par z =I(r,0)).

> Exercices7.4,7.5,7.6,7.7,7.8,7.9,7.10, 7.11.
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Chapitre 7 Interférométre de Michelson

Mesurer I'écart spectral d'un doublet.

194

Lune de applications les plus classiques du Michelson est la mesure
de largeurs spectrales par brouillage. Le cas particulier proposé par
le programme officiel est le doublet spectral formé de deux raies
spectrales trés proches, tres fines et d’intensités lumineuses égales
I, =1, =1y, de longueurs d’onde

AA AA
)\1:)\0—7€t)\2:)\0+7

Al

- - -

Aok My

Le cas le plus connu est le doublet jaune de la lampe a vapeur ato-
mique de sodium.

La méthode de détermination de la largeur spectrale est la suivante.

a) On regle le Michelson en lame d’air au contact optique, on note
I'abscisse x. du chariot.

b) On chariote tres doucement, x = x,+X varie donc I'épaisseur de la
lame d’air e = [X]| varie. On voit défiler des franges concentriques.

c) Les franges circulaires d’égale inclinaison deviennent de moins
en moins nettes, le contraste diminue. Pour une valeur particu-
liere de X, le contraste s’annule, il y a brouillage des franges pour
X= X1 .

Par symétrie des miroirs, on peut vérifier que le brouillage appa-
rait aussi lorsqu’on chariote dans I'autre sens, pour X = —X;.

d

=

e) Dans le cas du doublet spectral, le contraste revient pour X > X;,
passe par un maximum pour X = 2X; et s'annule a nouveau pour
X= 3X1, 5X1, etc.

f) Le critére semi quantitatif de brouillage par élargissement spec-
tral de la source (voir exercice 7.12), ou le calcul complet de I'in-
tensité lumineuse (voir exercice 7.13)

IX)=L&X+LX)

permet de relier X; a AA.

Cette méthode est généralisable a une bande spectrale large rectan-
gulaire ou gaussienne.
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Interférométre de Michelson Chapitre 7

Exemple :

On peut justifier qualitativement le brouillage. Les deux
longueurs d’onde du doublet étant tres proches, les cou-
leurs ne peuvent pas étre distinguées par I'ceil. Lordre d’in-
terférences en un point de I'écran dépend de A, il n'est
donc pas le méme pour les deux radiations. Au voisinage
d’un point M de I'écran, la différence entre les ordres d’in-
terférences est

[Apl =1pm(A1) — pm(A2)]

Si elle atteint %, alors si on a une frange sombre en M pour
A1 (pm(A;) demi-entier), on a une frange brillante pour A,
(pm(A2) entier), et réciproquement. Les franges brillantes
de couleur 2 s’intercalent donc dans les franges sombres
de couleur 1, et réciproquement. On a donc une inten-
sité lumineuse sensiblement constante sur tout 1’écran, le
contraste devient nul et il y a brouillage.

]
+ — I
|

A p=0  superposition parfaite + =
—
+ = —
—

Ap=1/2 brouillage complet

A p=1/6 superposition partielle

< Exercices7.12,7.13,7.14.

Déterminer d et p dans le Michelson en
coin d’air.

Le Michelson est réglé en coin d’air si les miroirs M, et M/ sont sé-
cants, et inclinés I'un par rapport a 'autre d'un angle a.

M’_I/AOL
M2

M,

séparatrice

I1 est inutile de faire le repliage complet du Michelson (avec la
construction de S; et S,) dans ce cas.
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Lorsque a <« 1, la différence de marche en un point P de M est

8(P) = [S'P,P] — [S'P] = 2¢(P)

ol €(P) est I'épaisseur du coin d’air en P.

P2
I
MZ

€
M’ ‘P

S7cb

Voici les conséquences expérimentales.
a) Pour P, donc ¢ fixé, la différence de marche ne dépend pas de la po-

sition de la source. Il en découle que les franges ne sont pas brouillées

quand la source est étendue. Les interférences sont localisées sur M

(ou sur M,) pour le coin d’air éclairé par une source étendue.

b) On doit donc utiliser une lentille de projection pour projeter

I'image de M sur I'écran. Attention a la différence :

¢ dansle cas delalame d’air (voir paragraphe précédent), les franges
sont localisées al'infini donc I'écran est dans le plan focal image de
la lentille convergente ;

« dansle cas du coin dair, les franges sont localisées sur M etl’écran
est le plan conjugué de ce miroir par la lentille, sa position est donc
définie par les lois de conjugaison de I'optique géométrique.

c) Si la source S est monochromatique, de longueur d’onde dans le

vide Ay, 'ordre d’interférences en P vaut

o(P) 2&e(P)
pP) = )\—0 = X

Les franges brillantes, définies par p € Z, sont donc des lignes d’égale
épaisseur du coin d’air. On les appelle les franges d’égale épaisseur,

ce sont donc des segments paralleles a I'aréte du coin d’air, intersec-
tion entre M, et M. Elles sont régulierement espacées et on peut dé-

finir un interfrange.
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lentille<:>
écran /////

franges d’égale épaisseur

d) Lorsque a — 0, les franges s’espacent de plus en plus et deviennent
trés larges, on ne distingue plus qu'une tache de teinte uniforme
lorsque e = 0. On est alors au contact optique

Exemple :

Avec une source quasi monochromatique de longueur
d’onde dans le vide Ay = 600 nm, on éclaire un Michelson
réglé en coin d’air avec un angle a = 0,30 mrad. Munissons
le miroir M d'un repere (O, x,y) ot (O,y) est confondu
avec l'aréte du coin.

M
®Y 2 e o
(0]

X
M’ N P
Au point P(x, y), 'épaisseur du coin d’air est
20x
€ = xtana = xa donc 8(x, y) =2ax et p(x,y) = 5V
0

La frange brillante d’ordre p = k entier a donc pour équa-

tion
_

2«
C’est donc une frange rectiligne paralléle a I'aréte. Linter-
frange vaut

X = X

. Ao
I =|Xg41 — Xkl = — =1,0 mm
2
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Voici une vue en trois dimensions des franges observées (la
surface est définie par z =1(x, )).

II[I

I}}IIIII i e
IIIIII,,, :m”llllllll
i il llIIIl[ il
II i g i lII i
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< Exercice7.15

Analyser optiquement la forme d’'un
objet.

198

Le Michelson réglé en coin d’air fait apparaitre des franges d’égale
épaisseur, I'ordre d’interférences en un point P de M) (ol sont locali-
sées les franges lorsque le Michelson est éclairé par une source large)

est
2€

PZT

On introduit entre la séparatrice et 'un des miroirs une lame trans-
parente a faces paralleles d’épaisseur a et d’indice n. En notant ng
I'indice de l'air, cette lame induit une différence de marche supplé-
mentaire 2(n — np) a 1a ou elle est traversée. Les franges se décalent et
la mesure de ce décalage permet de déterminer I'épaisseur et/ou l'in-
dice de réfraction de la lame. Deux cas sont a considérer.

a) Si a est tres supérieur a ¢, le décalage correspond a un nombre g
de franges égal a la variation de 'ordre d’interférences :

_ 2(n—np)a

A = ,— =
[Apl=Ip'—pl=q Xo

b) Si a est inférieur ou de I'ordre de grandeur de ¢, le décalage cor-
respond a moins d'une frange. On peut estimer la variation de I'ordre
d’interférences par proportionnalité. Si i est I'interfrange et Ax le dé-
calage des franges, alors

Ax 2(n—-ng)a

Ap| =
[Ap| "
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Exemple :

Voici le détail de la détermination de la variation d’ordre
d’interférences. Pour simplifier le schéma, supposons que
lalame soit au contact de M. Soit P un point de la surface
de M/ et Q un point a la surface de la lame d’indice n.

Au point P
6=0(P) =2nge

Au point Q
&' =8(Q) =2npa+2nye —2na =2nye—2(n—ny)a
On en déduit la variation

8 8| 2(m-nga

< Exercices7.16,7.17,7.18.

Interpréter les observations en lumiére
blanche.

Nous reprenons et résumons les lois énoncées dans le cas des trous
d’Young au chapitre 6. La largeur spectrale de la lumiere blanche
étant tres grande, le brouillage est obtenu des que & dépasse le mi-
crometre. La recherche du contact optique en éclairant le Michelson
directement en lumiere blanche est donc quasi impossible.
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Voici les observations qu’on peut faire au voisinage de cet état.

a) Au contact optique, M, = M}, e = 0 en termes de lame d’air, a =0
en termes de coin d’air. § est donc nul, ’ordre d’interférences est nul
et il y a interférences constructives pour toute longueur d’onde, en
tout point de I’écran d’observation. On obtient donc une teinte plate,
le blanc d’ordre supérieur.

b) Si a partir du contact optique, on déplace M; en tournant la vis T
d’'un angle extrémement petit, on passe en lame d’air, I'ordre d’inter-
férences atteint % pour les petites longueurs d’onde et reste proche
de 0 pour les grandes longueurs d’onde, on a donc extinction du bleu
et on voit une teinte de Newton proche du jaune.

¢) Si a partir du contact optique, on fait pivoter M, en tournant la vis
U2 ou la vis V2 d'un angle extrémement petit, on passe en coin d’air.
Au centre de la figure, on est encore au contact optique et on observe
une bande de blanc d’ordre supérieur. Sur les cotés, 'ordre d’interfé-
rences atteint % pour les petites longueurs d’onde et reste proche de
0 pour les grandes longueurs d’onde, on a donc extinction du bleu et
on voit deux bandelettes symétriques de couleur jaunatre.

d) On revient au cas b et on tourne un peu plus la vis T, on observe
plusieurs teintes de Newton successives, puis une teinte blanchatre
qui n’évolue plus. Quand on observe avec un spectroscope, on voit
un spectre cannelé, chaque cannelure correspondant a une longueur
d’onde éteinte, donc a un ordre d’interférences demi-entier.

e) On revient au cas c et on tourne un peu plus la vis U2 ou la vis
V2. On observe alors une bande blanche centrale bordée de bandes
irisées, et une teinte blanchatre de part et d’autre.

Exemple :

Déterminons les valeurs de e en lame d’air pour lesquelles
apparaisssent chacun des phénomeénes cités ci-dessus.
Pour e = 0, au contact optique, on observe le blanc d’ordre
supérieur, p(A) = 0 pour toute valeur de A. La teinte res-
tera blanche tant que p n’atteint jamais la valeur % dansle
spectre, c’est-a-dire tant que

2e 1
VA € [400 nm, 800 nm], — < —

A2
Cette inégalité doit donc étre vérifiée pour la plus petite
valeur de A

donc e <100 nm =0, lum
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On observera une teinte de Newton tant que le nombre de
cannelures est inférieur ou égal a 4 environ. Cette valeur
est basée sur le fait que si on supprime 5 (ou plus) bande-
lettes dans le spectre de la lumiére blanche, on aura encore
un peu de violet, un peu de bleu, un peu de vert, un peu de
jaune, un peu de rouge, et I'ceil verra une teinte blanchatre.
Les cannelures sont définies par

1
p()\)=k+§ keZ

2e 1 de
soit — = k+ — soit A =
A 2 2k+1

Dans le spectre de la lumieére blanche,

400 nm < < 800 nm

4e
2k+1

. s  2k+1 6
soit 1,25-10° < <2,50-10

1 1
donc2,5-10%¢ — 5 < k<5,00-10%¢ — 5

Il'y aau plus 4 solutions entiéres a cette double inéquation
sila différence entre les deux bornes est inférieure a 5, soit

2,5-106e<550ite<2pm

On peut estimer enfin qu'on ne peut plus observer le
spectre cannelé s'il y a plus de 100 cannelures, donc si

2,5-10%¢ > 100 soit e < 40 um

Quand on considere que la vis T a un pas de 0,5 mm soit
500 pum, on comprend bien que la probabilité de trouver le
contact optique en lumiere blanche sans réglage initial est
extrémement faible.

< Exercices 7.19, 7.20.
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Enonceés des exercices

- Forme des franges avec une source ponctuelle quasi monochromatique

Lensemble des points M de 'espace tels que la différence des distances a deux
points fixes S; et Sy est une constante forme un hyperboloide de révolution d’axe
(51S2).

a) Lorsque le Michelson, éclairé par une source ponctuelle S quasi monochroma-
tique, est réglé en lame d’air, les sources S; et S, sont sur un axe perpendiculaire
al'écran. Quelle est la forme des franges observées ? Sont-elles localisées ?

b) Lorsque le Michelson, éclairé par une source ponctuelle S quasi monochroma-

tique, est réglé en coin d’air, les sources S; et S, sont sur un axe presque parallele
al’écran. Quelle est la forme des franges observées ? Sont-elles localisées ?

L Michelson en lame d’air

Lorsque l'interférometre de Michelson est réglé en lame d’air, les miroirs M’1 et My
sont paralleles, distants de e. Il est éclairé par une source de lumiéere ponctuelle S.
Quelle est la distance entre Sy et Sy ?

Ll Michelson en coin d’air et trous d’Young

Un interférometre de Michelson est réglé en coin d’air. Langle entre les miroirs vaut
% +2a. o est un petit angle. On note C; le centre de M1, Cy celui de Mp, O celui
de la séparatrice et S la source supposée ponctuelle et quasi monochromatique. On
suppose S, O et C; alignés, et OS = OC; = 0Cy =L.
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Montrer que ce dispositif est analogue a celui des trous d’Young. Préciser l'inter-
frange observé sil’écran est a la distance L de O.

Calcul du rayon d’'un anneau en lame d’air

Un michelson est réglé en lame d’air d’épaisseur e = 0,6 mm et éclairé a I'aide d'une
source large monochromatique de longueur d’'onde dans le vide A = 628 nm. Pour
observer la figure d’interférence surl’écran, on place celui-ci dans le plan focal image
d’une lentille convergente de distance focale f’ = 60 cm. Calculer le rayon du troi-
sieme anneau brillant compté a partir du centre.

Exploitation d’'un interférogramme

Un Michelson est réglé en lame d’air, éclairé en lumiere monochromatique de lon-

gueur d’onde dans le vide Ag = 600 nm. L'image est formée sur un écran situé dans
le plan focal image d’'une lentille convergente de distance focale f’ = 50 cm. Voici
I'image obtenue sur I'écran (les traits noirs correspondent aux maxima d’'intensité
de lumiére).

1 cm
—

Calculer I'épaisseur e de la lame d’air.
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Ll Sens de défilement des franges
Un Michelson est réglé en lame d’air. Il est éclairé par une source de lumiére quasi
monochromatique, de longueur d’'onde dans le vide Ag. On note e I'épaisseur algé-
brique de la lame d’air, différence entre les distances du centre de la séparatrice aux
miroirs e=Lj — L.

En partant d'une situation ol e > 0, on fait diminuer régulierement sa valeur, elle
passe par la valeur zéro puis devient négative. Que voit-on sur I'écran, les franges
circulaires semblent-elles se contracter puis disparaitre au centre, ou au contraire
germer au centre et se dilater ? En déduire une régle pour déterminer dans quel sens
on doit tourner la vis T pour se rapprocher du contact optique.

I - Localisation des franges avec une source étendue

Un Michelson réglé en lame d’air d’épaisseur e = 3,0 mm est éclairé par une source,
de centre C, de largeur d, quasi monochromatique de longueur d’onde dans le vide
Ap =600 nm. On fait 'observation sur un écran placé (sans lentille) a D = 50,0 cm de
My et D+e=50,3 cm de M/l. On note C; et Cy les symétriques de C’ par repliage du
Michelson. Le centre O de I’écran est I'intersection de la droite (C; Cp) avec celui-ci.
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a) Donner 'expression de I'ordre d’interférences pc en O pour le point source C.

b) Soit P un point a la périphérie de la source. Donner I'expression de la valeur
exacte (il est inutile de faire le développement limité) de I'ordre d’interférences
pp en O pour le point source P.

¢) En utilisant le critere de brouillage par élargissement spatial de la source, déter-
miner la largeur maximale d permettant d’observer la figure d’interférences sur
I'écran sans lentille de projection. On pourra utiliser un solveur ou un grapheur
pour répondre a la question.

d) Conclure sur la localisation des franges.

Mesure de I'épaisseur d’'une lame

On dispose d'un Michelson réglé en lame d’air d’épaisseur e. On I'éclaire par
une source ponctuelle quasi monochromatique, de longueur d’'onde dans le vide
Ao =475 nm, placée au foyer objet d'une lentille convergente. On place un capteur
optique au foyer image d'une lentille convergente, en sortie duquel, on mesure une
tension proportionnelle a I'intensité collectée en F'.

a) Que se passe-t-il si e = 0 ? Quel est le nom de ce réglage ? Dans les questions
suivantes, on part de cette situation.

b) Combien de franges brillantes défilent lorsque e varie de 2 pm ?

¢) On place entre la séparatrice et 'un des miroirs une lame de verre d’indice
n=1,50 et d’épaisseur & = 1,0 mm. Déterminer la différence de marche au ni-
veau du capteur. Combien de franges défilent lorsqu’on chariote pour revenir a
une différence de marche nulle ?

Mesure de I'indice de Iair

Un Michelson est réglé en lame d’air d’épaisseur e et éclairé par une source de lu-
miére quasi monochromatique de longueur d’onde dans le vide Ag = 632 nm. Deux
cuves identiques, a faces paralléles et transparentes, de longueur L = 3,00 cm, sont
placées entre la séparatrice et chacun des miroirs. L'écran est placé dans le plan focal
image d'une lentille convergente.

air e

%

|
|
|
|
|
vide |
|
|
|
|

Dans la situation initiale, les deux cuves sont pleines d’air. On fait le vide dans la cuve
sur le trajet 1. On voit défiler 26 franges au centre de I'écran. En déduire I'indice de
l'air dans la cuve.
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Analyse qualitative de I'effet de la déformation d’un miroir

Un Michelson réglé en lame d’air est au contact optique. Il est éclairé en lumiére
quasi monochromatique et I'écran est placé dans le plan focal image d’une lentille
convergente. Le miroir M; subit un choc thermique et se déforme. Il prend un aspect
bombé en forme de calotte sphérique (de trés grand rayon de courbure).

M,

séparatrice ‘

Décrire qualitativement la figure observée sur I'écran.

Précision métrologique (agrégation 2007)

Un Michelson éclairé par un laser stabilisé de longueur d’'onde dans le vide
Ap = 543,515 664 nm

estréglé en lame d’air. Le miroir M est fixe et le miroir M1, initialement a la position
du contact optique, est solidaire d'un objet mobile dont on veut mesurer le dépla-
cement le plus précisément possible. Un capteur d’intensité lumineuse est placé au
foyer image d'une lentille convergente. Il incrémente un compteur des que l'inten-
sité I passe par une valeur maximale. Le miroir My s’éloigne d'une distance d.

a) Le compteur indique le défilement de 36 797 franges. En déduire un encadrement
d.

b) Pour améliorer la précision, on considere que 'ordre d’interférences lorsque le
miroir est a sa position extréme est p = pg +¢€ ou pg est la partie entiére de p.
Quelle estla valeur de pg ?

¢) Pour déterminer I'excédent fractionnaire €, on impose un déplacement a vitesse
constante Vo du miroir et on mesure tres précisément I’évolution de 1(¢) a la date
11 alaquelle le miroir atteint la valeur d. On obtient

1(r) dI
—=2-0,18l et —(17) >0

Imax dt

En déduire la valeur de € et la valeur de d exprimée avec un nombre de chiffres
significatifs cohérent avec les données.
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Mesure d’'un doublet spectral : utilisation du critére de brouillage

Un interférometre de Michelson est réglé en lame d’air. Labscisse du chariot au

contact optique est notée xg et on pose x = xg + X. On éclaire le Michelson avec
une source bichromatique de longueurs d’onde trés proches et de couleurs indis-
cernables a I'ceil

)\1:/\0—%)\ )\O:AIJZrAZ
AN <A
{)\2:)\0+A7" M ar=rg-n 0

On fait!'observation a I'infini en placant un écran dans le plan focal image d'une len-
tille convergente. On chariote depuis X = 0, on voit défiler des franges concentriques
trés nettes, puis le contraste diminue et s’annule pour X = X;,.

a) PourX =X, donner I'expression de la différence de marche au centre de I'écran.

b) Donner I'expression de la variation |[Ap| d’ordre d’interférences mesurée sur la
demi-largeur spectrale de la source.

¢) Enutilisant le critére de brouillage (voir chapitre 6), en déduire AA.

d) Pour le doublet jaune du sodium, on donne Ag = 589,3 nm. On observe le
brouillage pour X;, = 0,14 mm quand on chariote dans un sens et X’b =-0,15mm

quand on chariote dans I'autre sens. Proposer une explication a cette disymétrie
et calculer la valeur de AA.

Mesure d’'un doublet spectral : calcul algébrique de I'intensité

Un interférometre de Michelson est réglé en lame d’air. Labscisse du chariot au
contact optique est notée xg et on pose x = xg + X. On éclaire le Michelson avec
une source bichromatique de longueurs d’onde trés proches et de couleurs indis-
cernables a I'ceil

)\1:/\0—%)\ )\0:)‘1;)‘2
AN < A\
{)\2:)\0+A7" MY Ad=rpon, VEC 0

On fait 'observation a l'infini en placant un écran dans le plan focal image d'une
lentille convergente de distance focale f”.

a) Lorsque I'épaisseur de la lame d’air vaut e, donner 'expression de I'intensité lu-
mineuse au centre de l'écran I (e) créée par la radiation de longueur d'onde A; et
I>(e) créée par la radiation de longueur d’onde Aj.

b) En déduire I'intensité résultante I(e¢). On donne

+ —
cosp +cosq :ZCOS¥COS¥

¢) Pour e fixé, on observe les franges pour i € [0, imax] avec imax < 1. Déterminer
I'expression du contraste C(e) de la figure.

d) Pour le doublet jaune du sodium, on donne Ay = 589,3 nm. On observe un
brouillage périodique des franges pour les valeurs suivantes de X, exprimées en
millimetres :

0,145 0,436, 0,727 1,017 1,308 1,599 1,889 2,180

En déduire AA.
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7.14

Profil spectral gaussien en nombre d’onde

Une source lumineuse non monochromatique éclaire un Michelson réglé en lame
d’air. Lobservation est faite au centre de I'écran placé dans le plan focal image d'une
lentille convergente. Linverse de la longueur d’'onde est le nombre d’onde o = % On

note 2(o) = % la densité spectrale de la source, o d]j est I'intensité lumineuse re-
cue sur I'écran dans la bande spectrale [0, 0+d o] lorsqu'un des miroirs du Michelson
est oculté. La fonction de densité lumineuse spectrale gaussienne est

dl, _(e=0)? 1
@(G)z—oz@oe( b ) aveco = — et b << 0y
do A

Un moteur fait varier I'épaisseur e de la lame d’air a vitesse constante Vg avec e =0 a
t=0.

a) Donner I'expression de l'intensité lumineuse I(#) au niveau du capteur sous la

forme d’'une intégrale sur o.
b) On donne
+00 2
f e Vdy=vmet
—00

g-0g

+00 2
f [cos(2mod)] e_( b ) do = b\/ﬁe_nzb252 cos(2mogd)
0

Montrer qu’on peut écrire

() =1y avecTo <1

_(L)Z t
1+e 7 cos(Zn—)
To

en précisant les expressions de I, T et Ty.

¢) Voici l'interférogramme obtenu.

t

Pendant la durée de I'expérience, un compteur détecte la succession de 480
franges. Le pas de rotation de la vis micrométrique T est 0,500 mm. Le moteur
impose une rotation de 1 tour en 15 minutes. Déduire du diagramme et de ces
valeurs celles de o, de Ag et de a. Vérifier que a <« oy.
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Franges d’égale épaisseur

Les miroirs d'un interférometre de Michelson font entre eux un angle 3 +a. Ils sont
éclairés par une source de lumiére quasi monochromatique, de longueur d’onde
dans le vide Ag. On observe les interférences localisées sur le miroir M’1 en placant,
parallélement 2 lui, 2 une distance D, une lentille convergente de distance focale f’
et en formant I'image de M’1 sur un écran. Au centre de I'écran, on a I'image de la
frange rectiligne d’égale épaisseur nulle (e = 0).

M A lg\a ,,,,,,, x
M, P
D
0
Lp D’
,,,,,,,,, X
P A

On donne les relations de conjugaison de Descartes pour une lentille de centre O

donnant de I'objet BC une image B/C'.

11 1 tB’C'_W

o8 OB f BC OB

a) Déterminer la relation entre D, D’ et f’ et en déduire que le grandissement vaut

B'C' X' ~f

BC x D-f

b) Soit P un point de M’1 repéré par AP = x et P/ son image sur 'écran repérée par
A’P’ = x'. Déterminer I'épaisseur € du coin d’air en P en fonction de x et de .

c) En déduire € en fonction de x/, o, D et f'.

d) Exprimer la différence de marche & en P en fonction de x’, o, D et f.

e) En déduire l'intensité I(x'), I'abscisse x;, de la frange brillante d’ordre p entier et
I'interfrange i.

f) Onprend Ag =600nm, f’ =25cm, D =27 cm, a = 0,5 minute d’angle (une minute
=un soixantieme de degré). Que voit-on sur 'écran ?
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Mesure de I'épaisseur d'une lame (analyse documentaire)
Un Michelson est réglé en coin d’air en lumiere monoatomique de longueur d’onde
dans le vide Ag =600 nm. L'image de M est formée sur un écran grace a une lentille
convergente de distance focale f’ = 50 cm située 8 D’ = 100 cm de I'écran. Un na-
nofeuillet transparent, d'indice n = 1,5 et d’épaisseur a inconnue est inséré entre la
séparatrice et I'un des miroirs. Voici 'image obtenue sur I'écran :

1cm
—

Calculer'angle a du coin d’air et I'épaisseur a. On donne les relations de conjugaison
de Descartes pour une lentille de centre O donnant de I'objet BC une image B/C'.

1 1 1 BC OB

—-—==—e

o8 OB f  BC OB

Mesure du rayon de courbure d'un miroir déformé

Le miroir M d’'un Michelson est parfaitement plan, le miroir My ne l'est pas et pré-
sente une surface sphérique de rayon R trés grand, de 'ordre de la dizaine de metres.
On se place au contact optique au centre des miroirs, on éclaire le dispositif avec
une source de lumiere quasi monochromatique, de longueur d’onde dans le vide
Ap = 578 nm. On forme 'image de M’1 sur un écran grace a une lentille de projec-
tion, le grandissement du systeme optique vaut —4,0. On observe sur I'écran une
teinte non uniforme : le centre de la figure forme une tache brillante entourée de
trois franges circulaires brillantes de rayons respectifs

rn=15cm, rp=2,2cm, r3=2,6 cm, r4, =3,0cm

Déterminer la valeur de R.
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Analyse d’'une lame fine prismatique

Une lame prismatique transparente, d’'indice n, posseéde un angle au sommet § <« 1.

b b
A

B

On éclaire un Michelson réglé en coin d’air, d’angle a <« 1 et d’aréte (O, y), par une
source lumineuse quasi monochromatique, de longueur d’'onde dans le vide Ag.

On prend a =f = 0,30 mrad, n=1,5, Ay =600 nm et b =5,0 mm.

a) On plaque la lame prismatique contre le miroir M, I'aréte AB de la lame étant
confondue avec l'aréte (O, y) du coin d’air, et la lame placée du coté des x = 0.
Dessiner la figure d’interférences et préciser ses propriétés métriques.

b) On plaque la lame prismatique contre le miroir My, I'aréte AB de la lame étant
confondue avec 'axe (O, x). Dessiner la figure d'interférences et préciser ses pro-
priétés métriques.

Figure interférentielle d'un Michelson en coin d’air éclairé en lumiere
blanche

Un Michelson est réglé en coin d’air d’angle o = 25 prad. On forme I'image de M’1 sur
un écran grace a une lentille de projection de grandissement y = 10. L'écran est muni
d’un repere (0',x’,y"). Limage de l'aréte du coin d’air est confondue avec la droite
(0',y"). Leeil détecte une couleur blanche si le nombre de longueurs d’onde éteintes
dans l'intervalle [400 nm, 800 nm] est nul ou s’il est supérieur ou égal a 5. Décrire
la figure d’interférences observée sur I'écran en précisant la largeur de la bande de
blanc d’ordre supérieur et celle des bandes irisées qui 'entourent (on ne cherchera
pas a déterminer la succesion des teintes de Newton dans ces bandes).

Spectre cannelé en lame d’air
Un étudiant en TP d’optique a effectué un réglage en lame d’air d'un Michelson.

a) Quelle figure d’'interférences observe-t-il sur I’écran en lumiére monochroma-
tique ?

b) Quelle figure observe-t-il sur I'écran en lumiére monochromatique quand il est
pratiquement au contact optique ?

c) A partir de cette situation, il remplace la source de lumiére monochromatique
par une source de lumiere blanche. Il observe une teinte blanche sur I'écran. Il
observe cette lumiere au spectroscope et distingue une vingtaine de cannelures.
Pour savoir dans quel sens il doit tournerla vis T de chariotage pour se rapprocher
du contact optique, comment doit-il procéder ?

d) Le pas de la vis micrométrique T est de 0,500 mm, c’est-a-dire que 1'abscisse de
M; varie de 0,500 mm a chaque tour. De quel angle doit-il tourner T pour at-
teindre le blanc d’ordre supérieur ?

211



Chapitre 7 Interférométre de Michelson

Du mal a démarrer

Les franges observées sont les lignes d’intersection entre les sur-
faces hyperboloides et I'’écran. En placant celui-ci dans les deux
zones géométriques définies par I’énoncé, on peut imaginer leur
forme dans chaque cas.

La relation de Chasles vectorielle suffit pour conclure.

Il faut avant tout dessiner le repliage du Michelson, et en déduire
les dimensions et les angles remarquables. On voit apparaitre deux
sources ponctuelles dont on détermine la distance et la distance a
I’écran. On applique ensuite les résultats du chapitre 6 pour expri-
mer I’interfrange.

Une frange brillante a un ordre d’interférences p entier. On relie
p ad, puis & a i, puis i au rayon r de la frange. On détermine la
valeur de p (non entiére) au centre de la figure et on en déduit
celle correspondant a la troisieme frange brillante. On en déduit
enfin le rayon de cette frange.

Apres avoir exprimé la relation entre le rayon rp du cercle brillant
d’ordre p et 'entier p, il faut exploiter le tableau de la suite des
rayons Ry en déterminant la relation entre p et k. Une représen-
tation graphique ou une régression linéaire permet de conclure.

On doit établir la relation entre le rayon rp de la frange brillante
d’ordre p, e et I'entier p. On utilise pour ¢a I'expression de 8 pour
la lame d’air et la relation tani = £;. On étudie ensuite le sens de

variation de rp en fonction de e.

Le repliage du Michelson permet de déterminer les position
exactes de Cy, Cy, Py, P2 et O. En utilisant les coordonnées de
ces points, on en déduit les distances, les différences de marche,
les ordres d’interférences pc et pp, et enfin Ap. La condition de
brouillage conduit a une résolution graphique.

Dans les cas (b) et (c), on détermine la différence de marche et
I'ordre d’interférences correspondant qui correspond au nombre
de franges qui doivent défiler pour revenir au contact optique.

Le nombre de franges qui défilent est égal a la variation de I'ordre
d’interférences entre la situation ot les deux cuves sont remplies
d’air (la différence de marche &' est alors égale a celle de la lame
d’air) et celle ot I'une des cuves est vide (la différence de marche
8" est modifiée car quand I'un des rayons traverse une épaisseur
d’air L, a I'aller et au retour, I'autre traverse la méme épaisseur de
vide).
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On peut montrer par construction que la courbure du miroir
donne d’une source ponctuelle S’ une image qui n’est plus le sy-
métrique orthogonal de S’ par rapport au miroir, mais un point un
peu plus proche.

Le nombre de franges qui défilent est égal a la partie entiére de la
variation de 'ordre d’interférences. On en déduit I'encadrement
de d. Pour la détermination de I’excédent fractionnaire, on doit
expliciter I(¢) grace a la formule de Fresnel.

La variation d’ordre d’interférences évaluée sur la demi-largeur

spectrale de la source est Ap = % - % On pourra effectuer le

développement limité puis écrire la condition de brouillage.

La sommation des intensités lumineuses et I'utilisation de la for-
mule de trigonométrie conduit a une expression de I(e) faisant
apparaitre le produit d’un cosinus qui varie avec une faible pé-
riode et d’un cosinus avec une grande période, presque constant
sur I’écran. Le contraste est égal a la valeur absolue de ce dernier.

L’utilisation de la formule de Fresnel donne I’élement différentiel
de Iintégrale. Le calcul de celle-ci est un exercice trés technique
nécessitant un changement de variable d’intégration et une ap-
proximation. L’analyse du graphe donne les valeurs de T et de T.
On en déduit celles de a et de og.

L’exercice est trés guidé. on doit jongler entre les expressions sur
le miroir et celles sur I’écran en utilisant le grandissement du dis-
positif de projection.

On montrera que le grandissement vaut —1 grace aux relations de
conjugaison. La mesure de I'interfrange donne o par application
de la formule du cours. La mesure du décalage des franges donne
acceés a la variation de I'ordre d’interférences provoquée par la pré-
sence du feuillet, puis a a selon la méthode décrite dans le cours.

Contrairement a ce qu’on pourrait croire a priori, c’est une situa-
tion de coin d’air et pas de lame d’air. La différence de marche est
2¢ ou € est I’épaisseur de la lame d’air sphérique entre le miroir
plan et le miroir sphérique, qu’on reliera a r. Un repliage et une
figure tres agrandie sont indispensables. L’exploitation du tableau
de valeurs nécessite un graphe ou une régression linéaire.

La différence de marche est la somme de celle provoquée par la
lame prismatique et de celle habituelle du coin d’air. Elle dépend
de x seulement dans le cas (a) et de x et de y dans le cas (b). Les
franges sont définies par un ordre d’interférences constant, on en
déduit leurs formes géométriques et on les trace. Elles présentent
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a)

b

=

souvent des discontinuités entre la zone ou se trouve la lame et
les zones périphériques.

Le blanc d’ordre supérieur apparait en I'absence de cannelure,
donc lorsque la valeur absolue de 'ordre d’interférences a I’abs-
cisse x' est inférieur & % quelle que soit la valeur de A. Pour dé-

terminer le nombre de cannelures N a Pabscisse x', on utilise la

Interférométre de Michelson Chapitre 7

méthode décrite dans le cours. En résolvant N =5, on en déduit
les valeurs de x” correspondantes.

La détermination de la relation entre le nombre N de cannelures
et e est faite en suivant la méthode décrite dans le cours. On en
déduit e connaissant N = 20, puis I’angle de rotation de la vis en
utilisant le pas.

Corrigés des exercices

Lécran est placé selon un plan orthogonal a (S1S»). Lin-
tersection des hyperboloides avec celui-ci donne donc des
franges circulaires concentriques. Ceci est vrai quelle que
soit la position de I'écran, les franges ne sont donc pas lo-
calisées.

Lécran est placé selon un plan parallele a (S;S»). Linter-
section des hyperboloides avec celui-ci donne donc des
franges presque rectilignes paralleles comme on I'a mon-
tré au chapitre 6. Ceci est vrai quelle que soit la position de
I'écran, les franges ne sont donc pas localisées.

On reprend le schéma du cours.

Sie

Sre

o H
e””Ml T o
} | H,
. M !
°g 1 °g

On en déduit

ole. _ ool -,
{ $82=25H, donc S»S; =8'S; -8'S,

S’'S; =2S8'H;

$0it $25; =2 (S'Hl —S’Hz] — 2H,H; et $»S = 2e

Le repliage du Michelson donne la figure suivante.
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Les sources S et Sy sont donc paralleles a I'écran. Elles sont
distantes de
a=4Ltana = 4La

La distance entre leur milieu et I'écran est D = 3L. En utilisant
le résultat établi au chapitre 6, 'interfrange est

_ ng)\QD _ 3110)\0

a 4

Les franges brillantes circulaires sont telles que & = pAg, p en-
tier, soit 2ecos i = pAg soit cosi = p;‘—g. Dans les conditions de

. . . i2
Gauss, i est un petit angle donc cosi =1- 4 etle rayon rp de
I'anneau d’ordre d’interférence p vérifie

r / A
iztanizf—l:doncrp:f'\/z 1—%

Toutes les valeurs de p ne sont donc pas admissibles. Si on
suppose e > 0, il faut que

PAo . 2e
— <lsoitps—
2e p A

0

L'application numérique donne p <1 910,8, c’est'ordre d'in-
terférences du point au centre de la figure. Le troisieme an-
neau correspond donc a p = 1908 d’ot1 r gpg = 3,26 cm.

Les rayons des quatre anneaux visibles sont mesurés sur la fi-
gure

R; =2,0cm, R» =2,8cm, R3 =3,45cm, R4 =4,0 cm
Le rayon de 'anneau brillant d’ordre d’interférences p est

rp = f'tani avec 2ecosi =p
p Ao

En faisant 'approximation des petits angles, on peut faire les
développements limités a 'ordre 2 des fonctions trigonomé-
triques et

2
/. 1 )\0
rp=fiavecl——=p—
p=rf 2 Pae
2
T A
donc1-—2 = p—o
2f/2 2¢
o2 ) Ao
soitry, =2 1-p—
p=2f Poe
La positivité du carré entraine que
2e
pspoavech:A—
0
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po est U'ordre d’interférences au centre de la figure. La pre-
miere frange brillante correspond donc a 'ordre p; = E(pg).
On adonc

Ry =rp, etRg =rp, 41 donc

2 2
R =2f"

A+kﬁ]
2e

ol A est une constante. On trace le graphe de Ri en fonction
de k.

R, (10% (—4) m?)

Lalignement des points prouve la validité de la loi. La pente
est

flz)\o

2 A =375 um
4,0-10~4

20 =4,0-10"% donce=
e

2f

D’apres la formule de Fresnel, en un point de '’écran de rayon
r, donc repéré par l'angle d’inclinaison i, I'intensité lumi-
neuse est

4mecosi T
——— | avec tani = —

Ao r

La frange brillante d’ordre d’interférences p entier relatif est
définie par

I=2Ip|1+cos

A
2ecosi = pAg soit cosi = %
e

Les franges visibles sont donc définies par

A 2e 2e
—15M5+1donc——5ps—
2e Ao Ao

Le rayon de la frange brillante d’ordre p est

1 4e2

! . ! !

rp=f tani= -1= -1
p=1 ! \ cos2i ! %

Quand e = 0, quand e diminue, 2 diminue, donc rp diminue,
donclerayon des franges diminue et les cercles concentriques
semblent se contracter quand on chariote dans ce sens. Au
centre de I'écran, on observe la frange d’ordre maximal i—s, et
a chaque fois que ce terme atteint et dépasse une valeur en-
tiere, la frange brillante correspondante disparait.
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Quand e < 0, quand e diminue, e? augmente, donc rp aug-
mente, donc le rayon des franges augmente et les cercles
concentriques semblent se dilater quand on chariote dans ce
sens. Au centre de I'écran, on observe la frange d’ordre mini-
mal i—‘;, et a chaque fois que ce terme atteint et dépasse une
valeur entiere, la frange brillante correspondante apparait et
semble germer.

En conclusion, pour diminuer la valeur absolue de e et se
rapprocher du contact optique, il faut charioter dans le sens
dans lequel les anneaux semblent converger vers le centre, se
contracter et disparaitre.

a) La différence de marche en O est

2
[C10] - [C20] = 2e donc p¢ = A—e = 10000
0

b) Effectuons le repliage du Michelson avec la source large en
mettant en évidence le point source P a la périphérie de la
cource large.

Ay

teP

Ml
-1 P’
| x
_— i
0

Dans le systeme de coordonnées (O, x, y), les coordonnées
des points symétriques sont

d

2 P
D+2e SF2

P;

I ol
)

P,0= \/4D2+8De+4ez + &

donc
P,0=1/4D2 + &
P;0O-P,0
etpp=——F—"—
Ao

c) La variation d’ordre d’interférences sur la demi-largeur
spatiale de la source est

d? d?
\/1,0062+T—\/1+T
600-10~9

Ap=pp—-pc= —10 000

Interférométre de Michelson Chapitre 7

On trace la courbe de ses variations en fonction de d grace
a un outil informatique.

d
0.005 0.1 0015 0.02 0025

02

\\

On lit Ap = -0,5 pour d = 0,020 m et |Ap| > 0,5 pour
d > 2,0 cm. D’apres le critere semi quantitatif de brouillage
des franges par élargissement spatial de la source (voir cha-
pitre 6), on en déduit que les franges sont brouillées si
d>2,0cm.

d) Sila source est presque ponctuelle, les franges sont non
localisées (on peut les voir quelle que soit la position de
I'écran, voir exercice 7.1). Dés que la largeur de la source
dépasse 2 cm, les franges ne sont donc plus visibles sur
I'écran sans lentille de projection et elles sont alors loca-
lisées a I'infini.

a) Quand e =0, on estau contact optique, on observe la teinte
plate.

b) Lorsque e = 2 pm, l'ordre d’interférences au centre de

I'écran est
p= —/\ =8,

On a donc vu défiler 8 franges.

¢) Dans cette situation, les rayons étant tous paralléles, il est
plus simple de ne pas faire le repliage du Michelson pour
déterminer la différence de marche.
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En définissant une lame d’air d’épaisseur égale a h, symé-
trique de la lame de verre, la différence de marche se sim-
plifie et vaut

8=I[SCF1-[SCoF1=2nh-2ngh=2(n-1)h

en prenant 'indice de I'air égal a 1. Lordre d’interférences

vaut donc
p= 2n=Dh

Ao
On verra donc défiler 2 105 franges pour revenir au contact
optique.

=2105,3

Au centre de I'écran, i = 0. Lorsque les deux cuves sont pleines
d’air, la différence de marche est

&' =2nge

Lorsqu’on fait le vide dans la cuve, la différence de marche
vaut
8" = [SMF'] - [SMpF']
8" = (L+nge+nge+L) — (i L— ngirL) = 2mpe + 2L (1 — ngy; )
La variation d’ordre d’interférences est donc
Ap- 8 8 _ 2L(— i)
Ao Ao Ao

Le nombre de franges qui défilent est égal, a une unité pres, a
la valeur absolue de Ap. Comme l'indice de I'air est supérieur
a1, on en déduit

2L(1 - 1y 131
2LA ~ Mair) = —26 s0it ngjy =1+ 0= 1,00027
Ao L

Le miroir M; forme un miroir sphérique. Checrhons qualitati-
vement son effet sur les rayons issus de S’ qui s’y réfléchissent.

S’

S ’}::::. S"

miroir sphérique
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On constate que les rayons semblent provenir d’'une source
S” qui est plus proche du miroir que si le miroir était plan. Par
conséquent, le repliage du Michelson donne deux sources S;
et So non confondues, mais sur I'axe de I’écran. On a donc
I'équivalent du dispositif de la lame d’air, et on observera des
franges circulaires.

a) A chaque fois que I passe par une valeur maximale, 'ordre
d’interférences prend une valeur entiére. Le nombre de
franges qui défilent est donc égal a la variation de 'ordre
d’interférences. Au centre de 'écran, p vaut 0 au contact
optique et a la position extrémale :

_ 8 2 _2d
2% " h o

On en déduit que

2d 36 797 Ag 36 798 Ao
36797<)\—<36798donc 5 <d< 5
0

s0it 0,999987294 < d < 1,00001447 cm

b

=

Lordre d’interférences n’est pas un entier, il est compris
entre 36 797 et 36 798, sa partie entiere est donc

po =36 797

¢) Par application de la formule de Fresnel :

2n-2Vgt
(1) =2Ip 1+cos)\7 donc Imax =41
0
2m2Vgt
0 _ 1+cos—)\0
donc Id[ - 2 \% 2m-2Vot
al — _ £TVQ i, 2T02V0
arD=—"x, sin=x

Ala date 1, par définition de I'ordre d’interférences,

2Vt
po+e= )\—0 donc

0

ZT[VO _ ZT[VO

) _ 1+cos(21;p0+2ns) _ 1+co;(2ne)
max
n) = - sin(2mpo +2ne) = — = ¢ sin (2me)

par périodicité du cosinus. On doit donc résoudre le sys-
teme
cos (2me) = —0,638 avec sin (2me) <0

Sur un cercle trigonométrique, on identifie les deux solu-
tions de I'équation.
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a)

l
Comme € € [0,1], on doit donner les déterminations des
angles dans l'intervalle [0, 27[, soit

o) =2,26 rad et ap =21 — g = 4,02 rad

La solution dont le sinus est négatif est ap. On en déduit
que
2me = ap = 4,02 rad donc € = 0,640

Lordre d’interférences au centre quand le miroir s’est dé-
placé de d peut donc étre exprimé avec 8 chiffres significa-
tifs :

p =po+e=36797,640

On en déduit

2d
N =36 797,640 soit d = 1,000 004 7 cm
0

Lépaisseur de lalame d’air est e = X et au centre de I'écran
i=0donc
0 =2ecosi=2Xp

b) Par définition de I'ordre d’interférences

)

2Xp 2Xp
Az)\ Ao+ A

0™ =2 2

py = e
{ B 2)331; doncAp =
p2=7x"

A 2Xp 1 1
p = — —
Ao | 1-2A

~ 2Xo
Y
PN 2X0 2%

AN
1+2—)\0

Le premier brouillage a lieu quand [Ap| = %, soit

2X, AN 1
b = — s0it AA =
A2 2

2
_0
4Xp

d)

a)

b

=

)
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Le réglage exact du contact optique est difficile a faire
avec précision. L'abscisse exacte x; du contact optique est
donc légerement différente de xp. Notons X, ; I'abscisse
du brouillage en prenant l'origine en x;. Le brouillage ap-
parait donc aux abscisses

!
X1 +Xb,l =xp +Xp et xp _Xb,l = X0 +Xb

/ X _X’b
donc 2Xj, 1 =X, — X soit Xy 1 = =0,145 mm
On en déduit
)\2
AA=—""=0,60 nm
4Xb,l

Au centre de I'écran, i = 0 donc § = 2e et par application de
la formule de Fresnel :

I (e) = 21 (1+cos 4%1@]
I(e) = 21 (1+cos 4%2@]

Les deux longueurs d’onde étant distinctes, les deux radia-

tions sont incohérentes, on somme donc les intensités lu-
mineuses.

4me 4me
2+cos — +cos

I(e) =11 (e) +12(e) = 2]y N N

On peut appliquer la formule de trigonométrie donnée par
I'énoncé en posant

ptq _ Ame(Mi+A2) _ 4me

2 2A 12 Ao
donc —q _ 4me(A2—A1) _ 2meAA
2 = 2A1A2 - )\%
2meAA 4me
doncI(e) =4Iy |1+cos 5 COS —
A§ Ao

Au point P de I'écran repéré par 'angle i trés petit devant
1, la différence de marche & = 2ecosi est treés proche de 2e.
On en déduit que

I(e,i) =4Iy |1+ cos mOAA cos 2nd
1) = —
0 A2 Ao

Les deux cosinus sont des fonctions périodiques de 9, leurs
périodes respectives sont

2

2A,
B'= 1y etB’ =1
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Le rapport de ces deux périodes vaut donc

Lorsque i varie sur un tres petit intervalle, § varie tres peu,
le premier cosinus est donc presque constant et le second
effectue quelques oscillations entre —1 et +1. Lintensité
sur I'écran varie donc dans l'intervalle

I <I(e.) <4l 2meAA
4Ip |1—|cos 2 <I(e,i) =4Iy |1+ COST
0 0
On en déduit
Imin =4lp |1—|cos @
)\0
Imax =4Ip |1+ |cos M
)\0
Le contraste vaut donc
I —Imni 2meAN
C(e) — max min — 5
ImaX - Imin )\0

d) Le contraste s’annule lorsque

2meAN . 2meAN W
S =0 soit =—+nm, nez
A2 A2 2
0 0
A2 A2
. 0 0
soitX=e=——+n——-
4AN 2AN

Il y a donc bien brouillage périodique des franges, de pé-
riode

)\2
0
AX = ——
2AN
Cette période vaut
2,180-0,145
— =0,2907 mm

A2 A2
donc —% = AX soit AN = —% = 0,60 nm
20\ 20X

a) Lesbandes spectrales de largeur élémentaire do sont deux
a deux incohérentes. On somme donc les intensités lumi-
neuses données par la formule de Fresnel :

_(9=90)?
dl =29y [1+cos(2nad)] e ( a ) do
- =
donc I(t):f 29 [1+cos(2nad)] e a ) do
o=0
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b) Cette intégrale est la somme de deux termes :
I(1) =J (1) + K(2)

+00 7(0—00 2
e

I(t)zZ@gf =) do

o=0
On fait le changement de variable y = “~7%. On en déduit
que do = ady et que les bornes d’intégration sont — G—a" et

+00. Or a <« 0 donc on peut assimiler I'intégrale a celle de
—ooa+0o :

+o0o

() :ZQZof efyzudyzz@ou\/ﬁ

y=-00
d’apres la relation donnée par I'énoncé.

+oo 9-099

2
K =2@0f cos(2n06)e7(T) do
=0
K() = 29061\/56_“2 a*d* cos(2mod)

d’apres la relation donnée par I'énoncé. On en déduit :

I(t) = 2Z¢av/n [1 e a’® cos(2n006)]
Or 6 =2e =2Vt donc

100 =29 av/x 1+ e @VEE oo 200V 0]

On obtient bien la formule donnée par I'énoncé avec

Ip =29gavn

1
- 200Vp

Le rapport entre ces deux durées est

T= et Tp
2maVy

200V,
T 2% O—E»I

Ty 2naVy na

doncTg < 1.

¢) Le cosinus oscille donc trés rapidement (avec une trés pe-
tite période Tp) entre deux enveloppes :

1o [1-e (| <108 =1 1+e*(f)2]

Ces deux enveloppes correspondent aux intensités maxi-
male et minimale. Le contraste s’annule, il y a brouillage
des franges lorsque 'exponentielle vaut presque 0. En pre-
nant la valeur conventionnelle de 1 %, c’est donc le cas
lorsque

)2 1
e (5) = oo soit £ =7vIn100 = 4,6051
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On identifie sur I'interférogramme

1
4,605T = 200 donc =43
2naVy

1
861V

La vitesse de déplacement du chariot est

soit a =

~0,500-1073

=5,56-10"' m-s~!
15 x 60

donca=6,7- 103 m™!

On compte le défilement de 480 franges, donc

250
To=—=0,521s
480
soit =0,521 etog= ——— =1,73-10° m™!
200V 1,042V
1
etA\g = — =578 nm
0o
PN . . . y 2 . L — é L
a) La premiére relation de con]ugajson s’écrit S5 oot T
donc % = % + % douD’ = fol;, ; on en déduit le gran-
dissement

X BC OB D -f

x BC OB D D-f

b) Laformule du cours donne € = ax.

c) Par application de la définition du grandissement :
_ gl D-f'

= fxdoncs:—cx fx

D—f/ f/

X

d) La différence de marche est donc :

D-— !
8=2e=—2a / x!
!
e) Par application de la formule de Fresnel :
4naD - fHx
I(x') =28y |1 —_—
(x") 0|1+ cos NG
Les franges brillantes sont définies par
dnaD - fx' ;o Af!
T =p-27n dOl’lCJCp = pm
/ / Af

et l'interfrange est donc i = Xpi1~%p = 3D

Interférométre de Michelson Chapitre 7

f) Ona
0,5 B
a==22." _145.107* rad
60 180

et i = 2,6 cm. On voit donc des franges rectilignes paral-
leles distantes de 2,6 cm.

Linterfrange est identique dans les deux zones et vaut
i =1,0 cm sur I'écran. Par application des relations de conju-
gaison, si on note D la distance entre la lentille et le miroir M’l,
en tenant compte de l'orientation de I’axe optique

1 1 f'o’
— ———==—doncD=—=——-=100cm
D' -D f’ D’ _f/
Le grandissement vaut donc
DI
=1
-D

Linterfrange est donc le méme sur le miroir M’l. Dans les no-
tations de I'énoncé,

La continuité des franges prouve que le décalage entre la zone
centrale correspondant a la présence du nanofeuillet, et la
zone périphérique est inférieure a un interfrange, la variation
d’ordre d’interférences est donc inférieure a 1. On I'estime en
mesurant 'écart métrique rapporté a l'interfrange

Ax 0,3cm
lApl=—= =0,3
i 1,0 cm

)

La traversée du nano-feuillet d'épaisseur a par 'un des rayons
induit une différence de marche supplémentaire

Ad=2(n-1a

Le coefficient 2 est expliqué par l'aller et le retour du rayon
apres réflexion sur le miroir, le coefficient (n-1) est expliqué
par le fait que la lame d’indice n remplace l'air d’'indice 1. On
en éduit

1Ap| = AS  2(n—1a
P T N
2(n—1 s
doncu:O,S soita = 0.3A =180 nm
Ao 2(n—-1)

Voici 'allure des miroirs apres repliage (les proportions ne
sont pas respectées).
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Interférométre de Michelson

Chapitre 7

Le systéme se comporte donc comme un coin d’air sphérique.
Comme on fait 'observation sur M’l, la différence de marche
est, comme dans le coin d’air 6 = 2. On lit sur la figure

e=HS=R-OH=R-VRZ-r2

Comme R est de I'ordre de la dizaine de metres et r de I'ordre
de quelques centimetres, on peut faire le développement li-

mité

2 2
r r
e=R|1-{/1- = | =R[1-[1-—
R? ( 2R2)

o

Solt € = —

2R

Lordre d’interférences vaut donc

r2

r)= ——
p(r) AoR
Les franges brillantes sont observées lorsque p est un en-
tier. Au centre de la figure, on est au contact optique d’apres
I'énoncé, donc p = 0 et on a bien une tache brillante. Le rayon
mesuré sur l'écran est égal a r multiplié par 4,0 (grandisse-
ment). Pour les franges visibles, de k =0 a 4, on a donc
&) i
k= soit r = 16AgRk
AoR k 0

Dressons le tableau des valeurs de r,zC en fonction de k.

k Jo| 1 | 2 | 3 | 4
r,%(x10—4 m?) H 0 | 2,26 \ 4,84 \ 6,76 | 9,00

Le coefficient de régression linéaire vaut 0,9991 ce qui valide
le modele. Le coefficient directeur vaut

16AoR = 2,251-10"* m?

2,251-1074

=24m
161

doncR=
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a) Lorsque les arétes [AB] et (O,y) sont confondues, le re-
pliage des miroirs donne la figure suivante.

M,

i) Pour x <0 et x> b, on est en dehors de la lame pris-
matique. La différence de marche est

d(x) = 2e =2xtana = 2ax
Les franges brillantes sont définies par

) A
:ﬂ:kEZsoitx:xk:k—0
Ao 2a

Les franges du coin d’air sont donc rectilignes, paral-
leles a I'aréte (O, y), et d'interfrange

. Ao
i=—=10mm
2a

ii) Pour x € [0, b], en présence de la lame, la différence de
marche est

U(x) =2e-2(n—-1)¢ =2xtana—2(n—1)xtanf
soit pu(x) = 2x (a— (n—1)P)
Les franges brillantes sont définies par

H(x) ) Ao
=——=keZsoitx=xp=k——m——
o k= 2= (m-1p)

Les franges du coin d’air sont donc rectilignes, paral-
leles a I'aréte (O, y), et d'interfrange

. Ao
j=E————— =2,0mm
2(a=(n-1p)
On en déduit la figure d’interférences.
y
1 mm
—

b) Lorsquel'aréte [AB] est confondue avec (O, x), le probleme
géométrique est plus difficile.
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i

ii)

Pour (x, y) en dehors de [0, b] x [0, b], la différence de
marche est

8(x) =2e =2xtana = 2ax
Les franges brillantes sont définies par

) A
:;—z):kelsoitx:xk:ki

Les franges du coin d’air sont donc rectilignes, paral-
leles al'aréte (O, y), et d'interfrange

. Ao
i=—=10mm
2a

Pour x € [0,b] x [0, b], en présence de la lame, effec-
tuons une coupe dans le plan y = cste. L'épaisseur de
la lame est constante et vaut ytanf = fy.

l |
By? €=0L X

La différence de marche en (x, y) vaut donc

px,y) =2e-2(n—-1)Ppy =2xtana—2(n—-1)ytanf

soit p(x, ) =2 (ax— (n—-1)py)

Les franges brillantes sont définies par

) L2 2(n-1
p= B g ot 2% 2ZDB

k
Ao Ao Ao

soit 1000x — 500y = k

Les franges du coin d’air sont donc rectilignes, paral-
leles entre elles, de pente 2, elles se raccordent avec
les franges en dehors de la lame sur le segment [AB].

Voici la figure d’interférences.

Interférométre de Michelson Chapitre 7

"

Le point P'(x/,)) deI'écran est le conjugué du point P (%, 1_};))

de M’1 ol la différence de marche vaut

ox’

0=2e=20x=—
5

et out I'ordre d’interférences pour la longueur d’onde A vaut

5 ox

p\) = X oA
La zone de blanc d’ordre supérieur est celle out aucune radia-
tion n'est éteinte, donc celle ou I'ordre d’interférences reste
inférieur a % en valeur absolue quelle que soit la longueur
d’onde du spectre du visible. Il faut donc, et il suffit que ce
soit vrai pour la plus petite longueur d’'onde du spectre :

af x| r o,
———————5 < 5 soit x| <4,0 cm
5x400-10 2
Pour x’' > 4,0 cm, déterminons le nombre de cannelures vi-
sibles. Une longueur d’onde est éteinte si p est demi-entier,
soit ,
ax 1
— =k+—-,keZ
5\ 2

ox’

5 (k + %]
Les bornes pour la longueur d’'onde imposent

Soit A =

/

4001079 < <800-107°

5(k+%)
5(k+%)

> <2,50-10°
ax

soit 1,25-10% <

1
s0it 6,25x' —0,5 < k< 12,5x" — 5

Le nombre de cannelures est donc le nombre d’entiers entre
ces deux bornes, soit environ 6,25x’ (4 une unité pres). La
zone de blanc a 5 cannelures commence donc quand

6,25x" =5 soit x’ = 80 cm

Voici donc l'allure de la figure observée sur I'écran.
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Chapitre 7

a)

b

=

)

d

=

Interférométre de Michelson

irisations irisations

—80 —60

—40 —20

blanc jordinaire
blanc d’ordre supérieur

La figure d’'interférences montre les franges d’égale incli-
naison avec des franges en forme de cercles concentriques.

Au contact optique, on observe une tache uniforme, la
teinte plate.

Le contact optique n’est pas atteint car il y a des cannelures.
Au contact optique, le nombre de cannelures doit étre nul.
Il faut donc observer I'évolution des cannelures au spectro-
scope. Si en tournant T, les cannelures se resserrent et leur
nombre augmente, on s’éloigne du contact optique. Il faut
donc tourner, trés doucement, la vis T dans le sens ot les
cannelures s’espacent et oi1 leur nombre diminue.

Déterminons la relation entre le nombre de cannelures et
I'épaisseur e de la lame d’air. Lordre d’interférences au
centre de I'écran (i = 0) pour lalongueur d’onde A est

5 2e
PN=3=%

Ily a une cannelure noire dans le spectre pour la longueur
d’onde A si

1 2 1
P()\):k+§, kEZsoitTQ:k+5

222

2e
SOitA = T
k+ 3
Les bornes pour le visible sont
400-107% < <800-107°

1
t2
k+1
wnL251&<o773<25~w6
e

1 1
wnZSJ&e—§<k<504@e—§

Le nombre N de cannelures est égal au nombres d’entiers
vérifiant cette double inégalité, donc, a une unité pres :

1 1
N:(aﬂl&e—EyIZSJWe—E):zSJWe

Lorsqu’'on observe une vingtaine de cannelures, 1'épais-
seur de la lame d’air vérifie donc

2,5-10%¢ =20 soit e = 8 um

On doit donc déplacer le miroir M de e, il faut donc tour-
ner de
8-1076

W = 0,016 tours

donc d'un angle
a=0,016 x 360 = 6°
On comprend donc la délicatesse avec laquelle on doit

tourner la vis pour observer les teintes de Newton et le
blanc d’ordre supérieur.



Quatrieme partie

Electromagnétisme
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CHAPITRE

Equations de Maxwell

Themes abordés dans les exercices

Densité volumique de charges.

Densité volumique de courants.

Bilan macroscopique de charges.

Equation locale de conservation de la charge.
Equations de Maxwell, forme locale.
Equations de Maxwell, forme intégrale.

Loi de Faraday

Intensité du courant électrique.

Loi d’Ohm locale.

Loi d’'Ohm.

Résistivité, conductivité, résistance.

Effet Joule.

Vecteur de Poynting, équation de Poynting.

LR R R IR TR R IR R IR R I R

‘Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

Faire un bilan de charges.

Exploiter les équations de Maxwell sous diverses hypotheses.
Exploiter les formes intégrales des équations de Maxwell.
Enoncer et exploiter la loi d’Ohm locale.

Exprimer la résistance électrique d'un conducteur.

Faire un bilan de puissance Joule.

Exploiter I’équation locale de Poynting.

Lo I R R R
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Chapitre8 Equations de Maxwell

Les méthodes a retenir

Faire un bilan de charges.

226

Les grandeurs pertinentes sont la densité volumique de charges

M, 1) = dq
p(M, 1) = dt
exprimée en coulomb par meétre cube et le vecteur densité de courant
volumique
=4y
T =05
exprimé en ampere par metre carré (attention au piege !), ou encore
en coulomb par seconde et par metre carré. Un bilan de charge est
un cas particulier de bilan, ol la grandeur extensive est la charge en
coulomb, et ol le vecteur densité de courant volumique donne acces
aux quantités entrantes et sortantes. La loi locale de conservation de
la charge s’écrit
opM, 1)
ot

La charge totale dans un volume macroscopique 7 est

q(t)=ff pM, t)-dt
v

Le courant traversant une surface macroscopique X orientée est

1= [[ jow.-as
z

+div j(M, ) =0

Exemple :

On travaille en coordonnées cartésiennes sur un élément
de volume parallelépipédique dt =dx xdy x dz
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Equations de Maxwell Chapitre 8

Le vecteur densité de courant volumique sur la facette
avant (indexée f pour front, devant en anglais) est f(x+
dx, y,z,t), celui sur la facette arriére (indexée b pour bot-
tom, derriére) f(x, ¥, 2, 1). Le vecteur surface sortant de la

facette avant est dS ; = dy-dziiy, celui sortant de la facette

arriere dS;, = —dy - dzil, La charge sortant de la facette
avant pendant dt est

dgs = f(x+dx,y,z, t)-aTS)f-dt =ji(x+dx,y,z,t)-dy-dz-dt
De méme, la charge entrant par la facette arriére est
dqe:_f(errZ; t)d—ébdt: _jx(xryrz’ t)ddedt

La charge totale entrante par la paire de facettes avant-
arriere est donc

_ ajx(x’ y) Z) t)

-dx-dy-dz-dt
o x-dy-dz

dg.—dgqs=

En raisonnant de méme sur les trois paires de facettes, on
en déduit le bilan de charges sur I'élément d1 portant une
chargep-dt :

p(x,y,z,t+dt)dxdydz—p(x,y,z,t)dxdydz =

— an(x’y)Z’t) +ajy(x’y’zrt)+ajz(x,y,2,f)
0x dy 0z

En divisant par dxdydzdt, on reconnait a gauche

dxdydzdt

0p(x,y,2,1)
ot

et a droite

ajx(x»J/»Z, t) + 6jy(x’.y’z' t) + ajz(x)y)z) t) _

0x dy 0z
3y ]'y =div j
5 |

d’ou1l’équation locale de conservation de la charge

0pM, 1)
ot

+div j(M, 1) =0

< Exercices 8.1, 8.2,

8.3.
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Chapitre8 Equations de Maxwell

Exploiter les équations de Maxwell sous
diverses hypotheses.

228

Une distribution volumique de charges p et une distribution volu-
mique de courants j créent en tout point P et a toute date  un champ
électrique E(P,7) et un champ magnétique B(P,1). Les équations de
Maxwell énoncent les quatre relations entre ces grandeurs.

M. Gauss  divE= = M. Thomson divB=0
M. Faraday rotE=— % M. Ampere  rotB= p0f+ €oMo %

€ = 8,854-10712 F-m™! est la permittivité diélectrique du vide et

Ho = 471077 H-m™! est la perméabilité magnétique du vide.

Voici les trois modes de simplification de ces équations.

a) Les hypotheses constitutives sont des lois supplémentaires carac-
téristiques du milieu étudié ou du type de solution cherché. Ce
sont elles qui structurent les différents chapitres de 1'électroma-
gnétisme :régime stationnaire (% = 0), quasi stationnaire (T < T),
vide (p=0et f: 0), conducteur ohmique (f: yE),

b

=

Les lois d’analyse vectorielle permettent de combiner les opéra-
teurs div, grad et rot (en particulier

divrot A =0, rot grad V =0, rot rot A = grad div A — AA)
et d’exprimer les formes intégrales des relations grace aux théo-

remes de Stockes
f]\-de:ffﬁfx-ds

#A-%:ff divA-dt

¢) Le théoreme de Schwartz permet d’intervertir 'ordre des dériva-
tions (ou intégrations) par rapport a I'espace et par rapport au

temps. Par exemple
0A — d - =
—dS=— A-dS
ou [[ 5= e [ 3+

et d’Ostrogradski

d(divA)

. [0A
3 div T

Exemple :

La loi de conservation de la charge est une conséquence
des équations de Maxwell. On remarque que p est lié par

(MG) a E et que J est lié par (MA) a B et E. On cherche donc
a éliminer B dans (MA).
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Equations de Maxwell Chapitre 8

Exemple :

Or la divergence du rotationnel est nulle. On applque donc
I'opérateur divergence a (MA) :

divr?fﬁzOzpo

e [OE
div j +¢godiv (a)]

Le théoreme de Schwartz permet d’intervertir les opéra-
teurs de dérivation spatiale et temporelle, et en utilisant
I'équation de Maxwell-Gauss :

ivE . 0L -
UVE _ iy frege = divj+ P

0=div j+¢go 3 3

ot

< Exercices 8.4, 8.5.

Exploiter les formes intégrales des
équations de Maxwell.

Par application du théoréeme d’Ostrogradski aux divergences, du théo-
réeme de Stokes aux rotationnels, on obtient les quatre théorémes sui-
vants.

a) Théoreme de Gauss. Soit ~ une surface fermée délimitant un vo-
lume intérieur 7. Le flux du champ électrique sortant de X est égal a
la charge intérieure a 7 divisée par gq :

#E-dg = Qune avec Qint :fff pdt
= €o 4

b) Conservativité du flux du champ magnétique. Soit X une surface
fermée. Le flux du champ magnétique sortant de X est toujours nul :

#ﬁ.dgzo
>

c) Le théoreme de Faraday dont un corollaire est la loi de Faraday est
un corollaire de la forme intégrale de (MF). Si 6 un lacet orienté et .
une surface orientée tendue sur ce lacet, alors

Une force électromotrice d'induction e apparait dans un circuit fili-
forme fermé traversé par un champ magnétique dont le flux @y est
variable au cours du temps avec

dd;
dt
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Chapitre8 Equations de Maxwell

d) Théoréme d’Ampere généralisé. Soit € un lacet orienté, et . une
surface tendue sur ce lacet, orientée de facon cohérente avec I'orien-
tation du lacet, selon la regle du tire-bouchon. La circulation de Ble
long du lacet orienté vaut :

I dq)]‘a Lentace = .[fﬁﬁ i dg
f(‘gBdﬁ— }lolenlacé+€0p0 dt avec { (I)E :[fsﬂﬁdg

Exemple :

En régime stationnaire, on remarque que E et B ont des
propriétés croisées.

« E est a circulation nulle sur un contour fermé et B est 2
flux nul a travers une surface fermée

fﬁiﬁ:om%%iﬁgzo

Un corollaire de ces propriétés est que la circulation de E
entre deux points ne dépend pas du chemin suivi pour al-
ler de I'un a l'autre (c’est la loi des mailles) et que le flux du
champ magnétique a travers une surface orientée tendue
sur un lacet ne dépend pas de la surface choisie (c’est fon-
damental pour I'application de la loi de Faraday).

« E est créé par les charges et B par les courants

#‘Ed_é = Qint et fB&Té = Molentace

Ces théoremes de Gauss et d’Ampeére seront largement ex-
ploités dans les chapitres respectifs 9 et 10.

< Exercices 8.6, 8.7, 8.8, 8.9, 8.10.

Enoncer et exploiter laloi Ohm locale.

230

La loi dOhm locale s’écrit L

J=YE
ol y est la conductivité électrique exprimée en Siemens par metre
ou Q7' -m™!. Cette loi est la conséquence a I'échelle mésoscopique
du comportement des porteurs de charge a I'échelle microscopique.
Construire un modele, c’est utiliser les lois mécaniques relatives aux
porteurs de charge sous des hypotheses précisées et en déduire la loi
d’Ohm par sommation sur les porteurs.
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Equations de Maxwell Chapitre 8

Exemple :

Le modele de Drude est basé sur 'hypothése qu’il existe
ny porteurs de charge par unité de volume, de masse m
et de charge g. Ils se déplacent sous 'action de la force de
Lorentz et subissent une force de frottement fluide linéaire.
Laloi de la quantité de mouvement s’écrit donc

Si on peut négliger la force magnétique devant la force élec-
trique, alors la vitesse limite atteinte (en régime perma-
nent, % =0) par les porteurs est assimilée a leur vecteur
vitesse moyenne

T
< U>= Ui = q—E

En posant E = Eii et en considérant un élément de surface
dS = dSii, les porteurs de charge qui le traversent pendant
dt sont ceux situés dans un cylindre de base dS et de hau-

teur < v > dt ;il y en a donc ny < v > dtdS, de charge
totale dq =ny < v>dtdSq, donc j = jii avec

7—ﬁﬁ— dq ﬁ_n0<v>dtd8q%
I=as" " aras¥™ " dras
. noﬁlzT*
=nyg<v>u= E
m

2
doncy= =12,

< Exercices 8.11, 8.12, 8.13.

Exprimer la résistance électrique d'un
conducteur.

La résistance électrique R d'un conducteur ohmique est le rapport
entre la tension électrique u = V4 — Vg a ses bornes et I'intensité élec-
trique 7 qui le traverse :

Va—Vg =Ri

Deux méthodes conduisent a I'expression de R :

Méthode 1 Connaissant i, on exprime j (i = [J j- ds), on en déduit
E (f: YE) puis le potentiel électrostatique V (E = —grﬁ) V, V étant
défini a une constante pres, la référence est la masse o1t V = 0) et
enfin u =V, — V.

Méthode 2 Connaissant V, on exprime u = V, — Vg, et on calcule B
(E=—grad V) puis j (j=yE) eti (i = [[ j-dS).
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Exemple :

La résistance d'un conducteur ohmique prismatique, de
longueur L et de section S peut étre calculée par la pre-
mieére méthode. Soit i I'intensité traversant le conducteur,
entrant par la face A et sortant par la face B.

Supposons le vecteur densité de courant volumique funi-
forme. Alors . )

- -

j = <tydoncE=—1i
J g lUx YS X

La relation E = —grad V s'écritici E = — % il donc
av i donc V(x) i LK
—=——doncV(x)=-—x
dx YS YS

On en déduit la tension électrique

L
U=V, Vg = V(0) - V(L) = =
YS

OnendéduitR= 4= L.

< Exercices 8.14, 8.15, 8.16, 8.17.

Faire un bilan de puissance Joule.

232

La puissance électrocinétique volumique dissipée par effet Joule
dans un conducteur ohmique est
2
R =0 ]
J* E = YE =
Y
Elle est exprimée en watt par metre cube. Faire un bilan de puissance
Joule, c’est calculer la puissance totale dissipée par effet Joule par in-
tégration tridimensionnelle dans un conducteur ohmique.
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Exemple :

Pour une répartition uniforme de courant volumique dans
un conducteur cylindrique d’axe (O, z), de longueur L et de
rayon a, parcouru par un courant d’intensité i, j = ~ i,

et
L 2n pa i2
'@Ioule :f f f ) rdrdOdz
z=0J0=0Jr=0 YTU°Q

iz L 2n rZ ¢
'@IOule:W[z]o[e]O [Elo

L
i? =Ri?

yna?

< Exercices 8.18, 8.19.

Exploiter 'équation locale de Poynting.

Le vecteur de Poynting électromagnétique est
EAB
Ho

1:[:

11 est exprimé en joule par seconde et par metre carré. Son flux a tra-
vers une surface S est la puissance électromagnétique transportée :

@:17ﬁ&§
S

Le sens physique de IT apparaitra plus nettement dans le chapitre 11.
La relation suivante est I'équation locale de poynting exprimée ici
dans le cas général :

ou S oo
—— =divIl+j-E
ot
Up = %EOEZ
avec Uem = Ue + Uy, €t e
m — EE

Voici quelques axes d’interprétation de cette relation.

* U, est]'énergie volumique électromagnétique .

. f E est la puissance volumique électrocinétique.

e U'équation est donc homogeéne a une puissance volumique.
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Son sens physique peut étre résumé ainsi : la diminution d’énergie
volumique par unité de temps (terme de gauche) est due a la somme
de la perte par rayonnement électromagnétique (la divergence est
positive quand le champ de vecteur « diverge », ou qu'il est dirigé vers
I'extérieur) et de I'énergie consommeée par mise en mouvement des
charges (j) sous I'action du champ électrique (E).

L'équation locale de Poynting est conséquence des équations de Max-
well, sa vérification permet donc de valider les calculs effectués dans
une situation donnée, et elle permet surtout de donner un sens phy-
sique énergétique aux différents termes apparaissant dans les gran-
deurs électromagnétiques exprimées.

Exemple :

Dans le vide, p = 0 et j = 0 donc I’équation locale de Poyn-
ting s’écrit
Ollem N
——— =divIl
ot

On verra dans le chapitre 11 une famille importante de so-
lutions des équations de Maxwell appelées ondes planes
progressives harmoniques. Injectons dans les équations
de Maxwell les champs suivants

{ E= Eyiiy cos(wt—kx)

B =Byii,cos(wt—kx)

1 est immédiat que div E = 0 et div B = 0. Les équations de
Maxwell-Faraday et de Maxwell-Ampeére s’écrivent

kEqcos(wt —kx) = wBgcos(wt — kx)
—kBocos(wt—kx) =gopowEq cos(wt — kx)

k? = ggpow?

donc { KEq = 0By

On pose ¢ = ﬁ qu’on identifiera a la vitesse de la lumiére
dans I'étude (fes ondes électromagnétiques, et on en dé-
duit

w=kcetEy=cBy
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L'énergie électromagnétique vaut alors

2

1 1
Uem = =€0E2 cos? (0 — kx) + = —2

5 e cos?(wf— kx)

SOit Uy, = eoEé cos®(wt — kx)

Onremarque qu’il y a équipartition de I'énergie volumique
entre composante électrique et composante magnétique.
Le vecteur de Poynting vaut

. E?
[T= -2 cos®(wt — kx) iy
MoC

On calcule les deux termes de I'équation de Poynting
dt "

divI1=2-2ksin(wt - kx) cos(wt — kx)

{ Wen = g E2pysin(wt — kx) cos(wt — kx)
HoC

Ces deux termes sont bien égaux car

1
— =¢gpcetw=kc
MoC

< Exercices 8.20, 8.21.

Enoncés des exercices

Bilan surfacique de charges (d’apreés Mines PSI (1) 2012)

Sur une plaque plane de tres faible épaisseur, des charges sont réparties selon une
densité surfacique o(x, y, f) exprimée en coulomb par metre carré, leur déplacement
est caractérisé par un vecteur densité de courant surfacique js (x,y, ) exprimé en
ampere par metre : sa direction est celle de déplacement des charges, et a travers
une languette de largeur d¢ perpendiculaire a cette direction circule un courant d’'in-
tensité jg - df. Etablir I'équation locale de conservation de la charge reliant les com-
posantes jy et jy de jeto.
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Bilan volumique radial de charges

Autour d'un axe (O, z), on observe un mouvemant radial de charges. Le vecteur den-
sité de courant volumique s’écrit j(M, 1) = j(r, 1) iy en coordonnées cylindriques et
la densité volumique de charges p(M, 1) = p(r, 1).

a) En travaillant sur I'élément de volume situé entre deux cylindres de hauteur H et
de rayons r et r +dr, établir 'équation locale de conservation de la charge reliant
Jj(r, o) etp(r, o).

b) Exprimer l'intensité i(r, t) traversant le cylindre de hauteur H et de rayon r dans
le sens des r croissants.

¢) Enrégime permanent, quelle est la particularité de cette intensité ?

Bille radioactive

Une bille radioactive initialement neutre de rayon R = 0 émet de facon isotrope, a
partir de la date t = 0, N particules par seconde de charge e, avec une vitesse de
norme vg. On note j(r, 1) = j(r, f) iiy le vecteur densité de courant volumique et p(r, £)
la densité volumique de charges en un point M a la distance r = OM du centre O de
la bille et a la date t.

a) Justifier I'existence, a la date ¢, d'un rayon critique r(#) et I'exprimer.
b) Déterminer la charge Q(?) de la bille a la date ¢.

¢) Ensupposant que les particules se déplacent a une vitesse vg constante, Exprimer
j(r, 1) etp(r, t) pour r <re(t).

d) Vérifier la conservation de la charge totale du systeme.

e) Pourquoi I'hypothese de constance de la vitesse des particules est-elle discu-
table ?

Equations de Maxwell dans le vide
Dans le vide, il n'y a ni charge ni courant.
a) Exprimer les équations de Maxwell dans le vide.

b) On donne la relation d’analyse vectorielle
rot [ro_tﬁ] =grad [divA] - AA

Etablir les équations aux dérivées partielles (dites équations de d’Alembert) véri-
fiées séparément par E et B.

1
VEoHo

commenter le résultat.

c¢) Montrer que est homogene a une vitesse. Calculer sa valeur numérique et
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Equations de Maxwell dans PARQS

ARQS est'acronyme de Approximation des Régimes Quasi Stationnaires. Sous cette
approximation, on suppose que la durée caractéristique T de propagation des per-
turbations est négligeable devant la durée caractéristique T des variations des gran-
deurs. On considere qu’'un circuit électrique étudié en séance de travaux pratiques
possede une taille caractéristique de 'ordre de L = 30 cm. Il est alimenté par un gé-

nérateur basse fréquence, de fréquence maximale de 'ordre du mégahertz, de pul-
2n

sation w donc de période T = £F. On démontre (voir chapitre 11) que la célérité
’ 4 . ’ . s . _ 1 _
de I'onde électrique est de l'ordre de celle de la lumiere dans le vide cg = oot =

3,0-10% m-s~!. On rappelle qu'en ordres de grandeurs, la dérivée 9Y est de 'ordre

0xX
de grandeur du rapport des valeurs caractéristiques

Y odglY]

0X ~ odg(X]

a) Justifier que 'ARQS est vérifiée pour le circuit électrique décrit.

b) En traitant les équations de Maxwell en ordres de grandeur, montrer que

oullean]]
o[ e 7T

¢) Endéduire les expressions des équations de Maxwell dans ’ARQS et les comparer
avec celles en régime stationnaire.

d) La loi des noeuds résulte de la relation div j = 0. La loi des condensateurs ré-
sulte de I'équation de Maxwell-Gauss. La loi des bobines résulte de I'équation
complete de Maxwell-Faraday. On démontre que la loi des mailles (établie en ré-
gime stationnaire a I'exercice 8.8) et les propriétés des résistances (résultant de la
loi d’Ohm locale) sont valables dans '’ARQS. Pourquoi ’ARQS est-elle considérée
comme le cadre d’étude de I'électricité de premiére année ?

Démonstration de la loi de conservation par bilan de charges

Soit X une surface fermée délimitant le volume 7. On donne la loi d’analyse vecto-
rielle suivante, appelée théoréeme d’Ostrogradski :

#Ad_s):fff divAdt
z v

On note p(M, #) la densité volumique de charge et j(M, f) le vecteur densité volu-
mique de courant en M a la date ¢.

a) Exprimer la charge totale Q(¢) dans 7 par une intégrale triple.
b) Exprimerl'intensité totale I(#) du courant qui traverse X par une intégrale double.
¢) Traduire la loi de conservation de la charge par une relation entre Q(¢) et I(#).

d) En utilisant le théoreme d’Ostrogradski, en déduire la relation

JIl

e) Cette relation étant valable pour tout volume 7, en déduire I'’équation locale de
conservation de la charge.

dt=0

- 0p
div s %
lV]+ at
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R

8.10

Loi des nceuds

Un nceud d'un circuit électrique est modélisé par une jonction entre trois fils conduc-
teurs canalisant le courant électrique. On note i, i et i les intensités des courants
traversant les surfaces S, S et Sy selon le fléchage du schéma.

Montrer qu’en régime stationnaire i = i + io.

Loi des mailles

Etablir la loi des mailles en régime stationnaire pour un circuit électrique filiforme.

Flux du champ magnétique dans la loi de Faraday

Un circuit électrique filiforme définit un lacet 6 orienté par le sens conventionnel
choisi. Montrer que le flux du champ magnétique a travers une surface S tendue sur
%€ et orientée de fagon cohérente avec la régle du tire-bouchon, ne dépend pas de la
surface choisie.

Théoréme d’Ampere généralisé

Un cable cylindrique de rayon R et d’axe (O, z), conducteur ohmique de conductivité
Y, est parcouru par un courant électrique de densité volumique ]_"= j(r,iiz.Onnote
B = B(9)ilg le champ magnétique a la surface de ce conducteur. Etablir la relation
entre B(1) et I'intensité totale i () circulant dans le cable.

Ordres de grandeur dans le modéle de Drude

Le cuivre pur a une conductivité y = 5,98 -10° S-m~!, une masse volumique
1 =28,96-10% kg-m~3 et une masse molaire M = 63,5- 1073 kg-mol~!. Le nombre
d’Avogadro vaut A3 = 6,02-102% mol ™!, la charge de I'électron —e = —1,60-10719 C
et sa masse m = 9,11-10731 kg. On suppose que chaque atome de cuivre fournit
un électron mobile de conduction. Calculer les valeurs numériques du nombre rg
d’électrons mobiles par metre cube, de la constante o de la force de frottement fluide
linéaire subie par les électrons et de la constante de temps T caractéristique de la
convergence de la vitesse des électrons vers sa valeur limite.
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Modéle de Drude collisionnel (ENS PC 2012)

Dans un métal, les porteurs de charge sont des électrons libres de charge —e et de
masse m, le métal en comporte ng par metre cube. Ils sont susceptibles d’entrer
en collision avec les atomes du réseau cristallin, les impuretés et défauts du métal.
Apres chaque collision, leur vitesse est distribuée de maniéere totalement aléatoire :
si on note V,(0) la vitesse d'un électron apres le n-ieme choc a l'instant £ = 0 pris
a la date du choc, alors la moyenne sur un grand nombre N de chocs est nulle :
%ZI,\J:I V,,(0) = 0. La probabilité qu'un électron subisse une collision pendant I'in-

1
Te

aucun frottement et sont soumis au champ électrique E = E# uniforme et constant.

tervalle de temps dt est dp = = - dt. Entre deux collisions, les électrons ne subissent

a) Etablirl'équation différentielle vérifiée par la probabilité P(#) qu'un électron n’ait
subi aucune collision au cours des ¢ secondes qui suivent sa dernieére collision. En
déduire I'expression de P(1).

b) On définitla densité de probabilité p(¢) parlarelation P(#) = [ p(t")dt’ (p ne dé-

1

_t
signe donc pas ici la densité volumique de charges). Montrer que p(¢) = e .

c) Déterminer la vitesse \7n (t) d’'un électron entre les collisions 7 et nn+ 1.

d) Endéduire la vitesse moyenne

- +OO»
<Vp >:f Vu(®p(H)dt
0

de la vitesse d'un électron au moment du (n + 1)-ieme choc puis sa valeur
moyenne <V > sur tous les électrons du métal.

e) En déduire la loi d’Ohm locale dans ce modele et donner 'expression de la
conductivité y.

Bon conducteur ohmique

Un « bon » conducteur ohmique est un conducteur de conductivité supérieure a
10% S-m™L. Il est soumis a des champs électriques et/ou magnétiques périodiques
de fréquence inférieure 2 101° Hz, ce qui est le cas pour les phénomenes électriques

et optiques dans le domaine du visible. On rappelle qu’en ordres de grandeurs, la

dérivée % est de 'ordre de grandeur du rapport des valeurs caractéristiques

0Y  odglY]

0X ~ odg(X]

a) Etablir I'équation différentielle vérifiée par p.

b) Larésoudre et en déduire qu’on peut prendre p = 0 dans un bon conducteur aux
fréquences considérées. On prendraeg =~ 10711 F-m™~1.

¢) Entravaillant en ordres de grandeur, montrer qu'un terme peut étre négligé dans
I'équation de Maxwell-Ampere.

d) En déduire les expressions des équations de Maxwell dans un bon conducteur et
les comparer avec celles en régime stationnaire. (On pourra aussi les comparer a
celles obtenues dans 'ARQS a l'exercice 8.5).

e) Etablir I'équation de diffusion (du second ordre par rapport aux variables d’es-
pace et du premier ordre par rapport au temps) vérifiée par E dans ce cas.
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Résistance toroidale (Mines-Ponts PSI (1) 2014)

Un conducteur ohmique de conductivité y = 10’ S-m~! a la forme d'une section
torique de rayon intérieur a, extérieur b, de hauteur c, et d’angle a. On suppose que
le potentiel ne dépend que de la variable 6 et on impose un potentiel V(0 = 0) = u
et V(0 = a) = 0. On donne l'expression du gradient et du Laplacien en coordonnées
cylindriques :

ov
gradv—| 12 eav= 12 (rav)+ LoV, o
T =| +9v = |[r= .7
8 £.90 ror("ar) 12002 " 322
0z

b

Le potentiel vérifie I'équation de Laplace AV = 0. Etablir I'expression de V() et en
déduire I'expression de la résistance orthoradiale R entre la face avant et la face ar-
riere du conducteur. Vérifier que si b = a, on retrouve la résistance du conducteur
prismatique.

Conduction électrique dans un semi-conducteur (analyse documentaire)
(CCP PSI (1) 2009).

Dans un matériau semi-conducteur, un électron deviendra porteur de charge mobile
s’il quitte la bande énergétique de valence de I'atome pour atteindre la bande de
conduction. Ceci est possible grace al’agitation thermique au sein du matériau et on
admet que la densité électronique vérifie la statistique de Boltzmann :
Es
no = ngoe BT

olt kg = 1,38-10723 J.K~! est la constante de Boltzmann et Eg une énergie de réfé-
rence. On mesure la résistivité p = % du silicium a tres basse température :

T(K) 4,2 4,6 5,0 5,4 6,2 7,0 8,0 | 10,0 | 12,0

p(@-m) |[ 59-10° | 6,0-10% | 9,0-10% | 1,75-10% | 125 | 16,5 | 2,35 | 0,15 | 0,024

On notera « le coefficient de frottement et g la charge de I'électron.
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a)

b)

c)

Equations de Maxwell Chapitre 8

Pour un matériau conducteur classique, proposer une explication au fait que la
résistivité augmente avec la température.

B
Pour le matériau semi-conducteur silicium, justifier théoriquement que p = pgeT
et vérifier expérimentalement la validité de cette expression ; préciser la valeur
de Eg.
Un semi-conducteur dopé est enrichi en atomes étrangers (appelés impuretés)
répartis dans le matériau. Expliquer pourquoi la résistivité d'un semi-conducteur
diminue :
i) si,lorsqu’il est « dopé N », les impuretés libérent des électrons de conduction

supplémentaires ;

ii) si, lorsqu'il est « dopé P », les impuretés capturent des électrons de conduc-
tion.

Modele de Drude et effet Hall

Un courant électrique d’'intensité i circule dans un conducteur parallélépipédique
de conductivité y, de longueur L selon x et de section d selon v, € selon z. A partir
de ¢ =0, on applique un champ magnétique B = Bii; au conducteur. Les porteurs
de charge sont les électrons libres, de masse m et de charge —e, on en trouve ng par
metre cube.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

~
~
~
~
€ -
~
-

Donner I'expression du vecteur densité de courant volumique j supposé uni-
forme et du champ électrique E régnant dans le conducteur pour ¢ < 0.

V=

L

Dans le modele de Drude le plus simple, les électrons sont en mouvement recti-
ligne uniforme a la vitesse v sous I'action de la force de Lorentz et d’'une force de
frottement linéaire —a#. Exprimer ce vecteur vitesse pour ¢ < 0.

A partir de ¢ = 0, justifier qualitativement que les électrons sont déviés et qu’ils
vont s’accumuler sur I'une des faces du conducteur.

Apreés le régime transitoire, 'accumulation d’électrons crée un champ électrique
appelé champ de Hall Efy qui se superpose au champ électrique initial E. Donner
I'expression de Eyy.

En déduire la tension électrique de Hall Uy entre les faces opposées en y = i%
en fonction de i, B, ng, e et €.

Justifier qu’on peut ainsi réaliser un teslametre a sonde a effet Hall.
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Disque de Corbino

Un disque de Corbino est une pastille cylindrique trouée conductrice, comportant rg

électrons de conduction par metre cube, de conductivité y =

nge>t

- uniformément

neutre (p = 0), d’épaisseur a, de rayons intérieur b et extérieur c.

a)

b)
c)

d)

e)
f)

a
-

On applique une tension électrique U = V(r = b) = V(r = ¢) entre les faces cy-
lindriques interne et externe du conducteur. Déterminer 'expression du champ
électrique E = E(r)ily, du vecteur densité volumique de courant f: Jj(r) iy et du
courant I traversant un cylindre de rayon r quelconque compris entre b et c.

En déduire la résistance radiale Ry de cet objet.

On impose un champ magnétique extérieur B = Bii, uniforme et constant. Ecrire
la loi de la quantité de mouvement pour un électron de charge —e, de masse m et
de vitesse U. En déduire, en régime permanent, la relation

j - B
==4+jA—
Y noe

esl}

On suppose que E reste selon i, et on pose
J=Jrir+ jolig+ jzliz
Montrer que j = 0 et exprimer I'angle

0= (ﬁryj)

en fonctionde v, B, ng et e.
Tracer I'allure des lignes de courant.

Exprimer j, et montrer que la résistance radiale s’écrit
R=Ro(l+¢)

Préciser I'expression de €.
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Bilan Joule dans un conducteur toroidal
Dans le conducteur toroidal de 'exercice 8.14 (on en reprend les notations) soumis
a une tension u, le champ électrique orthoradial a pour expression

E-2a
= U,
ar 0

Calculer la puissance dissipée par effet Joule et en déduire la résistance R.

Bilan Joule pour une répartition non uniforme de courants volumiques

Un conducteur cylindrique occupe le demi-espace z = 0. Soumis a une onde élec-
tromagnétique harmonique incidente en z < 0, un champ électrique sinusoidal non
uniforme se développe dans le conducteur :

= L _z z
E(x,y,2,t) =Eglixe 3 cos(mt— 5)

ﬁ et io =4m-10~7 H-m™!. On admet la validité de la loi d’'Ohm locale.

Déterminer la valeur moyenne dans le temps de la puissance dissipée par effet Joule
dans une section (x, y,z) € [0,a] x [0, a] x [0, +ool. Vérifier 'homogénéité du résultat.

avec d =

Démonstration de I'équation locale de Poynting
On donne la formule d’analyse vectorielle : si E et G sont deux champs vectoriels,
alors

div (FAG) =G rotF-F-rotG
et le théoreme d’'Ostrogradski : si X ets une surface fermée et 7 le volume intérieur a
cette surface, alors pour tout champ vectoriel

#f:d_é:fff div Fdt
z v

a) Démontrer I'équation locale de Poynting.

b) Soit 7 le volume intérieur a une surface fermée X. Définir les énergies
U et U

respectivement magnétique et électrique a l'intérieur de 7.

¢) On suppose 'espace vide de charges. Etablir la relation entre le flux de II sortant
de X, Ug et Uyy,.

d) Interpréter physiquement cette relation.
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Ftude électromagnétique de la charge d’un condensateur

Un condensateur est formé de deux disques paralleles coaxiaux et de méme rayonR,
distants de d < R, séparés par du vide. On note ¢(#) la charge de la plaque inférieure
en z =0 et —q(?) la charge de la plaque supérieure en z = d. Les densités surfaciques
de charge sont uniformes sur les plaques.

Un point M entre les plaques est repéré en coordonnées cylindriques par
OM = Zllg + riiy
a) On néglige les effets de bord, c’est-a-dire qu’on suppose que le champ électrique

est le méme que si les plaques étaient infinies. Donner 'expression de E(M, ©).

b) On suppose que le champ magnétique entre les plaques s’écrit
BM, 1) = B(r, ) il

Déterminer I'expression de B(r, t) grace aI'équation de Maxwell-Ampere.
c) Justifier que dans le modele choisi, le condensateur est nécessairement alimenté
par un générateur de courant d’intensité I constante.
d
e) Calculer la puissance électromagnétique traversant la « bache », c’est-a-dire le

cylindre de rayon R qui ferme I'espace vide entre les plaques. Peut-on 'associer a
I'énergie électrocinétique du condensateur

=

Vérifier la validité de I'équation locale de Poynting sous ces hypothéses.

>,

1
&=-Cut() =
2 2C
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Du mal a démarrer

Le raisonnement est analogue a celui du cours, mais il est
a deux dimensions seulement : on remplace donc les charges tra-
versant les facettes d’un parallelépipede par les charges traversant
les cotés d’un rectangle.

La charge entre par le cylindre intérieur de rayon r et sort
par le cylindre extérieur de rayon r +dr. Le volume délimité peut
étre calculé en faisant la différence entre ceux des deux volumes
et en effectuant un développement limité au premier ordre.

Les bilans doivent étre effectués entre les sphéres de rayon r

et r+dr. On rappelle que la surface d’une sphére de rayon a est
4ma® et que le volume de la boule est %nas. Les développements
limités doivent étre arrétés au premier ordre.

Dans le vide,p=0et j=0. Les équations de Maxwell s’en dé-
duisent immédiatement. En composant (MF) ou (MA) avec I'opé-
rateur rotationnel, on a la premiére étape du calcul.

La durée caractéristique de propagation des perturbations
est celle nécessaire pour parcourir la longueur L a la vitesse ¢p.
La durée caractéristique de variation est la période T. Pour le
travail en ordres de grandeur, le rotationnel est un opérateur
de dérivation premiére par rapport aux variables d’espace, donc
rot A =gqg %.

La charge Q est I'intégrale triple de p dans 7, I'intensité I
est I'intégrale double de J  travers 2. La sortie de la charge Id¢
correspond a la diminution de Q.

Le raisonnement est le méme que celui du cours, appliqué a
la surface fermée réunion de la surface latérale, des surfaces S, Sy
et So.

Une maille forme un lacet qu’on divise en deux lignes. La
circulation de E, nulle sur le lacet, est la somme des deux circula-
tions.

En tendant deux surfaces distinctes sur le méme lacet, on
forme une surface fermée sur laquelle on peut appliquer la forme
intégrale de I’équation de Maxwell-Thomson.

La relation j = YE permet de faire apparaitre i(f) dans le

terme de flux de E dans le théoréme d’Ampére généralisé.

Les ordres de grandeur sont tous calculés a partir des for-
mules du cours ; en cas de blocage, il est assez facile de deviner la
relation en travaillant sur les dimensions des grandeurs.

P(t+dt) est la probabilité qu’aucun choc n’ait eu lieu entre

t=0et t+dt : cet événement est la conjonction de I"absence de
choc jusqu’a t puis de celle entre t et t+dt ; ’équation différen-
tielle en découle. La suite de I’exercice est purement calculatoire.

On obtient I’équation différentielle vérifiée par p en com-

binant I’équation de Maxwell-Gauss, celle de conservation de la

Equations de Maxwell Chapitre 8

0

charge et la loi d’Ohm locale. On voit apparaitre une constante de
temps T qu’on compare a la période T.

La méthode 2 du cours est parfaitement adaptée ici. La seule

difficulté est de choisir la surface a travers laquelle on doit calculer
le flux de j pour exprimer l'intensité i totale : celle-ci est orthogo-
nale a j.

L’application du résultat du cours permet de démontrer la

relation théorique. Pour valider une loi reliant deux grandeurs X
et Y par un tableau de mesures, il faut transformer cette loi pour
obtenir une loi affine puis valider le modéle par un tracé graphique
ou par une régression linéaire.

L’étude de leffet Hall est complémentaire du modele de
Drude : en présence comme en I’absence de champ magnétique,
en régime permanent, les électrons ont un mouvement rectiligne
uniforme sous I’action conjuguée du champ électrique électromo-
teur, du champ électrique de Hall, du champ magnétique et de la
force de frottement fluide linéaire. La loi de la quantité de mouve-
ment permet de conclure.

(a) La relation div j permet de déterminer j(r) avec une

constante d’intégration, on en déduit E(r) puis V(r), puis la valeur
de la constante grace aux conditions aux limites V(b) et V(c). (b)
On en déduit Ry = % (c) La loi de la quantité de mouvement en

U est transformée en une équation en f: —nge?. (d) On projette
la relation sur les trois axes de la base cylindrique. On remarquera

que tan6 = ;—? (e) Les lignes ont la forme de branches de spirales.
(f) Le raisonnement est analogue a celui de la question (a).

Un calcul classique d’intégrale triple suffit a conclure ; re-

2
marquons que calculer la puissance Joule et Iidentifier a 4 ou
4 Ri% donne une autre maniére de calculer la résistance d’un
conducteur.

L’expression de la puissance volumique fait apparaitre un co-

sinus carré fonction du temps, dont la valeur moyenne vaut % La
suite est un simple calcul d’intégrale triple. Pour I’lhomogénéité du
résultat, on rappelle que H est I'unité de I'inductance et S = Q™1
I’inverse de I'unité de la résistance.

Le calcul est bien guidé, il faut manier adroitement les équa-

tions de Maxwell.

(a) C’est une révision du cours d’électrostatique. (b) On uti-

lise 'expression du rotationnel en coordonnées cylindriques. (c)
L’équation de Maxwell-Faraday permet de montrer que g” (¢) = 0.
(d) On calcule T1, sa divergence en coordonnées cylindriques, tem
et sa dA@rivée par rapport au temps, et on remarque que f: 0
entre les plaques. (e) La puissance est le flux du vecteur de Poyn-
ting.
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Corrigés des exercices

On travaille sur un rectangle de surface dS = dx x dy. La
charge sortant par le coté d’abscisse x+ dx pendant dt est

dqs = js(x+dx,y,0)-dy-dtiiy = jx(x+dx,y, Ddydt

De méme, la charge entrant par le coté d’abscisse x est
dqe = jx(x,y,t)dydt. La charge totale entrant dans le rec-
tangle par la paire de cotés est donc

dqgx=dge—dqs = [jx(x,y. 1) —jx(x+dx,y, t)] dydt

Ojx(x,yt
soit dqy = — XV 4 avar
0x
De méme, celle entrant par I'autre paire de cotés est
0jy(x, 0
dqy = —%dxdydr

Le bilan de charges s’écrit donc
ox,y,t+dtdxdy—o(x,y,)dxdy =
[ 0jx(x, 3, 0) . 0jy(x, 1)
0x oy
00 0jx

soit — + — +
or Ox

dxdydt

5
ﬂ:O
oy

a) Lacharge entrant par le cylindre intérieur est

Lo H pr2n
dqe:ffj-det:f fe j(r 0y - rdddziiydt
=0J0=0

soit dge = 2nrHj(r, t)dt. De méme, la charge sortant par
le cylindre extérieur est

dqgs =2n(r+dr)Hj(r+dr,t)dt

La charge contenue par I'élement de volume entre les deux
cylindres est

Q) =p(r,0)- [n(r+ dr)zH—nrzH] H

Q(8) =2nrHp(r, )dr
Le bilan de charges s’écrit Q(¢+d ) —Q(t) = dq. —dgs, soit

2nrH[p(r t+d0) —p(r,0)] dr =

2nH [r-j(r, )= (r+dr)- j(r+dr,1)]
rp(r,t+dt)—p(r,t) __(r+dr)~j(r+dr,t)—r«j(r,t)
dat dr
dp(r,t) 19(rj(rn)

soit +— =0
or r or
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b) Lintensitéesti(r, ) = ij; =2nrHj(r, t).

¢) En régime permanent, la dérivée temporelle dans I'équa-
tion de conservation de la charge est nulle, donc

3(rj(rn) _ 0 donc a(rjmn) _ 0

1
r or dar

donc rj(r) = cste ; posons rj(r) = Z;I—OH on en déduit que
i(r,t) = ip, elle est donc indépendante de r.

a) Les particules les plus éloignées de la bille sont celles qui
ont été émises a t = 0, elles ont donc parcouru r¢(t) =
vot. Pour r > r¢(), aucune particule n’est présente, donc
p(r,t)=0et j(r,t)=0.

Aladate t, N - ¢ particules de charge e ont été émises donc
Q(f) = —Nre.

c) Entre les spheres de rayon r et r + dr se trouvent les parti-

cules émises entre t et £ + dt avec

b

=

r ) r+dr
vo=-—etyy=
077 0" rvdr
donc r = vgt et dt = %.Ony‘[rouvedoncN-dt: Ndr
0 Vo

particules. Le volume compris entre les deux spheres est
4 4
gn(r +dr)® - gnr?’ ~4nr?dr

en faisant un développement limité a I'ordre 1. La densité
volumique de charges est donc

Nd
(=20 _Ne
P anr?dr  Anrluyg

Pendant dt, les particules traversant la sphere de rayon
r sont celles situées a une distance inférieure ou égale a
vodt, ce sontdonc celles situées entre les spheéres de rayon
r—vgdt et r, soit un volume

4
dt=—mr3

4 3 2
—=7(r—vopd?t)’ =4nr-vydt
3 3 ( 0d?) 0

soit une charge totale
dq=p(r,t)dt =Nedt

Lintensité du courant est donc

._dq _

i= Ne
dt

i _ Ne
4mr?

d'ou j(r, 1) = = Iz
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d)

e)

a)

b

=

)

La charge totale est la somme de la charge de la bille et de
celle compris dans 'espace entre r =R=0etr =r¢ :

Q(r)+ff o(r, 0dT = Q(t)+fc
;

> Anrldr
04nr<vg

T'c
=-—Netr+Np—< =0
vo
La charge totale est donc nulle, et donc constante car la
bille est initialement neutre.

Les particules chargées positivement subissent les forces
électriques, attractive de la part de la bille chargée négati-
vement et répulsive de la part des autres particules char-
gées positivement ; elles subissent donc une accélération
et leur vecteur vitesse ne peut pas rester constant.

En I'absence de charge p = 0 et en 'absence de courant
j = 0. Les équations de Maxwell dans le vide s’écrivent
donc

(MG) divE=0 MT) divB=0
MP) rotE=-3 (MA) 1ot B=eguo 2

En composant (MF) avec |'opérateur rotationnel

rotrot E= —rot | —

Par application du théoréme de Schwartz on en déduit

- L rotB
—grad divE - AE = — 9(rotB)
ot
of
(%)

donc0-AE = —¢
oMo Y

-
soit AE—ggpg— =0
oMo o2

De méme, en composant (MA) avec rotationnel, on obtient
une équation de d’Alembert identique pour le champ ma-
gnétique

AB OB _
€oHo Y

ol

Les deux termes des équations de d’Alembert ont nécessai-
rement la méme unité donc

{ %—[Eouo]‘%
o [EOHO]'[S—z]

donc [egpg] =m 2 -s?

a)

b

=

)

Equations de Maxwell Chapitre 8

1

VEOHo

mérique donne

donc

est homogene a une vitesse. L'application nu-

1
=2,998-108 m-s7!
VEoHo

On reconnait la célérité de la lumiére dans le vide.

Les perturbations électriques sont ici les variations de ten-
sion au cours du temps imposées par le GBE Pour se pro-
pager jusqu’au bout du circuit, elles doivent parcourir la
distance L a la vitesse cp, la durée caractéristique de propa-
gation des perturbations vaut donc
L -9
T=—=1,0-10""s
co
La durée caractéristique de variation des grandeurs élec-
triques est la période
1 1 _
T=—2>-—=10"5s
f 106
On a donc bien 1 < T ce qui valide 'ARQS.

Un rotationnel est un opérateur de dérivée premiére par
rapport a 'espace. En ordres de grandeur, on a donc

(MP) : £=2
]
Jrors]

donc ——

E

T _ _EL
oMo = 2
T cyBT

Jeomodi] _ 12

]

Onremarque que T = C— estla durée caractéristique de pro-
pagation des perturbations donc

Jeowo$i] _ -2
Tl 7

et dans ’ARQS ce rapport est trés petit devant 1. On peut
donc négliger le terme gg g %—E devant le terme rot B dans
I'équation de Maxwell-Ampeére. Les équations de Maxwell
dans ’ARQS s’écrivent donc

(MG) divE=L£ (MT) divB=0
(MF) r—o{}?:_—g—B (MA) 1otB=poj

alors que dans le cas du régime stationnaire elles s’écrivent

MG) divE:% MT) divB=0
(MF) 1otE=0 (MA) r0tB =]

On constate donc que I'équation de Maxwell-Faraday n’est
pas modifiée dans 'ARQS alors qu’elle est simplifiée dans
le cas du régime stationnaire.
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d) Lélectricité de premiere année est basée sur les lois des
nceuds et des mailles (lois de Kirchhoff), et sur celles
des dipoles RLC. Le cadre de I'ARQS est donc parfaite-
ment adapté. Remarquons qu’avec un générateur de ten-
sion a haute fréquence (on parle alors d’hyperfréquences),
I’ARQS n’est plus valable, et les lois habituelles de I'électri-
cité ne sont plus valables. En particulier, I'intensité n’est
plus la méme en tout point d’'une branche.

a) Par définition de la densité volumique de charge :

Q(t)=fffyp~dT

b) Par définition de f :
I= # j-ds
z

¢) Lachargeldr quisortde 7 pendant dt équivaut a la dimi-
nution de dQ donc

dQ

dr

d) Le théoréme d’Ostrogradski permet donc d’écrire

_%Uffyp.m :ffydivde

soit —fffy %m:ffydivf-m
sott [

e) Cette égalité est valable pour toute surface X et tout vo-
lume 7 associé. Le terme intégré est donc uniformément
nul, ce qui donne bien I'équation de conservation de la
charge.

- Op
divj+—|dt=0
N]+6t T

Le courant est canalisé par les fils conducteurs, donc l'inten-
sité qui traverse latéralement les parois est nulle. On applique
la loi de conservation du flux a la surface fermée réunion de
cette surface latérale, des surfaces S, S et S» :

fffw?é+0+ff fc?é+ff j-ds=0
S S1 S2

soit —i+1i1+i2 =0

soit i =iy +io.

Soient A et B deux points d'une maille d'un circuit électrique.
Cette maille forme un lacet € qui peut étre décrit par la juxta-
position de deux lignes

c€:AﬁB+BﬁA
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En régime stationnaire, I'équation de Maxwell-Faraday donne
rot E = 0 donc sous forme intégrale

f B-di=0
€

donc fﬁ I:Z~07é+fﬁ l:}d_é:O
AB BA

Or E = —grad V donc la relation précédente s'écrit
—Va) ~ +(VB=Va)~ =0
(VB =Va) o+ (VB=Va) =
soitU~ +U~ =0
AB  BA

Cette relation étant valable quels que soient les points A et B,
on en déduit la loi des mailles.

Tendons deux surfaces distinctes S et So sur le méme lacet et
orientons-les de facon cohérente avec lui.

orientation |

du lacet |

La juxtaposition X de S; etde S, forme une surface fermée. La
forme intégrale de 'équation de Maxwell-Thomson

#ﬁ-d_s’:o
>

s'écrit en orientant le vecteur dS vers I'extérieur de X. On a
donc dS = dSy sur S; et dS = —dS» sur Sp. On en déduit

ff B-%HH B.dS,=0

S1 Sy

SOitff ﬁd_s’1=ff ECTS)Z
S1 So

Le flux du champ magnétique ne dépend donc pas de la sur-
face tendue sur € choisie, c’est pourquoi on dit que Best a flux



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

conservatif. La loi de Faraday utilise ce résultat en définissant
le flux de B a travers le circuit sans préciser la surface choisie.

Appliquons le théoreme d’Ampere généralisé sur le disque 2
de rayon R tendu sur le cercle 6 qui enlace le cable. On a

(1) = Ienlace :ff f(rrt)‘CTS’
D
Le flux du champ électrique a travers le disque est
> —  i(t
Dp :ff E(r,1)-dS = Q

2 Y
La circulation du champ magnétique est
5{ B-dl=B(n-2nr

€

On en déduit

di(t)
dat

B()-2mr = pnoi(t) +€g o

Un volume V de cuivre a une masse PV soit une quantité de

opvo v oo
matiere HV’ soitN =& h‘,va atomes. Chaque atome libérant un

électron il y a donc une densité volumique d’électrons libres

N N _
o= — = P _ g 49.1028 =3

\Y% M
L'équation différentielle vérifiée par le vecteur vitesse est don-
née par la loi de la quantité de mouvement appliquée a I’élec-
tron dans le référentiel galiléen du matériau :

dv —
m— =—eE—-av
dt
. dv o e .
soit — + —v=——E
dt m m

D’apres le cours, la conductivité s’exprime par

2 2
npe e _ _
Y:O—donca:no—:3,64-10 17 kg-s 1
« Y

La constante de temps est donc T = % =2,51-10714s,
a) Pour qu’'un électron n’ait pas subi de choc a la date ¢ + dt,
il faut qu’il n’en ait pas subi a la date ¢ et qu’il n’en ait pas

subi pendant I'intervalle de temps d ¢ suivant, donc

P(t+dt)=P(t)-(1-dp) :P(t)(l— Tidt)
e

b

=

c)

d

=

e)

Equations de Maxwell Chapitre 8

CP(l‘+dt)—P(l‘) 1

d =-——P(t
on T, ™ (1)
d’ou1 'équation différentielle
PO L piy=o
dt Te B

doncP(t) = Ae_?t
Par définition, a t = 0, ’électron vient de subir le n-ieme
L
chocdoncP(0) =1doncA=1doncP(f)=e T.
En dérivant I'intégrale fonction de sa borne inférieure,
dp

E =—p(D)

1 _¢
doncp(t) = —e Te
Te

On applique la loi de la quantité de mouvement a I'élec-
tron dans le référentiel galiléen du métal :

m@n _ g
dr ~

- - e -
donc V(1) =V, (0 — —E-t
m
La vitesse moyenne est
. oo, e. 11 _t
<V >=f [vn(O)——Et]—e edt
=0 m Te

too 1 _ & e . [t
—e Tedt——E
t=0 Te m

_t
—e Tedt
t=0 Te

=V,(0)

Les deux intégrales se calculent sans difficulté, par intégra-
tion directe pour la premiére, par intégration par parties
pour la seconde :

too ] o _t
f —e Tedt:[—e Te =1
=0 Te 0

too ¢t _ 1 q00 +oo ¢

f —e Tedt:[—te ‘e] +f e Tedt
t=0 Te 0 t=0

_ 1™

:0+[—Tee Te] =Te

0

d’ot1 <V, >=V,,(0)— ££E. La valeur moyenne de V, (0) sur

tous les électrons du métal est nulle, donc <V >= — %E.

En raisonnant comme dans le cours,

- . npe®te -
j=no(-e) <V>= —CF
m

ce qui est bien la loi d’Ohm attendue, avec la conductivité

_ noez‘[e

m
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a)

b)

)

d)

e)

On conjugue I'équation de Maxwell-Gauss, 1'équation de
conservation de la charge et la loi d'Ohm locale.

j=YE doncdiv j = ydivE

d - == t—+-p=0
onc - =~ Opsm o 0p

On en déduit

€
p(?) :poe_§ avec T = 70 <1077

Le temps caractéristique de décroissance de p est donc
cent fois inférieur a la période T = % > 10715 5. On peut
donc considérer que p = 0.

Comparons les deux termes formant le second membre de
I'équation de Maxwell-Ampére.

Jeonofi] . o <
T ~odg i = T <1
[woi] Y

On peut donc négliger le terme du courant de déplace-
ment devant celui du courant électrique.

On en déduit les équations de Maxwell pour le bon
conducteur ohmique dans le domaine de fréquences
considérées

(MG) divE=0 MT) divB=0
MP)  rotE=-3 (MA) r1otB=poj

alors que dans le cas du régime stationnaire elles s’écrivent

(MG) diva:% MT) divB=0
(MF) r1o(E=0 (MA) r1otB=poj

et dans le cas du régime quasi stationnaire

(MG) divfi:% MT) divB=0
MP)  rotE=-% (MA) T1otB=poj

En composant (MF) avec 'opérateur rotationnel
—_— — [0B
rotrotE = —rot | —]
ot

Par application du théoreme de Schwartz on en déduit

— . . OrotB
—grad divE - AE = — o

En utilisant la loi d’Ohm locale, (MA) s’écrit

I—O{EZ p()YE
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donc0—-AE = - OE
= HOYat

o oE
soit AE — “OYE =0

qui est bien une équation de diffusion.

Le potentiel électrostatique vérifie 'équation de Laplace et il
ne dépend que de 6, donc

d2v
AV=0o — =0
do?

doncV(0) =A6+B

Les conditions aux limites donnent

B=u d B=u

Aa+B=0 ¢ A=-1
d’'otV(6) = —£6 + 1. On en déduit

=- radV———a—vu L

=78 r 00 e_otr 0

> = Yu_
donc j=YE=—1i
J=Y or o

Le courant est donc orthoradial, et on calcule I'intensité du
courant a travers une section orthogonale a j, définie par
(r,2) € [a,b] x [0, ]

i= das = f f —u -drdzii
ff] r=aJz=0 ar o 0

b
Yu b ycln—
=Eﬁmﬂam8= a“

u

C’est bien la loi dOhm avec R = f‘ - Si b = a, on pose
yelng
b = a(l +¢) avec € = b;a“ < 1 et le développement limité
donne
-~ & Qa
" yeg  yelb—-a)

et on retrouve la formule du cours pour un conducteur de sec-
tion S = ¢(b - a) et de longueur aa.

a) D’apresle cours, la résistivité s’écrit

p—l— -
Y noq?

Si elle augmente avec T, c’est que le coefficient de frot-
tement o augmente, ce qu'on peut expliquer en considé-
rant que les frottements sont dus aux chocs des porteurs
de charge avec les atomes du cristal ; lorsque T augmente,
ceux-ci sont plus agités, et la probabilité de choc augmente
donc a et p augmentent.
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b)

c)

a)
b

=

)

En utilisant 'expression donnée par I'énoncé :

x x BT
p= = e
-5 o nooq®
npoe "B q

Eg
3

donc pg = —%5 et B = 5—5 Pour valider expérimentale-
7200 B
ment cette loi exponentielle, on la compose avec la fonc-

tion logarithme :

I 1 +B
np=In —
P Po T

donc Inp doit étre une fonction affine de % Le tableau de
mesures ainsi transformé donne :

T& ][] 0,238 [ 0,217 | 0,200 | 0,185 | 0,161
Inp 133 | 11,0 | 91 | 75 | 48
LD []] 0,143 | 0,125 [ 0,100 | 0,083
Inp 28 [ 09 | -19 | -37

On peut tracer le graphe et vérifier 'alignement des points,
ou effectuer une régression linéaire ; celle-ci donne un co-
efficient de régression linéaire r = 0,99997 ce qui valide le
modele, et une loi

1
Inp=-12,85+109,9- T

Par identification a la loi théorique : B = 109,9 donc Eg =

kgB=1,52-10"2! =9 48 meV.

Sile matériau est

i) «dopé N », le nombre d’électrons de conduction aug-
mente donc la résistivité diminue ;

ii) «dopé P »alorsla capture d'un électron de conduction
par une impureté provoque un mouvement de proche
en proche des différents électrons de conduction, la
conductivité augmente et la résistivité diminue.

j= ux et d’apres la loi Ohm locale E =
La densne volumique de courant est la resultante du mou-
vement individuel des électrons :

d”x

j=no(-e)7 donc v =— !

i
noeed

De plus, en mouvement rectiligne uniforme, la loi de la
quantité de mouvement appliquée a un électron dans le
référentiel galiléen du laboratoire s’écrit

0=—eE—ap

Les électrons subissent la force de Lorentz magnétique

N - iB
fL,m ——eUVAB=-

7]
noed Y

qui les dévie vers la face avant sur le schéma, ot ils s’accu-
mulent.

d)

e)

f)

a)

Equations de Maxwell Chapitre 8

Le champ créé par les électrons accumulés sur la face
avant doit normalement étre dirigé dans le sens —iiy. Apres
le régime transitoire, les électrons retrouvent un mouve-
ment rectiligne uniforme, donc par application de la loi de
la quantité de mouvement :

0=—e[E+Ey]-etAB-ai
D’apres le résultat de la deuxieme question, cette relation
se simplifie : 0 = —eEp — e A B donc
Byy=-AB=-—2 g
=—0U =— u
H ngeed Y

On en déduit la tension electrlque de Hall Uy associée,
entre les faces opposéesen y = +5 :
iB
Upy=—o
npee

La mesure de Uy grace a un voltmetre et de i grace a
un amperemetre donne ainsi acces a la valeur de B si on
connait celle du nombre d’électrons de conduction par
metre cube. C’est le principe du teslametre a sonde a effet
Hall.

La densité de charges est nulle donc I'équation de conser-
vation de la charge s’écrit

10(rj(r) _
di 0so t
ivj= i o
L . A
soitrj(r)=Aet j(r)= -
On en déduit .
S B
E= — Ur
Y yr
Le potentiel électrique s’écrit V(r) avec
- — . dv A
E =-grad V soit — = —-—
dar Yr
A
doncV(r)=——=Inr+A’
Y

Les conditions aux limites s’écrivent

A U
V()= V(e) = U soit ~In < = U donc A= T

Yy b In
On en déduit

U .U
Y- i etE= i

]:rln% rln%

On en déduit I'intensité du courant en intégrant

I—f f rd0dz
0=0Jz=0 rln
2
soitl = HY?U
IHE
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b) On en déduit

U Iné¢
Ro= —=—2
I 2nya
¢) Laloide la quantité de mouvement appliquée a I'électron
s’écrit -
v m = -
m—=——1v-eE-elVAB
dat T

En régime permanent, I'accélération est nulle, et en multi-

. . noet . .
pliant la relation par = il vient
np @2
~ . npe‘t. Te .
0=—-ngev — E+ —(-ngev) AB
m
On identifie
> - npe’t
j=-ngevety=

- > Y > =
d E=j+—jAB
onc YE=j noe]

et en divisant par y, on obtient bien la relation attendue

- j - B
E==+jA—
Y npe
d) Larelation s’écrit
Ir .
BN | Y i |0
0 = £ 4| j5 Al O
0 y Jo B
Jz Jz Toe
Y
B
B =4+ 2
i — jS jrB
soit ¢ 0= Y~ oe
=z
0= Y
Jo _ [rB
doncy Y o€
Jz=0
La premieére relation prouve que
i B
tan0 = ]—9 .
Jr noe

e) Leslignes de courant font donc un angle 0 constant avec le
rayon.

252

on retrouve I'expression de la résistance R =

f) On déduit j, du systeme précédent :

YE
2R2
noe

Jr=

La figure est invariante par rotation d’angle 0, donc jg et
Jr ne dépendent que de r. Le conducteur restant neutre, la
loi de conservation de la charge s’écrit

100jr () _ ) qone LOUEG) _

div j = 0 soit =
] r r r or

0

C
doncE(r) = -

De méme qu’ala question (a), on obtient

U
E(=——7
r HE
On en déduit
j(r) = YU avece = °B°
= (1+s)rln% B néez

Lintensité du courant a travers un cylindre de rayon r vaut

donc
szffdsa, :ffj(r)rdedz

et par un calcul indentique a celui de la question (a)

_ 2nyaU
S (1+e)n$
On en déduit
U Ing
R=—=(1+¢) =(1+¢)Rg
I 2nya
Par définition

c o b Yu2
= rdrdfdz
Foule fz:(] fe:o fr:a o272

2 b
yu cma b yelng 2
— 015 (1 =—F
2 []y (0] [InT], 0( u

*@Joule =

En utilisant la loi habituelle de I'électrocinétique :

2

u

9P =U-i=—
Joule R

a
yeln2”
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La valeur moyenne dans le temps de la puissance volumique
est
<jE>=<yE®>

E2
Y 0,-%

—VvE2e & 2 Aol
=Y Oe <cos”(wt— >= 5

)

Par définition

+00 E
Ploule = f fysz Y—e dedydz

Poule = 2 [x]g [J’]g

. a’8E2 . .
S0it Pjyle = %. La dimension de y est

1

(6] =
VH-m™1.S.m-1.s"1

On montre en cours d’électricité de premiére année que % est
la constante de temps du circuit L, R, donc

H .
— =ss0itH-S=s
Q
donc [8] = m. Par suite, [ab8] = m® et d’aprés le cours
18] =

I'expression donnant 9, est donc bien homogene.

a) Appliquonsla propriété d’analyse vectorielle au vecteur de
Poynting :

Ll 1 e —
divfi=—div (EAB) = — [B-rof E-E-rot B
Mo Mo

Les rotationnels de E et de B sont donnés par les équations
de Maxwell-Faraday et de Maxwell-Ampeére, d'otu :

divil=

On en déduit I'équation locale de Poynting.

-

A > Olem
d1vl'[:—[1~E+— avec Uem = Ue + Um

=

=

Equations de Maxwell Chapitre 8

b) Les énergies sont les intégrales triples des énergies volu-

miques, leur somme est |'énergie électromagnétique :

B e= [l 2801:2 dt
Uem =Ue +Uyy, avec { fffy 21 B2d1

Lapplication du théoréeme d’Ostrogradski a I'équation lo-
cale de Poynting dans le vide, donc avec j-E = 0 en tout

point donne :
I1-dS =-
ﬁg: dt

C’est I'équation intégrale de Poynting. Considérons les

deuxcas :

o sile flux sortant de X est négatif, alors le systeme 7 re-
coit de la puissance électromagnétique : il la convertit
en augmentant son énergie électrique U, et magnétique
U, par augmentation des champs électrique et magné-
tique ;

« sileflux sortant de X est positif, alors le systeme 7 perd
de la puissance électromagnétique ; il y a conversion
d’énergie électromagnétique en énergie rayonnée.

Par application du théoreme de superposition, le champ
électrique est la somme des champs créés par deux
plaques infinies paralléles On a montré au chapitre 9 que
ce champ est + _28 ii; ou o est la densité surfacique de

charge, icio = g avec S = TR%. On en déduit

N GNP (O

=+——1iy— i
2g0S “ 2¢9S “
- t
soitE:ﬁﬁz
EQS

Lespace entre les plaques est vide donc f: 0. On exprime
le rotationnel en coordonnées cylindriques et I'équation
de Maxwell-Ampere s’écrit

10(rB(r, 1) ., qw
i, =g —— il
€0S

r or

!
soit o(rB(r, 1) _ Mog (1) .
or S

/
t
Mog ( )r2+K

donc rB(r, t) =
2S

En r =0, on obtient K=0d’ ot

!
)
Hoq()r

B(r, 1) = 25
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¢) Le champ électrique est uniforme donc son rotationnel est
nul et 'équation de Maxwell-Ampeére donne

6B
ot

Ol

Hoq” (1)

donc r=0doncq” (1) =0

soit g’ (t) = Cste. Or l'intensité du courant qui alimente

le condensateur est i(f) =
i(h=L
d) Le vecteur de poynting vaut
EAB
Ho

=

- 1 t
ioloaw,
Mo €0S 2S

!
_awg®
28082

On en déduit en coordonnées cylindriques

!
3
Hoq ( )rﬁe

fi- ,

qq' (1)

L 190
roor  gS?

divIl=
L'énergie électromagnétique volumique vaut

[y 52
Uem = —€oE +—B
em =75 0 210

(1) poq(nr?
+
2g(S2 852

Uem =

254

% donc elle est constante :

Lénergie magnétique proportionnelle a ¢’ (f) est constante
donc
Ouem Oue  q'(0q(10)

or  or €082

Léquation locale de Poynting est donc bien vérifiée car
j =0 entre les plaques et

3 B}
—%:dwn

e) On calcule le flux du vecteur de Poynting a travers la

bache :
d pr2n
:f f I1(R, 1) -RdOd zii,
2=0J6=0

2n
P = f f "(t)"ét)deedz
z=0J0=0 2g0S

q(q' (HmR?>d

P=-
£0S2

OrS=nR%etC= EOS estla capacité du condensateur donc

qq' d _ q(nqg' (1)

9GP = — —
£0S C

C’est donc I'opposé de la dérivée par rapport au temps de
I'énergie emmagasinée par le condensateur :

s _qq'®
dt C
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CHAPITRE

Champ électrique

€n

régime stationnaire

Themes abordés dans les exercices

LR R R I R SRV R S IR VIR SR SR R < 4

Equation de Maxwell-Gauss.
Equation de Maxwell-Faraday.
Potentiel scalaire électrique.
Equation de Poisson.

Distribution de charge.

Caractere polaire de E.

Théoréme de Gauss.

Théoréme de superposition.

Energie potentielle électrique.
Théoréme de Gauss gravitationnel.
Champ électrique créé par un dipdle.
Moment dipolaire électrique.
Capacité d'un condensateur.

Densité volumique d’énergie électrique.

‘Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

LR R R IR IR R R R R

Exploiter les équations de Maxwell pour établir les lois du champ électrostatique.
Enoncer et appliquer le théoréme de Gauss.

Connaitre les champs créés par des distributions particulieres.

Utiliser le théoréeme de superposition.

Exploiter I'équation de Poisson.

Savoir calculer la capacité d'un condensateur.

Analyser une carte de champ et de potentiel électrostatique.

Utiliser les propriétés des champs et potentiels pour I'étude du mouvement d'une particule chargée.
Connaitre le champ électrique créé par un dipdle et 'action d'un champ sur un dipole.
Enoncer et appliquer le théoréme de Gauss gravitationnel.

Exploiter 'expression de la densité volumique d’énergie électrique.
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Chapitre9 Champ électrique en régime stationnaire

Les méthodes a retenir

Exploiter les équations de Maxwell pour
établir les lois du champ
électrostatique.

256

En régime stationnaire, le champ électrique E, exprimé en volt par
metre (V-m™!), nommé dans ce cas champ électrostatique, est créé
par les distributions de charge. Il est associé au potentiel scalaire élec-
trostatique V exprimé en volt (V). On note p la densité volumique de
charge exprimée en coulomb par métre cube (C-m™3) et

=

divE = rotE =

E=—gradV | AV+ £ =0

2 o

La divergence (div ), le rotationnel (rot) et le Laplacien (A) sont des
opérateurs de dérivation spatiale. Ils sont fournis par I'énoncé sauf
en coordonnées cartésiennes, ol on définit I'opérateur nabla

<
Il

0
0.
% avecdivE=V-E, rotE=VAE, AV=V?V
32

On doit retenir les trois propriétés topographiques suivantes, tradui-

sant le caractere polaire de E :

o le champ électrique « fuit » les charges positives et est « attiré » par
les charges négatives ;

e le champ électrique est contenu dans les plans de symétrie des
charges ;

¢ le champ électrique est orthogonal aux plans d’antisymétrie des
charges.

De plus, sila distribution de charges est invariante par translation se-

lon x, y ou z, ou rotation d’angle 6 ou ¢, alors le champ électrique ne

dépend pas de la variable correspondante. Notons que les propriétés

de symétrie et d'invariance des distibutions de charge sont affirmées,

sans démonstration ; un schéma peut aider a les identifier, mais il

n’est pas demandé explicitement au concours.

Exemple :

Considérons les deux répartitions suivantes de charges.
Dans le cas (1), elles sont réparties sur quatre plaques qui

délimitent un espace vide. Dans le cas (2), la charge est ré-

. P . _ .z
partie avec une répartition p(x, y, z) = po pr
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Champ électrique en régime stationnaire Chapitre 9

(1) yh 2 =z
-q + |+
— T+
Q A\‘\. V4 /'/4/ + +
+q N \
N :@ é 77777 ﬂ" 7777777
/0 N N -
P 4 \"\\ —-q - J—
, - X =

Dans le cas (1), le plan P est plan de symétrie des charges,
le plan Q plan d’antisymétrie des charges (remarque :
les plans (O, x,z) et (O,y,z) ne sont pas plans d’antisy-
métrie). Le champ électrique est sensiblement uniforme
E=FE, (% Uy + g iiy), il est bien orthogonal a Q et inclus
dans P. Comme il est uniforme, les dérivées de ses compo-
santes par rapport a x, y et z sont toutes nulles, sa diver-
gence est nulle (dans le vide, p = 0) et son rotationnel est

nul. On en déduit le potentiel électrique :

2 2
V(x,y,21) =—Eo(§x+ %y)+KetAV:O

Dans le cas (2), tout plan contenant (O, z) est plan de sy-
métrie des charges. Le champ E = pO% Ui, est bien dans
I'intersection de tous ces plans. On calcule sa divergence
et son rotationnel :

R
= % 0 < Po
divE=| 55 -| 0 =pp— = —
3 2 agy €
oz Po 2agg
0
N I q
rotE=| 5 A| 0 =0
3 2
32 0034z,
On en déduit le potentiel électrique :
V( 1) 2 etav=-P
X)) 2 = € =
¥ Po 6ag €9

< Exercice9.1.
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Enoncer et appliquer le théoréme de
Gauss.

258

Voici les étapes a suivre pour appliquer le théoréme de Gauss.

a) Enidentifiant les plans de symétrie et d’antisymétrie passant par
M, déterminer la direction de E.

b) Son sens peut étre deviné en retenant qu’il fuit les charges posi-
tives et est attiré par les charges négatives.

c) Les invariances permettent de déterminer les variables dont E dé-
pend.

d) On trace la surface de Gauss fermée X en vert, et en quelques
points bien choisis, E en rouge et dS en vert. Ils doivent étre co-
linéaires ou bien orthogonaux. Il est possible qu'une des dimen-
sions de X soit arbitrairement choisie.

e) On calcule ¢, E- ds en décomposant éventuellement X en sur-
faces ouvertes. Pour chacune d’elles :
e lorsque ELdS, I'intégrale est nulle ;

« lorsque E est colinéaire a dS,

ffﬁ-is’:ﬂﬁ.dszla-s

sila norme E est uniforme.

f) On calcule QE"“ en évaluant la charge intérieure a X par un calcul

0
direct Qi = p-V ou Qine = 0 - S si les densités de charge sont uni-
formes ou par un calcul d’intégrale sinon.

g) On applique enfin le théroéme de Gauss

d’ot1 on déduit E(M) apres simplifications.

On peut retenir que le champ électrique est continu en général sauf a
la traversée d'une plaque possédant une charge surfacique o de part
et d’autre de laquelle la discontinuité vaut %

Exemple :

Un nuage sphérique de centre O, de charge totale Q et
de rayon R possede une densité volumique de charge uni-
forme p. Déterminons le champ électrique E en M défini

—
par OM = rii,. Deux cas sont a considérer : r <Retr=R.
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— —

E E
== =
ds ds

Tout plan contenant (O,,) est plan de symétrie des
charges donc E= E(r,0,¢)i,. La distribution de charges
est invariante par rotations d’angle 0 et ¢ donc E=En,.
La surface de Gauss 2 est une sphere de rayon r et E est

colinéaire a dS en tout point de X. Le flux est

#E-%IE'4HTZ
>

La charge intérieure vaut :

3 . .
*Qn=p-31r*=QLsir<R;eQu=Qsir=R.
Le théoreme de Gauss donne donc :

Qr = .
TneyR Ur SIT < R

L_’ 17>
Tnegrz Ur 81T 2 R

On vérifie la continuité en r = R.

< Exercices 9.2, 9.3, 9.4, 9.5.

Connaitre les champs créés par des
distributions particulieres.

La détermination et I'expression des champs suivants doit étre mé-

morisée :

e une particule ponctuelle Q est placée en O ; en M défini par
OM = ri,, elle crée :

Q

o— i, etV=
4Teyr 4Tegr

E:

o une bille sphérique de rayon b portant une charge totale Q (distri-
buée avec une symétrie sphérique) crée en un point M extérieur a
la bille (r > b) le méme champ et le méme potentiel électrique que
si toute la charge était concentrée au centre O de la bille (donnée
au paragraphe précédent) ;

e un plan infini (O, x, y) portant une charge surfacique o uniforme
crée un champ électrique uniforme symétrique + % U, ;il présente
une discontinuité a la traversée du plan.
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Exemple :

Dans le plan (O, x, y), plagons une charge Q en A(0,d) et
une charge Q en B(0,—d). Déterminons le champ élec-
trique au point M(x, 0).

—d

Le champ électrique créé en M par une distribution de
charges ponctuelles est la somme des champs créés par
chaque charge en M. Il faut prendre garde au fait que les
vecteurs unitaires i, entre A et M et entre B et M ne sont
pas les mémes. Il est pratique d’utiliser les notations sui-
vantes :

o Q AM ,_Q BM
dmeol|AM? [AM]l - 4meoIBM|I?  IBM|
— X — X
avecAM—‘ d et BM = —d
- 2 2Qx _
doncE = % . Ox = Q T Uy
4meg (%2 + d?)? 2

< Exercice 9.6.

Utiliser le théoréme de superposition.

260

La linéarité des équations de Maxwell et celle de la relation

_—

E =—grad V entrainent le théoréme de superposition : le champ
électrique ou le potentiel créé par la superposition de deux (ou plus)
distributions de charge est la somme des champs ou potentiels créés
séparément par chaque distribution. Cette loi s’applique particulie-
rement bien lorsque les symétries sont brisées et que le théoreme de
Gauss semble inopérant.
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Exemple :

Une bille de rayon b porte une charge volumique uniforme
p. On creuse dans cette bille une cavité sphérique de centre
O/, de rayon 159 dont le diametre est un rayon de la bille.
Voici une vue en coupe :

Déterminons le champ électrique en M. Tout plan conte-
nant (OM) est plan de symétrie des charges donc
E(M) = Ei,. En revanche, il n'y a pas d’invariance par ro-
tation donc le théoreme de Gauss n’est pas adapté au pro-
bléme. La bille évidée peut étre considérée comme la su-
perposition d’'une bille (1) pleine de rayon b centrée en O
et d'une bille (2) de centre O’ et de rayon %’ de charge volu-
mique —p. Le théoréme de superposition donne E = E, +E,.
En appliquant le théoréeme de Gauss a chaque distribu-
tion : s

E_p-%anQ -p-5m(3)

u
4meor® " gmeg (r - 2)°

< Exercice 9.6.

Exploiter 'équation de Poisson.

Le potentiel électrostatique vérifie I'équation de Poisson

AV + P _ 0
€0
qui se simplifie en AV = 0 (équation de Laplace) dans les régions
neutres, dans le vide en particulier. Cette équation, anodine en ap-
parence, est difficile a résoudre dans le cas général. Retenons que
e les conditions aux limites imposent I'existence de surfaces équipo-
tentielles ;
« la forme de ces surfaces oriente la résolution en cherchant une fa-
mille particuliére de champ V ;
 la prise en compte des invariances permet de réduire les variables
(x,y, 21,8, p) dontdépend V.
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Exemple :

On fait le vide entre deux plaques paralléles infinies
(A, x,y) et (B,x,y) distantes de d, la premiére est portée
au potentiel uniforme V(z = 0) = 0 et 'autre au potentiel
V(z = d) = U. Linvariance par translation selon i, et se-
lon ii, conduit a chercher le potentiel sous la forme V(z) et
I'équation de Laplace s’écrit

o’V 0%V 0%V d*v

o +a—y2+@:Osoitﬁzodoch(z):az+b

Les conditions aux limites donnent

0=b b=0 z
{ U=ad+b donc{ a:% doch(z)—UE
On en déduit

< Exercices 9.7, 9.8, 9.9, 9.10.

Savoir calculer la capacité d’'un
condensateur.

262

Le théoreme de Coulomb établi dans I'exemple du paragraphe pré-
cédent permet d’assimiler un condensateur a deux plaques (1) et (2)
métalliques en regard, formant deux surfaces équipotentielles aux po-
tentiels V; et V, portant des charges opposées q; = g et g» = —q. En
posant u =V; —V,, la capacité du condensateur est la grandeur C, ex-
primée en farad (F) définie par g = Cu. Deux méthodes de calcul se
présentent.

a)

b)

Connaissant g, on calcule E grace au théoréeme de Gauss, puis V
grace alarelation E = —grad V, puis V, et V,, d’oi1 u. On peut aussi

calculer directement, le long d’'une ligne de champ : u = ffl:: - dl.
On en déduit C.

Dans la région vide de charges entre les deux plaques, on résout
I'équation de Laplace AV = 0 avec les conditions aux limites V =V,
sur la plaque 1 et V =V, sur la plaque 2. On en déduit E = —ngfV
puis la densité surfacique de charges o, en utilisant la relation ad-
mise B, = Z_(:ﬁl au voisinage immeédiat de la surface de 1, 7i; dési-
gnant le vecteur normal dirigé vers I'extérieur au point considéré.
On calcule de méme o0,. On en déduit les charges g et —g en inté-
grant adS sur 1 et sur 2. On en déduit C.
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Exemple :

Un condensateur plan est formé de deux plaques paral-
leles de méme surface S distantes de d supposé tres petit
devant sa largeur et sa longueur, ce qui permet d’assimiler
le champ électrique qu’il crée a celui créé par deux plaques
infinies.

-q Az

+q

Notons ¢ la charge du condensateur et u la tension élec-
trique aux bornes du condensateur.

Premieére méthode. La densité surfacique de charge, sup-
posée uniforme, est

q

S

Par application du théoréeme de superposition, le champ
électrique créé entre les plaques est

to==%

On en déduit le potentiel électrique

E=- radVog——ﬂ
78 g  dz

donc V(z) = —gz—i-K
€0

On en déduit la tension électrique

u:v(z:o)—v(zzd): ﬂ: q_d
€ SEO
q €0S
doncC=—==—
onc C 4
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Deuxieme méthode. Les plaques sont séparées par du
vide. Linvariance de la distribution par translation selon
x et y conduit a chercher le potentiel sous la forme V(z) et
I'équation de Poisson s’écrit donc

av=0e 9V
B dz?
doncV(z) =Az+B

Les conditions aux limites donnent

u=A-0+B q B=u
0=A-d+B 2" A=

u

d
z

doncV(z) = —ua +u

On en déduit

B gradve-Na -4y
= —gra =——Uz;= — U,
& dz“"a

Pour z = 0%, le vecteur normal a la surface est 7i = ii, et on
identifie

- + O‘—» . u-> 0_.

E(z=0")=—nsoit =1, = —1u,
€ d €

LU q q €S

soit — = —doncC=—=—
d €S u d

< Exercices 9.11,9.12.

Analyser une carte de champ et de
potentiel électrostatique.
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Le calcul du champ électrique et du potentiel électrique associé est
difficile dans le cas général. C’est pourquoi on les mesure expérimen-
talement ou on les calcule avec un logiciel de simulation, et on ex-
ploite graphiquement les relevés, cartes de champ et de potentiel. On
doit retenir les trois propriétés topographiques suivantes :
 le champ électrique est tangent en tout point aux lignes de champ ;
e les lignes de champ sont orthogonales aux surfaces équipoten-

tielles ;

e plus les surfaces équipotentielles sont serrées, plus le champ élec-

trique est intense.
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Exemple :

Voici I'allure d’'une carte de champ, faisant apparaitre les
lignes de champ en traits continus et les lignes équipoten-
tielles dans le plan de la figure en traits pointillés, créée par
une plaque et une pointe métalliques entre lesquelles on
impose une différence de potentiel de 120 V.

0V ,20V

On vérifie que les lignes équipotentielles sont orthogo-
nales aux lignes de champ. Les équipotentielles sont plus
serrées en A qu'en B. Le champ électrique est donc plus in-
tense en A qu’en B. L'échelle fournie permet d’estimer les
valeurs des champs :

0,4 cm

Eg=-22Y =17kV-m™!

1,2 cm

{ Ep=i2% =50kV-m™

< Exercice9.13.

Utiliser les propriétés des champs et
potentiels pour I'étude du mouvement
d’une particule chargée.

Une distribution de charges immobiles crée un champ électrique E
et un potentiel électrique V. Une particule de masse m et de charge
g placée en M subit une force électrique f qui dérive d'une énergie
potentielle Ep, données par

f=gEM) etEp, = qV(\)

Les méthodes dynamiques et énergétiques habituelles permettent
donc I'étude mécanique d’une particule ponctuelle chargée.
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Exemple :

Une particule de masse m et de charge g est lancée de-
puis O(0,0,0) avec une vitesse initiale Uy = vy i, entre deux
plaques infinies paralleles z = —d et z = d portant respec-
tivement une densité surfacique de charges uniforme —o
et +0. Lapplication du théoréme de superposition permet
d’exprimer le champ électrique entre les plaques :

I, o . -0 o

E=E/+Ey=——l;+—lU,=——1,

260 280 €

Lapplication de la loi de la quantité de mouvement a la
particule dans le référentiel galiléen du laboratoire, en né-
gligeant le poids devant la force électrique, donne

X=0 X=1 X =Uvpt

=0 donc{ y=0 et{ y=0

5= _49 P s=_ 99 42
meg meg 2meg

La trajectoire est donc parabolique.

< Exercices 9.14, 9.15, 9.16, 9.17.

Connaitre le champ électrique créé par
un dipole et 'action d’'un champ sur un
dipdle.
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Le dipdle électrostatique ou dipdle électrique est un bipoint de par-
ticules de charges —g en N et +¢q en P avec NP = d constante. Le mo-
ment dipolaire est

P = gNP
Ce dipdle fixe crée un potentiel et un champ électrique particulier,
et réciproquement il subit une action mécanique de la part d'un
champ électrique extérieur (qu’il ne faut surtout pas confondre avec
le champ propre).
La détermination du champ électrique dipolaire est une question de
cours fréquente et difficile (elle est traitée a I'exercice 9.18). En voici
les étapes.
a) On définit une base sphérique de centre O milieu de [NP] et ii, =

%. Un point M _d? I'espace est repéré par r = OM, ¢ angle du méri-
dien et 0 = (i, OM).
b) On applique les symétries et invariances et on en déduit

V=V(r,0) et E=E,(r,0) @, + Eq(r,0) i

¢) On détermine le potentiel électrique V(M) = Vy(M) + Vp(M)
par superposition et on donne sa valeur approchée V(r,0) grace a
I'approximation dipolaire d < r.

d) On en déduit E = —grad V en coordonnées sphériques.
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Un dipéle électrique, de moment dipolaire P, soumis a un champ
électrique extérieur E,y, subit une force appliquée a chacune des
deux particules.
a) La somme des forces dérive d'une énergie potentielle d’interac-
tion

Ep= -p. Eext

b) La force résultante s’écrit
F= —gr:{ (]_;;'Eext)
¢) Le couple des forces a pour moment résultant
M =P AEey

Deux grandes familles d’exercices se développent sur cette base :
 étude mécanique du déplacement d'un dipole, en translation ou en
rotation autour d’'un axe passant par O ;

o étude qualitative du mouvement d'un dipole dans un champ ex-
térieur dont la carte de champ est fournie : le dipdle a tendance a
s’orienter dans la direction et le sens du champ extérieur et a migrer
vers les zones de champ fort.

Exemple :

(a) Soit un dipole électrique P de centre O, soumis a un
champ électrique extérieur dont la valeur en O est Eq. S'il
est en rotation autour d'un axe A passant par O et orthogo-
nal a (P, Eq), alors la projection du moment des forces sur
Aest

My =[P AEo]-ila =P Egsin(P,Eo)

Posons 0 = (f’,Eo). Ce moment s’annule quand 6 = 0 ou
0 = m. Lénergie potentielle d’interaction est

Ep=-P-Eo=-P-Epcos(6)

Cette énergie potentielle est minimale pour 6 = 0 qui est
donc une position d’équilibre stable. Elle est maximale
pour 6 = 1 qui est donc une position d’équilibre instable.
Le dip6le tend donc bien a s’aligner avec le champ exté-
rieur. (b) Soit un dipdle aligné avec le champ extérieur.
L'énergie potentielle d’interaction vaut donc Ep = =P - Eq.
Elle diminue lorsque Ep augmente, donc le dipdle se dé-
place vers les zones de champ fort.

< Exercices 9.18, 9.19, 9.20, 9.21.
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Enoncer et appliquer le théoréme de
Gauss gravitationnel.

Il y a une analogie formelle entre la force de Coulomb exercée par
une charge ponctuelle Q sur une charge ponctuelle g et la force de
gravitation exercée par une masse M sur une masse m :

Qg . —¥YMm _

iy

.
4megr? r2

Dans le théoreme de Gauss, on remplace donc le champ électrique
E par le champ gravitationnel g, la charge Q par la masse M, et la
constante é par —4n%4, d’out

# g-dS = —4nGMiy

Les régles d’application de ce théoréme de Gauss gravitationnel sont
les mémes que pour son équivalent électrique.

Exemple :

Une planéte sphérique de centre O, de rayon R et de masse
M a une masse volumique p = % uniforme. Soit M un
3

point repéré par OM = rii,. Pour r > R, le théoréme de
Gauss gravitationnel appliqué sur une sphere de rayon r
s’écrit oM
g-4nr® = —4n9M donc § = - —-ii,
r

Pour r <R, il s’écrit

4
g-4nr? = —4n%u- gnr3 donc g = -

< Exercices 9.22,9.23, 9.24.

Exploiter 'expression de la densité
volumique d’énergie électrique.
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2
Lénergie électrique volumique u, = % exprimée en joule par metre
cube permet de développer trois types de calculs :

a) calcul de I'énergie électrique U, emmagasinée par un dispositif
par intégrale triple sur I'espace ;

b) calcul de la capacité d'un condensateur, en identifiant
1
U, = -Cu?
2

¢) Calcul d'une force d’interaction électrique en identifiant

—

f=-grad U,
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Exemple :

Pour un condensateur plan formé de deux plaques de sur-
face S = a x b et distantes de d, I'énergie emmagasinée est

a b d 1 U2
U :f f f —gg—dxdydz
¢ x=0Jy=0Jz=0 2 0 da? Y

1 U?
U,=-

odb 2
= —&y—
20 q2

le
cabd = ===
e =574

. 1
soit U, = ECU

On retrouve donc I'expression de I'énergie électrique em-
magasinée par un condensateur, obtenue en premiére an-
née par un raisonnement électrocinétique.

< Exercices 9.25, 9.26.

Enoncés des exercices

Détermination directe d'un champ électrique

Une distribution de charge se développe autour d'un axe (O, z), elle a pour densité
volumique en coordonnées cylindriques

o
pP=pPo—
-

a) Justifier que

E=E(n) i, etV=V(r)
b) Déterminer le potentiel V(r) grace a I'équation de Laplace en prenant V(0) = 0.
¢) En déduire E.

d) Vérifier 'équation de Maxwell-Gauss.

Champ électrique créé par une plaque chargée en surface

Une plaque infinie (O, x, y) porte une densité surfacique de charge uniforme o. Dé-
terminer le champ électrique créé en un point M(0,0, z).

Champ électrique créé par une plaque épaisse

Une plaque épaisse infinie, située entre les plans z = —a et z = a, porte une densité
volumique de charge uniforme p. Déterminer le champ électrique créé en un point
M(0,0, z).

Champ électrique créé par un fil rectiligne infini

Un fil rectiligne infini (O, z) porte une densité linéique de charge A uniforme. Déter-
miner le champ électrique en M situé a la distance r du fil.
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Champ électrique créé par un cylindre chargé en volume et en surface

Un cylindre infini d’axe (O, z) et de rayon b porte une charge volumique uniforme
p >0 et sa surface est recouverte d'une charge surfacique uniforme o < 0.

a) Lacharge totale de toute section de hauteur H du cylindre est nulle. En déduire la
relation entre o, p et b.

b) Déterminer le champ électrique en M situé a la distance r de I'axe.

Carré de charges

Quatre charges sont placées aux sommets d'un carré (ABCD) dans le plan (O, x, y)
avec A(a,0), B(0,a), C(—a,0) et D(0,—a). Déterminer le champ électrique en O si on
place respectivement les charges (+¢, +¢,—¢q,—q) puis si on place (+q,—q,+q,—q).

Résolution de 'équation de Laplace en géométrie cylindrique

Deux cylindres infinis d’axe commun (O, z), de rayons a et b avec a < b, sont por-
tés aux potentiels respectifs V(r = a) = 0 et V(r = b) = U. Déterminer le potentiel
électrique V(r,0,z) pour a < r < b. En déduire le champ électrique entre les deux
cylindres.

Résolution de 'équation de Laplace en géométrie sphérique

Deux spheéres de méme centre O, de rayons a et b avec a < b, sont portées aux po-
tentiels respectifs V(r = a) = 0 et V(r = b) = U. Déterminer le potentiel électrique
V(r,0,¢) pour a < r < b. En déduire le champ électrique entre les deux spheres.

Résolution de 'équation de Laplace en géométrie conique

Un plan infini (O, x, ) est porté au potentiel U. Une plaque infinie en forme de cone
de sommet O et d’axe (O, z), de demi-angle au sommet a, est portée au potentiel nul.

L ¥

a) Un point M est repéré en coordonnées sphériques par OM = r et les angles 0 et ¢,
aveca <0< % ety € [0,2n[. Justifier que V(M) = V(r,0).
b) Chercher V indépendant de r (c’est le cas sur les deux plaques formant des sur-

faces équipotentielles pour 6 = « et pour 6 = %) sous la forme V(B). On donne
fﬁde =In [tang].

¢) En déduire E.
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Potentiel créé par une distribution volumique antisymétrique

Dans 'espace (O, x, y, z), une distribution volumique de charges est définie par

Osix<-—a
—posi—a=<sx<0
+ppsi0=sx<a
Osix=za

p(x, y,2) =px) =

Déterminer le potentiel V(x) et le champ électrique E = E(x) iy tels que V(0) = 0, que
E =0 pour x > a, et que les deux fonctions V(x) et E(x) soient continues. Tracer les
graphes correspondants.

Condensateur cylindrique

Un condensateur cylindrique est formé de deux plaques cylindriques coaxiales d’axe
(0O, 2), de rayons respectifs a; et ap avec a; < a et de méme hauteur H. On sup-
pose que les dimensions sont telles qu'on peut négliger les effets de bord, c’est-a-
dire qu’on peut assimiler les propriétés électrostatiques du dispositif a celles d'un
ensemble de cylindres infinis. Déterminer la capacité C de ce condensateur.

Condensateur a cylindres paralléles

Deux plaques cylindriques paralléles d’axes (01, z) et (O2,z) de méme rayon a sont
distantes de 2D = O102. Un point M du plan contenant les deux axes, et situé entre
les deux cylindres, est repéré par ses coordonnées M(x, z), I'origine O du repere étant
le milieu de [0;02].

a) Un cylindre infini, d’axe z, de rayon a, posseéde une densité de charge surfacique
uniforme o. Déterminer le potentiel électrique V(r) en un point situé a une dis-
tance r de son axe.

b) Le cylindre 1 du dispositif possede une densité de charge surfacique uniforme o,
le 2 une densité —o. Déterminer le potentiel électrique V(x) en M.

¢) En déduire la tension électrique u entre les deux plaques en supposant qu’elles
sont elles-mémes des surfaces équipotentielles.

d) La capacité linéique est la capacité équivalente C d'un trongon de longueur H
selon z de ce dispositif, divisée par H, soit ' = % Déterminer I'expression de T'.
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L Champ disruptif (Centrale MP 2015 (sujet 0))

Un logiciel de simulation permet de tracer I'allure des lignes équipotentielles autour
de deux électrodes portées aux potentiels respectifs —1 Vet +1 V.

04V 08V [IV 0,6V 0.2V

me* oV

'

02V —0,6V —1\1 08V 04V

Z

Ce logiciel donne aussi le graphe des variations du potentiel V en fonction de z sur
l'axe :

a) Oule champ électrique est-il maximal ?

b) Le champ disruptif est celui pour lequel on observe une étincelle correspondant
a l'ionisation de l'air. Celui-ci vaut E, = 3,6-10% V-m~L. Quelle tension doit-on
appliquer aux bornes du dispositif pour atteindre ce champ au centre O du dispo-
sitif ?

o Mouvement d’une particule dans un puits de potentiel.

Une particule de masse m et de charge ¢, est astreinte a se déplacer sur un axe (O, x).
Une charge Q > 0 est fixée en x = a > 0. Lensemble est plongé dans un champ élec-
trique uniforme et constant Eg = Egiiy avec Eg > 0.

a) A quelle condition x = 0 est-elle une position d’équilibre stable pour la particule ?

b) Etudier dans ce cas les petites oscillations autour de x = 0 de la particule.
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Piege a trois particules (analyse documentaire)

Trois charges positives identiques Q sont fixes aux sommets d'un triangle équilatéral

(A,B,C) de centre O avec OA=0OB=0C = a.

a) Justifier qualitativement que le centre O du triangle est une position d’équilibre
instable pour un électron.

b) Une particule de charge g = 1,0 C et de masse m = 1,0 kg est placée en O et lancée
avec une vitesse initiale Tjg = —vg iiy. Voicil'allure des lignes équipotentielles dans
le plan contenant (A, B, C) tracées avec % =1,0V-meta=1,0m :

On donne quelques valeurs de V sur 'axe (O, x) :

x(m) || -0,47 | —0,44 | -0,39 | 0,28 | —0,14 | 0 [ 0,10 | 0,14 | 0,17

|
V) || 2,99 | 3,00 | 3,01 |3,019 | 3,01 |3,00]3,01]3,02] 3,03

Le pas de potentiel entre deux lignes successives est 0,01 V. Déterminer la valeur
maximale de vy qui permet a la particule de rester piégée.

Piégeage d’'une particule (Mines-Ponts MP (2) 2015)

Un systeme de trois plaques est disposé autour de l'origine O d'un référentiel
(O,x,¥,2). Une premieére plaque possede la symétrie de révolution autour de (O, z),
son équation cartésienne est

(o) : xz+y2—222 = rg

Les deux autres plaques sont les deux nappes de 'hyperboloide de révolution

(&) : x? +y2 —2z%2=-2z% avecz>0
(&) : x> +y?—22° = —2z; avecz <0

Les deux parametres sont reliés par 2zy = rov/2. & est portée au potentiel Vg, &; et
&» sont ala masse.
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Une particule ponctuelle de charge g subit une force électrique de la forme
F=alxily + yily) + bzil;

a) Etablir la relation entre a et b.

b) Montrer que le potentiel électrique s’écrit
V(x,y,2) = (x+[3(x2 +y2 —2z2)

et exprimer o en fonction de Vy et § en fonction de ry et Vy.

¢) Montrer que O(0,0,0) est une position d’équilibre et justifier que cet équilibre est
instable.

Energie du noyau

Dans le modele de Thomson, le noyau d'un atome du numéro atomique Z est as-
similé a un nuage sphérique de rayon R, de charge Ze et de densité volumique uni-
forme

T 44R3
3R
On constitue ce noyau en rassemblant autour d'un point O de I'espace des éléments
de matiere de charge infinitésimale venant de I'infini.

a) On suppose que le noyau, en cours de formation, posséde un rayon r < R. Quelle
est sa charge q(r) ?

b) On note &(r) son énergie électrique. On fait augmenter son rayon de dr en ap-
portant une charge dq de I'infini a la surface sphérique du noyau en construction.
Déterminer 'augmentation d’énergie dé& en fonctionde r, dr, R, e, Z et g.

¢) En déduire I'expression de I'énergie & du noyau en fonction de R, e, Z et gp.
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Champ électrique créé par un dipdle électrique

Un dipole électrique est'association de deux charges ponctuelles —¢q et +¢ distantes
de d. Celles-ci sont placées en N(0,0,—d/2) et P(0,0,d/2). Un point M est repéré en
coordonnées sphériques, a une distance r > d du centre O du repere.

a) Justifier que E(M) = E; (r,0) iy + Eq (r,0) iig. Voici la figure vue dans le plan méri-
dien :

b) Exprimer le potentiel Vp créé en M par la charge +¢g en P. On fera le développe-
ment limité en % Exprimer de méme Vy.

¢) En déduire le potentiel V en M puis le champ électrique E créé par le dipole élec-
trique en M.

Mise en évidence du caractere polaire d'un solvant

Quand on approche une tige chargée d’'un filet d’eau qui coule, celui-ci est dévié vers
la tige, alors qu’avec un filet de cyclohexane, il n'y a pas de déviation. Expliquer ce
phénomeéne.

Interaction de deux dipdles paralleles, coaxiaux
Le champ électrique créé par un dipéle électrique de moment dipolaire P, de centre
O, en un point M de I'espace vaut, dans I'approximation dipolaire
TR P-7., P
= (3/—7-—
ameg |- 10 r3

) avec ¥ = OM

a) Deux dipdles identiques sont placés de facon coaxiale a une distance x 'un de
l'autre sur un axe (O, x) (figure 1). Ils sont astreints a se déplacer en translation
sur cet axe. Donner I'expression de la force exercée par le dipdle 1, supposé fixe,
sur le dipole 2.

b) Deuxdipoles identiques sont placés avec des moments dipolaires anticolinéaires,
a une distance x 1'un de I'autre sur un axe (O, x) (figure 2). Ils sont astreints a se
déplacer en translation sur cet axe. Donner I'expression de la force exercée par le
dipole 1, supposé fixe, sur le dipdle 2.

¢) Quelle est la force d’'interaction entre deux dipdles dont les centres sont placés
en 01(0,0,0) et en Oz (x,0,0), de moments dipolaires respectifs P; = Piiy et P, =
Piiz ?

yl‘ figure 1 yl‘ figure 2
| |
:Pl P, X | P X
—f——:—> ————————— —_ - - = —f——t 77777777777 # —————— =
: X | X P2
-_— -_—
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Dipdle en mouvement entre deux charges dans un plan

Un dipole électrique, de moment dipolaire P, est astreint a se déplacer dans un plan
auquel P reste orthogonal. De part et d’autre de ce plan se trouvent deux charges —¢q
et +¢, placées symétriquement, a la distance 2a 'une de l'autre.

On note M le milieu du dip6le mobile, on repeére sa position en coordonnées polaires
par r et 0, on note m sa masse et on suppose que la distance entre les deux charges
qui le composent est trés petite devant a.

a) Donner I'expression du champ électrique E en M en fonction de r.

b) Endéduire'expression del'énergie potentielle d'interaction Ep(r) entrele dipole
mobile et ce champ.

¢) Justifier que le dipodle subit une force centrale conservative et rappeler les noms
des deux grandeurs constantes Lg et &p.

d) Donner l'expression de I'énergie potentielle effective
L2
Epesi(r) = —25 5 +Ep(r)
2mr

et tracer a'aide d'un grapheur I'allure de la courbe représentative en fonction de
u =% quand

L2 aPm
5 OZ:I,OIetq 5 =10
ma T[E(]LO

En déduire la nature du mouvement possible et indiquer si un mouvement circu-
laire est possible.

Tunnel gravitationnel (Mines-Ponts PSI (1) 2011)

Un tunnel est creusé en ligne droite entre deux points A et B de la surface d'une pla-

nete sphérique de centre O, de rayon R, de masse M et de masse volumique p = :IR3
3

uniforme. On fait le vide dans ce tunnel et on consideére un train de masse m glissant
sans frottement dans ce tunnel. Sa position est repérée par son abscisse x = HM ou
H est le point le plus proche du centre de la planéte, on pose ro = OH, a = xp = HA et
r=0M.
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a) Déterminer le champ gravitationnel en M en fonction de r, en déduire la force de
gravitation subie par le train.

b) Endéduire!'énergie potentielle gravitationnelle du train et 'exprimer en fonction
de x.

c) Le référentiel terrestre est supposé galiléen. Le train est abandonné sans vitesse
initiale en A. Etablir 'expression de x(f) et en déduire la durée du voyage de A a B.

d) Comparer cette durée avec la période d’'un satellite évoluant a trés basse altitude,
en mouvement circulaire uniforme de rayon r =~ R.

Energie potentielle gravitationnelle d’'un astre sphérique (Mines-Ponts
PSI (1) 2010)

Un astre sphérique de masse M, de rayon R et de masse volumique uniforme p est
construit par agglomération couche apres couche : lorsque le rayon de I'astre vaut
r, la matiére formant la couche [r, r + dr] située a une distance infinie de I'astre est
attirée et se dépose a la surface de 'astre, jusqu’a ce que r atteigne R.

a) Exprimer le volume dt et la masse dm de la couche [r, 7 + dr] en fonction de y, r
et dr (on se limitera au terme du premier ordre en dr).

b) Donner I'expression de I'énergie potentielle gravitationnelle de cette couche a
I'infini et a la surface de I'astre. En déduire la variation d’énergie potentielle dEp
de l'astre quand son rayon augmentede r a r + dr.

¢) En déduire I'énergie potentielle gravitationnelle de l'astre en fonction de ¢, M
etR.

Pression au cceur d’une étoile (Mines-Ponts PSI (1) 2010)

Une étoile de masse M, de rayon R, de masse volumique p uniforme posséde un
champ de pression P(r) et un champ gravitationnel g(r). La pression est nulle a la
surface de I'étoile. Déterminer la pression Py au centre de 'étoile en fonction de ¥,
MetR.

Energie électrique d’'un nuage électronique

Un électron de charge —e est assimilé a un nuage sphérique de rayon R et de densité
volumique de charge uniforme p.

a) Déterminer I'expression du champ électrique E(r) pour r <R et pour r > R.

b) En déduire I'énergie électrique totale de cette distribution.
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Chapitre9 Champ électrique en régime stationnaire

Position d’équilibre d'une plaque chargée (résolution de probléme)

Dans le dispositif suivant, la plaque inférieure possede une charge —¢ et est fixe, la
plaque supérieure possede une charge +¢g et est mobile en translation sur l'axe z,
sa masse est m et le ressort est de constante de raideur k, de longueur a vide ¢j. La
surface commune des plaques est S et on pourra supposer qu’elles sont tres proches

I'une de l'autre.

. LT

(m) (q)

I (—q)

Déterminer la valeur de z a I'équilibre de la plaque.

Du mal a démarrer

L’équation de Laplace écrite en coordonnées cylindriques
s’intégre en deux temps. Les constantes d’intégration se calculent
en utilisant la condition V(0) = 0.

La surface de Gauss est un cylindre ou un parallelépipede
rectangle traversant la plaque de fagcon symétrique entre —z et
+z.

La surface de Gauss est un cylindre ou un parallelépipede

rectangle traversant la plaque de fagcon symétrique entre —z et
+2z. Deux cas sont a considérer : quand z > a, la charge intérieure
est celle située entre —a et a et quand z < a, la charge intérieure
est celle située entre —z et +2z.

La surface de Gauss est un cylindre de rayon r et de hauteur
H arbitraire, qui doit nécessairement se simplifier dans le théo-
réeme de Gauss.

La surface de Gauss est un cylindre de rayon r et de hauteur

H arbitraire, qui doit nécessairement se simplifier dans le théo-
réeme de Gauss. Quand r < b, la charge surfacique n’est pas conte-
nue dans la surface de gauss, quand r > b, la charge intérieure est
nulle d’apres la premiére question.

Le théoréme de superposition et I'expression du champ créé
par une charge ponctuelle permettent de déterminer le champ
électrique dans le premier cas. Dans le second, les symétries et
antisymétries entrainent la nullité du champ.

Les propriétés de symétrie et d’invariance permettent
d’écrire V = V(z), I’équation de Laplace en coordonnées cylin-
driques s’intégre en tenant compte des conditions aux limites en
r=aetenr=>b.Onen déduit E.

Les propriétés de symétrie et d’invariance permettent

d’écrire V = V(r), I’équation de Laplace en coordonnées sphé-
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(p

riques s’intégre en tenant compte des conditions aux limites en
r=aetenr=>b.0Onen déduit E.

Les invariances du probléme permettent d’éliminer la va-
riable ¢. L’équation de Laplace en coordonnées sphériques s’in-
tégre en utilisant la primitive donnée par I'’énoncé et en tenant
compte des conditions aux limites en 6 = a et en 6= §. On en
déduit E.

On résout I'équation de Laplace dans chaque zone, on en

déduit le potentiel en fonction de deux constantes, et le champ
électrique par dérivation. Il y a donc a priori 8 constantes a déter-
miner. Il y a 6 continuités a assurer (V et Een —a, 0et a) et les
deux nullités de champ pour x < —a et x > a, ce qui donne bien 8
relations. On en déduit les 8 constantes.

L’application du théoréme de Gauss donne E, on en déduit
V puis la tension électrique entre les cylindres, puis C = %

(a) On applique le théoréme de Gauss pour calculer E, on en

déduit V. (b) Par superposition des potentiels électriques, V est la
somme de celui calculé pour chaque cylindre, grace au résultat de
la premiére question. Il faut prendre garde au fait que r s’exprime
en fonction de x, et n’est pas le méme pour les deux cylindres. (c)
u=V(=D+a)—-V([D-a). (d) On en déduit C= %

Le champ est maximal la ou les lignes équipotentielles sont

les plus serrées. La valeur du champ électrique est % sur Paxe,
on la calcule dans le cas de la simulation ol la tension est de 2V,
et on en déduit celle assurant le champ disruptif en calculant le
coefficient multiplicatif.

C’est un probléme a un degré de liberté pour une particule

soumise a un ensemble de forces conservatives, on se raméne donc
al’étude de I'énergie potentielle Ep(x) = g- (Vo (x)+V(x)) :une po-
sition est position d’équilibre si sa dérivée est nulle, elle est stable
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a)

si la dérivée seconde est positive en cette valeur. L’étude des pe-
tites oscillations autour de la position d’équilibre nécessite I’écri-
ture du développement limité au second ordre de Ep(x) au voisi-
nage de 0. L’énergie mécanique est ainsi la somme d’un trindme
du second degré en x et de %mfcz. Elle est constante, sa dérivée
par rapport au temps est nulle, on en déduit I'équation d’oscilla-
teur harmonique vérifiée par x, d’ott wg et la période propre Ty

(a) L’instabilité en O peut étre justifiée en analysant le sens

des forces qui agissent si on déplace I’électron vers les x > 0 ou
vers les x < 0. (b) Le puits de potentiel est visible sur le graphe.
Le col en x = —0,28 peut étre franchi si la barriere de potentiel
de I'ordre de 0,019 V est dépassée, ce qui permet de calculer le
majorant de I’énergie cinétique de la particule, puis sa vitesse.

(a) F permet d’exprimer E qui doit vérifier I’équation de
Maxwell-Gauss. (b) On calcule V a partir de E en résolvant un
systéme d’équations aux dérivées partielles. (c) L’analyse d’équi-
libre et de stabilité peut étre menée en supposant tour a tour que
la particule se déplace sur I'axe (O, x) puis sur Iaxe (O, y) ; I'étude
des dérivées de Iénergie potentielle par rapport a x puis par rap-
port a y permet de conclure.

L’augmentation de I'énergie est estimée en faisant la diffé-
rence entre I’énergie potentielle de la charge qui va se déposer,
lorsqu’elle est a I'infini, et lorsqu’elle est a la surface de la sphére.

(a) Le plan de la figure est plan de symétrie des charges. (b)

La distance PN qui intervient dans I’expression du potentiel créé
par la charge ponctuelle est calculée en utilisant les coordonnées
des deux points. Pour le développement limité, on rappelle que si
e < 1alors (1+€)" =1+ re. (c) Par superposition, V= Vp + Vy.

Un schéma peut étre utile pour expliquer le mouvement des

molécules d’eau assimilables a des dipoles soumis au champ élec-
trique créé par la tige.

Champ électrique en régime stationnaire Chapitre 9

Dans tout Iexercice, on calcule le champ Ey créé par le di-
pole 1 a ’endroit ot est placé le dipole 2, puis I'énergie potentielle
de ce dipole 2 sous I’action de Ej grace a la formule du cours, puis
la force en calculant le gradient.

Le calcul du champ électrique par superposition des champs

créés par les deux charges doit étre mené sans approximation. On
en déduit I'énergie potentielle puis I'énergie potentielle effective,
et on pourra se référer au cours de premiére année sur les forces
centrales pour la condition Epegr(r) < &p.

(a) On applique le théoréme de Gauss gravitationnel. (b) On
exprime Ep(r) en écrivant mg(r) = —%. Le théoréme de Py-
thagore permet d’exprimer r en fonction de x. (c) C’est un pro-
bléme a un degré de liberté avec des forces conservatives, la mé-
thode énergétique est donc pertinente. (d) La troisieme loi de Ke-
pler donne immédiatement la réponse.

Comme I’énergie potentielle gravitationnelle est nulle a I'in-
fini, la variation d’énergie potentielle est égale a I’énergie poten-
tielle de la masse dm située a la distance r du centre de 'astre de
rayon r.

On conjugue I'expression de g(r) donnée par le théoréme de

Gauss gravitationnel et la loi de la statique des fluides —grE’P +
ug=0.

(a) On détermine E dans chaque cas grace au théoréme de
Gauss. (b) On intégre I'énergie électrique volumique dans les deux
zones : 1€ [0,R] et r €]R, +ool.

La plaque est soumise a trois forces conservatives, son poids,
la force de rappel élastique et la force électrique qui dérive de

2
I’énergie du condensateur %%, et C dépend de z.

Corrigés des exercices

Soit O le projeté orthogonal de M sur l'axe. Le plan
(O, iy, iiz) et le plan (O, iy, ilg) sont des plans de symé-
trie des charges. Le champ électrique est donc contenu
dans leur intersection et E = E(r, 0, z) iir. La distribution de
charges est invariante par translation selon i, et par rota-
tion d’angle 0 donc E = E(r) ii;.

b) Léquation de Laplace s’écrit

AV = P soit
€0

li( dV)__M

rdr rE €or
. d [ dV)  porg
SOltE(T‘E)— £

av T
done rEt = P07 4 o
dr €0

av A
soit =~ = — 2070
dr €0 r

donc V(r) = —Mr+Alnr+B

€0
Pour r =0, Inr — oo donc A = 0. La condition V(r =0) =0
entraine B = 0 donc

V(r)=- PoTo r
€0
) Larelation E = —grm) V s’écrit
_v
il or _ Mﬁr
0 €0

d) On vérifie que

r or gr €
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Les plans (O,x,z) et (O,y,z) sont plans de symétrie des
charges donc E = E(x, y, 2) il La distribution de charges est in-
variante par translation selon iiy et selon iy donc E =E(2)il.
La surface de Gauss est un cylindre de section S dont les cou-
vercles supérieur et inférieur sont situés symétriquement en
+z. Le plan z = 0 étant plan de symétrie des charges, E(-z) =
—E(2)ils.

Le flux se décompose en trois termes, et la charge intérieure
est celle contenue par la surface S délimitée sur la plaque. Le
théoreme de Gauss s’écrit donc

- — o — L — S
ff E~d5+ff E-d3+ff Eas=22
sup lat inf €0

S
SOitE-S+0+E-§ = 2>
€0

n_ 0 = . H___ 0 =~ .
doncE—zsouzs1z>0etE— 2€0uzsaz<0.

Les symétries et les invariances sont les mémes qu’a 'exercice
9.2 donc E = E(2) iiz. La surface de Gauss est un cylindre de
section S dont les couvercles supérieur et inférieur sont situés
symétriquement en +z. Le plan z = 0 étant plan de symétrie
des charges, E(~z) = —E(2) il Deux cas sont 4 distinguer pour
z>0:z>aouz=a.

Zf?
‘Td? A
ZM%\ —= Zi
al| as “1M
i 2
,,,,,,,,,, Lo x b x
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Le flux se décompose en trois termes :

sup lat inf

=ES+0+ES =2ES

La charge intérieure s’exprime distinctement dans les deux
cas. Si z > a, elle est restreinte au cylindre de base S situé entre
—aeta:
Qjnt =p-2a-S donc
-2aS - a
S0 g=y

2ES tE=
€0 2gg
Si0 < z < a, c'est la charge contenue dans le cylindre situé
entre —zet+z :
Qint =p-2z-S donc
-2z28 o z
P2 =22,

2ES = =
€0 2¢gg

En coordonnées cylindriques, en notant O le projeté orthogo-
nal de M sur l'axe, les plans (O, ii, iig) et (O, iir, ii;) sont plans
de symétrie des charges donc E = E(r,0, 2) ii;. La distribution
de charges est invariante par translation selon ii; et par ro-
tation d’angle 6 donc E= E(r)iiy. La surface de Gauss est le
cylindre de rayon r et de hauteur H arbitraire.

Z — =
as —

—
i
H dS E

——

Le flux se décompose en trois termes et la charge intérieure
est celle située sur la hauteur H du fil. Le théoreme de Gauss
s’écrit donc

. . . — A-H
ff E-dS+ff E-d3+ff st
sup lat inf €0

soit0+E-2nrH+0=——
€0

N AL
doncE = 7
21reg

a) La charge sur une hauteur H est la somme de la charge si-
tuée dans le volume et de celle située surt la surface, donc

b
p-nb2H+0-2an :Odonccr:—p?
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b) Encoordonnées cylindriques, en notant O le projeté ortho-
gonal de M sur I'axe, les plans (O, ii, iig) et (O, iiy, iiz) sont
plans de symétrie des charges donc E = E(r,6, 2)ii,. La dis-

tribution de charges est invariante par translation selon ii
et par rotation d’angle 6 donc E=E®W . La surface de
Gauss est le cylindre de rayon r et de hauteur H arbitraire.
:r<betr>b.

Deux cas sont a considérer
ZA

Le flux se décompose en trois termes :

sup lat inf

=0+E-2nrH+0

Sir < b, lacharge intérieure est celle située dans le cylindre
de hauteur H et de rayon r :

Qint = p-anH donc
p«nrzH = _ pr
E-2nrH=——¢etE= iy
€0 2gg

Si r > b, la charge intérieure est nulle d’apres 'hypothese
deI'énoncé donc E = 0.

Par théoréme de superposition, le champ électrique est la
somme des quatre champs. Les quatre distances sont égales :
AO =BO = CO = DO = a et les vecteurs unitaires sont selon
+iix et +1iy. On en déduit

= q . oL o Aten a2
E=—— [~y — iy —ix —iy| =| "%,

4nega? 4

0 4mega’

Dans le second cas, les trois plans (O, iy, ity), (O, iy, liz) et
(O, iy, iiz) sont plans de symétrie des charges, le champ élec-
trique devant étre inclus dans ces trois plans, il est nécessaire-
ment nul.

Le potentiel étant indépendant de 0 et de z sur les deux
plaques, on peut chercher V(r). La nullité du Laplacien de V
dans I'espace vide entre les cylindres s’écrit alors

a(r—a")

1 or dav

— = i =A
Pl 0donc r ar

Champ électrique en régime stationnaire Chapitre 9

.dv A
soit — = — donc V(r) =Alnr +B
dr r
Les conditions aux limites donnent
- _U_
Alna+B=0 A=hs
Alnb+B=U ") p=_Ulna
lng
P InZ
Onen déduit V(r)=U—¢ et
In2
B=gradv=-Ng - Y 3
= — = U =——1U
g ar D r

a

Le potentiel étant indépendant de 6 et de ¢ sur les deux
plaques, on peut chercher V(r). La nullité du Laplacien de V
dans I'espace vide entre les spheres s’écrit alors

16P2g)

dav
— =0doncr?=—=A
r2  or dr

dv A A
soit — = = doncV(r)=-—+B
r r

dr
Les conditions aux limites donnent

A

~44B=0 A=U

4 donc e
{—%+B:U {B UL

On en déduit V(r) = Uf((l; Z% et
N —_— av Uab
E= —gradV: —E Ur = —mur

a) Sur les deux plaques, le potentiel est indépendant de ¢, il
y a symétrie de révolution autour de 'axe (O, z), et il est 1é-
gitime de chercher V indépendant de ¢. De méme, sur les
plaques, V est indépendant de r.

b) Léquation de Laplace s’écrit donc, dans la région vide de
charges

1 a(sinﬂg—\e])

AV = 0 soit —= =0
SO 2 in0 00
don mGdV A tﬂ—i
OnesmYe = 30 T sine
0
donc V(0) =Aln tani +B

Les conditions aux limites s’écrivent

A=——U
donc { In[tan § ]

{ Alnftan§]+B=0
B=U

Aln[tan}]+B=U

n[tang]
2l

On en déduitV(0) =U [ m
In[tan ¥ ]
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¢) On en déduit enfin

=—gr =—-—ig=—— iy
rdo rsinfln [tan%]

On résout!’équation de Laplace dans chaque portion.
e Pour x€[0,al (zone3) :

2

X
=P Gonevi) = -2 X L Asx4B;

dx? €0 gy 2

d%v

La condition V(0) = 0 entraine B3 = 0 donc

2

Vi) =-P0% LA
gy 2

On en déduit que

2

Vi =-2% {aza
g9 2

etE(@=-—(x=a)= p—oa—As
€0

e Pour x € [a,+o0[ (zone 4) :

d*v
—— =0doncV(x) =A4x+By
dx?

Le champ électrique étant nul pour x > a, —% =A4 =0
donc V(x) =By et E(x) = 0. En x = a, on assure la continuité
deVetdeE :

Po a? _
{ ;057+A3Q—B4 donc
aa—Ag_O
— Poa”
Ba=1¢ donc
A=
3 €0

¢ On détermine de méme V(x) et E(x) pour x € [-a,0[ (zone
2) et pour x €] — oo, al, on peut aussi utiliser 'antisymétrie
de la distribution de charges.

Voici le tableau récapitulatif :

V(x) E(x)
x<-a - % 0
—a<x<0 po(x;;rOZax) _ po(;c(;ra)
0<x<a Po(fziZZax) po(gcofa)
asx % 0

Voici 'allure des courbes représentatives :
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V=

E(x)

Soit g la charge du cylindre (1) et —¢ celle du cylindre (2). Soit
M un point entre les deux cylindres, repéré par sa distance
a l'axe r €]ay, ay[. La distribution de charges est symétrique
par rapport a (M, iy, ilg) et (si les cylindres étaient infinis)
par rapport a (M, i, ii;) donc E = E(r,0,2)ii,. La distibution
de charges est invariante (si les cylindres étaient infinis) par
translation selon i, et par rotation d’angle 8 donc E = E(r) ;.
La surface de Gauss est le cylindre de hauteur H. Le flux est ce-
lui a travers sa surface latérale en admettant que celui a travers
les couvercles supérieur et inférieur est nul (ce serait le cas
si les cylindres étaient infinis). La charge intérieure est égale
a celle du cylindre (1) intérieur, soit g. Lapplication du théo-
réme de Gauss donne donc

E(r)-2nrH:1doncl:Z= q u
) 2negrH
On en déduit le potentiel
B av
E=-gradVe& a__ a7
2negrH dr
donc V(r) = - q Inr+K
2negH
On en déduit la tension électrique
q az
u=V(ay) -Via) = In—
(a1) —V(az) omeol " oy
donc C= Z = ZIESS_ZH

a) Les symétries et invariances habituelles du cylindre infini
entrainent que E = E(r)i,. Par application du théoreme
de Gauss sur un cylindre de rayon r et de hauteur H arbi-

traire :
o-2naH - oa
E(r)-2nrH= — doncE = —1ii,
€0 egr

On en déduit le potentiel

oa
doncV(r)=—-—Inr+K
€
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b) Par théoreme de superposition, le potentiel est la somme
des deux potentiels. Les rayons correspondants sont
r1 =D+xetrp =D —x. On en déduit

oa aga
V() =Vi(®) +Va(x) =——1Inr +Ky + — Inrp + Ky
€0 €0

oa, D—-x
=—1In
gg D+x

+K; +Ko

¢) Lexpression de V(x) obtenue a la question précédente
n'est valable que dans 'espace situé sur 1'axe x entre les
deux cylindres. La tension électrique est donc mesurée
entrex=-D+aetx=D-a :

oa 2D—-a a
u=V(-=D+a)-V(D—a)=— |In —In
€0 a 2D—-a
. 20a, 2D-a
soitu=——In
€0 a

d) La charge portée par le cylindre (1) de hauteur H est
g =0-2naH. On en déduit la relation entre g et u en éli-
minant o :

2D —
u= q In a
niHeg a
nHe
doncC = 9 2D—0a
u In =
C €
doncT = ﬁ = %

a) Le champ est maximal la ol les équipotentielles sont les
plus serrées. C’est donc entre les deux électrodes, sur I'axe
de symétrie du dispositif, et au voisinage de ces électrodes,
ce qui est confirmé par le fait que la pente de V en fonction
de z devient tres forte quand z se rapproche de —1 ou de
+1 mm.

b) Aucentre du dispositif, le champ électrique est dirigé selon
iiz car tout plan contenant I’axe (O, z) est plan de symétrie
des charges. Sa valeur est

. av .
E(0,0,0) = ———1(0,0,0)ti
dz

Lorsque la tension entre les électrodes vaut
V(z=1-10"3)-V(z=-1-10"3) =1~ (-1) =2V

la lecture graphique de la pente de V en fonction de z

donne
-0,25V

8 mm

Les équations de Maxwell étant linéaires, le coeffi-
cient de multiplication du champ électrique est égal

E(0) = — =31V-m™!

Champ électrique en régime stationnaire Chapitre 9

a celui des potentiels. Pour obtenir le champ disruptif
E,=3,6- 10% V-m~1, il faut donc une tension

_3,6-10°

x2V=23-10° V
31

0]

a) La méthode énergétique est adaptée a cet exercice car la
particule est soumise a deux forces conservatives et le pro-
bléme est a un degré de liberté. L'énergie potentielle de la
particule est Ep = g(V(x) + V((x)) ou1 V(x) est le potentiel
électrique créé par Q :

Q

Vx) = ———
4dmeg(a—x)

et Vo(x) celui associé a Eg :

— davy
Egiiyx = —grad Vo donc Eg = ———
oUx gra o aonc kg dx
donc Vy(x) = —Egx
On en déduit que
Q
E = -E
p(x) q[4n£0(a—x) 0X
dEp Q ]
gl —= _E
ax 7 amega—x2  °
d’Ep _ 4Q

dx2 ~ 2megla-x)3
i Y4 aTs . dEp .
x = 0 est position d’équilibre si —= (x = 0) = 0 soit

Q

_* _E
4mega? 0
. . dZEp
Cette position est stable si Tz (x=0)>0.0r
d’E 2qE
Plr=gy= 99 _2dF
dx? 2negad a

Cette quantité est donc positive si g > 0.
b

=

Le développement limité au second ordre de Ep(x) au voi-
sinage de x = 0 s’écrit, selon la formule de Taylor :

Ep() =Ep©) + P (= 0)x+ LEP (o).
pro=tp dx dx2 2
. 2qEy x2
soit Ep(x) =Ep(0) + 4 . >
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a)

b

=

Lénergie cinétique de la particule est Ec = %mxz. Son

énergie mécanique a donc pour valeur approchée au voisi-
nage de x = 0 (correspondant aux « petites oscillations ») :
2q€p ¥* 1,

+—mx
a 2 2

Em=Ep+Ec=Ep(0)+

Enl'absence de force dissipative, Em est constante donc sa
dérivée par rapport au temps est nulle, soit
2qEy 2xx 1
420 XX 255 =0
a 2 2

2qEy
a

0+

donc x+m-X¥=0

2qEy

soit X + x=0
a

C’est'équation différentielle d'un oscillateur harmonique

de pulsation propre wg = % donc de période
27 ma
To=—=2n
wo 2qEg

Lélectron est a égale distance des trois charges Q, les trois
plans orthogonaux au plan de la figure et contenant une
des médianes du triangle équilatéral sont plans de symé-
trie des charges, ainsi que le plan de la figure. Le champ
électrique est dans leur intersection, il est donc nul, et la
force électrique subie par un électron en O est nulle, c’est
donc bien une position d’équilibre. Sur I'axe x, dés que
I'électron se déplace vers les x > 0, il sS’approche de A donc
la force d’attraction dirigée vers les x croissants augmente
etil s’éloigne de B et de C donc la force d’attraction dirigée
vers les x décroissants diminue :ilya donc rupture d’équi-
libre, la force d’attraction par A est plus forte que celle par
B et G, la force est donc dans le méme sens que le déplace-
ment, O est donc une position d’équilibre instable.

On voit distinctement le col de potentiel au voisinage de
x* = -0,28 m et la ligne de potentiel V = 3,01 V qui déli-
mite la cuvette de potentiel bidimensionnelle centrée en
O ou le potentiel ne vaut que 3,00 V. Si la particule est
lancée dans le sens des x décroissants a partir de O, avec
une vitesse qui lui permet de dépasser le col en x*, on
constate que le potentiel décroit ensuite sur I'axe. En par-
ticulier, lorsque x < —0,50 m, la particule est a gauche des
trois particules car elle est en dehors du triangle qui s’ar-
réte en xg = xc = —0,50 m. Elle est alors repoussée par
les trois charges fixes, et sera donc éjectée. La particule ne
doit donc jamais atteindre x*. Par conservation de I'éner-
gie mécanique entre O et x* :

1 1
q-vV(0)+ Emug =q-V(x*)+ 5mu*2
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a)

b

=

)

1
_ _mV*Z
2
Lénergie cinétique étant toujours positive, cette équa-
tion est impossible si ¢(3,00—3,019) + %mué < 0 donc si

%mug <0,019¢ soit

/0,038 _
< 22%%q =0,195m-s 1
m

1
donc ¢(3,00—3,019) + Emu2

F

La force électrique est F = gE donc E = - Or la région est

vide de charges donc div E = 0 donc div F = 0 soit

o

9x ax

% ay =0soita+a+b=0
0 bz

0z

donc2a+b=0.

La relation E = —grad V entraine

oV _ _ax
¥ _ B
W:_Wy donc
oV _ 2az
0z m
2 2 2
ax® a az a
Vi p2) = — o -2 +—+0(:O(——(x2+y2—222)
2m  2m 2m

qui est bien de la forme attendue avec p = —5%. Pour trou-
ver les constantes d’intégration a et , utilisons les condi-
tions aux limites. Sur la plaque &, x* + y% — 222 = rg etle
potentiel est nul ; sur la plaque &7, x% + y? —2z% = —22(2) =
—rg et le potentiel vaut Vo donc

Vo

2 _ o=
+ =
{0( prg =0 donc{ ﬁ__zﬁ
oo

(x—ﬁr% =Vp

En 0(0,0,0), F = 0 donc la particule est en équilibre. Pour
justifier la stabilité, on peut déplacer la particule sur I'axe
z en maintenant x = y = 0 ou la déplacer sur x en main-
tenant y = z = 0. L'énergie potentielle est Ep = gV, et on
ignore a priori le signe de g. Calculons les dérivées pre-
miére et seconde de Ep :

oF 9°E

P — _4qpz = =—4qp
okp _, ety oy

ox qpx o2 =2qp

On constate donc que I'une de ces deux dérivées secondes
est négative, ce qui prouve que |'équilibre est instable dans
I'une des deux directions.
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a) Lacharge dunoyau est

4 g5 Zer
q(r):p-gnr =—

b) La charge dq qui fait augmenter le rayon de dr est celle
d'une couche sphérique de surface 4772 et d’épaisseur dr,
donc

3Zer?dr

=

A linfini, I'énergie de cette charge est nulle. Lorsqu’elle se

dépose ala surface du noyau en formation, son énergie est

I'énergie potentielle d’'interaction

dq= p~4nr2dr =

_qn-dq _ 3722 dr
T 4megr  AmegR6

a&

qui correspond a 'augmentation d’énergie du noyau.
c) On calcule l'intégrale

_fR 37262 rtdr
r=0 4megR6

37202 [,5]R

B 4megRE

’
> o

37262
20megR

soit& =

a) Le plan (O, iy, iig) est plan de symétrie des charges (il les
contient toutes les deux), donc le champ électrique est in-
clus dans ce plan et la composante de E selon iy est nulle.
La distribution est invariante par rotation d’angle ¢ donc
E ne dépend pas de cette variable.

b) Par définition, Vp = — 49 Danslabase cartésienne de
Ameo [|IPMI|
la figure :
0 rsin® — rsin6
P d M et PM = d
g rcos0 rcosf— 5

— d\?
donc [|[PM] = \/rzsin29+ (rcose— 5)

N d2
soit |[PM| = \/ 2 — dr cos0 + s

On en déduit

o=

d a |
P= q [1——cose+—}
4megr r 4r2

Champ électrique en régime stationnaire Chapitre 9

En faisant le développement limité au premier ordre en %,
2
le terme 57 est négligé car du second ordre et
a
Vp = q 1— —cosH
4megr 2r
De méme 4
VN = q + —cos0
Amegr 2r

¢) Le théoreme de superposition permet de sommer les po-
tentiels :

gdcos9
VM) =Vp+VN=-"—">
Amegr
Le champ électrique est donc
0V _ 2qdcosf
or — 4n§0f36
B —| _1av _ gdsin
E=-gradV 700 T 4merd
__1 _oV_g
rsin® 0 —

Les molécules d’eau, assimilées a des dipoles électriques
(I'atome d’oxygeéne est plus électronégatif que les atomes d’hy-
drogene), sont soumises a I'action du champ électrique non
uniforme créé par la tige chargée.

filet d’eau

D’apres le cours, les dipoles s'orientent dans le sens de E et
se déplacent vers les zones de champ maximum, donc vers la
tige, d’'ot1le déplacement attractif du filet d’eau. Les molécules
de cyclohexane ne sont, elles, pas polaires (et tres faiblement
polarisables), il n'y a donc pas de déviation.
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a) Le champ électrique E; créé par le dipole 1 de moment
dipolaire Py = Piiy au niveau du dipdle 2 repéré par
0710 = xiiy est

sl (3x P
= —— | —=xiiy - —1i
Pmeg\ o8 78T 3
" 2P
=i
! dmegxd

On en déduit I'énergie potentielle d’interaction entre le di-
pole 2 et le champ électrique créé par le dipdle 1

Ep=—By-By =20
p=—fark= 4meg a3

On en déduit

L — dEp
F=-gradEp=- iiy soit
g 14 dx

- 3P
F = - ﬁx
2meg x*

b) Le champ électrique E; créé par le dipole 1 de moment

dipolaire B; = Piiy au niveau du dipdle 2 repéré par

010 = xiiy est

E ! (0” P i )
= — |Ofiy — — ii
Vimeg U Y 377
P
-—ii
amegx3 Y

=

E =

On en déduit I'énergie potentielle d’interaction entre le di-
pole 2 et le champ électrique créé par le dipole 1

- o p2
4meg s

On en déduit

. — dEp
F=-gradEp=- iiy soit
g p dx
N 3P
F=- 7 Ux

TEYX

¢) Le champ électrique E; est le méme qu’a la question (b),
il est orthogonal a P, donc Ep est uniformément nul et la
force est nulle.

a) Le point M est dans le plan d’antisymétrie des deux
charges, donc E est orthogonal a ce plan, soit E = Eii;. On
somme les champs créés par les deux charges.
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=2 % cos iz
4Ameg (r + a=)

2qa

R L—
aneg(r? +a?)?
b) Lénergie potentielle est
. 2qaP
Ep(r)=-P-E=-—F—
4neg(r? +a?)?

¢) Lénergie potentielle ne dépend que de r, c’est donc un
mouvement a force centrale conservative et les deux gran-
deurs constantes sont le moment cinétique en O

iozw/\mﬁ

et]’énergie mécanique &j.

d) On exprime

2

Lo
Epet(r) = md | 72

3
= 2 22
a?>  meoly (1 + az)

1 qgaPm

Les hypothéses simplificatrices donnent

10

1
Epeff(u) =5 T 3
U 4u2)3

VoiciI'allure de la courbe obtenue par un grapheur.
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a)

b

=

)

D’apres le cours de premiére année, les valeurs possibles
pour r sont définies par

Epegr(r) < &p

Sil'énergie &y est négative, on a donc un état lié, si &y est
positive, on a un état de diffusion, et si &y correspond au
minimum de la courbe, on a un mouvement circulaire.

Tout plan contenant i, est plan de symétrie des masses
donc g = g(r,0,¢)ii,. La distribution de masses est in-
variante par rotations d’angle 0 ou ¢ donc g = g(r)ii,.
Comme M est intérieur a la planete, r < R, la surface de
Gauss est la sphere de rayon r et le théoreme de Gauss gra-
vitationnel s’écrit

3

M 4
g(r)~47rr2 =—4nY - — -
g]’[R3 3

. 9M
donc g = ——-riir

R3
On en déduit
. N “GMm
f=mg= R rily

Cette force est conservative et dérive de I'énergie poten-
tielle gravitationnelle Ep avec

- — “GMm dEp
= —grad Ep soit - r=———
r=-8 P R3 dar
doncEp= - r
P=27re
Le théoreme de Pythagore donne 1% = rg +x% donc
Ep(x) 1%4Mm 2 n 1 (ngxz
= — T, —
PO g 07w

En I'absence de force dissipative, I'énergie mécanique du
train Em =Ep(x)+ % mi? est constante donc sa dérivée par
rapport au temps est constante, soit

19Mm _. 1 ..

——— 2Xx+-m-2Xx=0

2 R3 2

L 9M
SoitX + —x=0
R3

C’est 'équation différentielle d'un oscillateur harmonique
de pulsation propre wg = i—%’l. On en déduit, en utilisant
les conditions initiales :

x(1) = acos(wgt)

La durée du voyage est la premiere date a laquelle x atteint
—a, donc la premiere date positive a laquelle le cosinus at-
teint —1 soit

i R3

=—=m
v wo YM

Champ électrique en régime stationnaire Chapitre 9

d

=

Par application de la troisieme loi de Kepler :
T2  4nm? R3
— = ——doncT =2n\/ —— =21
RS 9M Vom =V

a) La couche a pour surface 4nr2 et pour épaisseur dr donc

dt=4nr?dretdm= pdt

La masse de l'astre est m(r) = - %nr3. Lorsque la couche

est a l'infini, son énergie potentielle gravitationnelle est
nulle ; lorsqu’elle est déposée a la surface de l'astre, elle
est a la distance r du centre donc

b

=

_%m(r)dm B _‘£u2~16n2r4dr
r - 3

dEp =

¢) Onintegreentrer =0etr=R:

fR Gu2-16mridr
Ep: R
r=0

3
gpz -16m2R®
e T
avec M
vec |l =
3nR3
39M?
doncEp =— R

Le théoreme de Gauss gravitationnel permet de déterminer le
champ gravitationnel pour r € [0,R]. En choisissant pour sur-
face de Gauss une sphere de rayon r :

# §-dS = —4nGMip,

4
soit —g-4nr2 =—4n4-u- gnr3

“9M
donc g(r) = —nGur = —-r
La loi de la statique des fluides donne

dp 39M?

ar =M e

Enintégrantentre (r =0,P=Pgy) et (r =R,P=0) :

39M?2 [ R? }

0-Pyl=—""r
[ 0l 1RE

2

39M?

donc Pp= ——
07 gnrd
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a) Les symétries et invariances de la distribution sphérique
de charges donnent E = E(r) ii,. Le théoreme de Gauss ap-
pliqué a une sphere de rayon r donne

3

p-zmr .

4nr®E(r) = &0 e

8—: sir>R

Pro
36 sir<R

donc E(r) = 0 .
" —~f-sir>R
4megr

b) Calculons les énergies pour les deux zones. Lintégrale
triple en distribution sphérique peut se ramener a une in-

tégrale simple sur r :

fffue(r)d‘r:f %aoEz(r)Anrzdr
r

Pourr <R :
2 R

Pourr >R :
o2 oo ]
=— —zdr
8meg Jr=R 1
o2

Uext = ——
ext 8megR

288

On en déduit

3e?

Up = Ui + Uext = ———
e it et S e R

La plaque est soumise a son poids qui dérive de I'énergie po-

tentielle de pesanteur Ep, = —mgz, de la force de rappel

élastique qui dérive de I'énergie potentielle élastique Ep, =
% k(z—09)? et de la force électrique qui dérive de I'énergie élec-
trique emmagasinée par le condensateur équivalent

1., 14°
Epe=-Cu?=-L
Pe=35%"=57¢

S S
avec C = 202 _ €0>
d H-z

2

d Epe= —H-
onc Epe 2808( z)

Ce probleme est a un degré de liberté, 1'équilibre est donc at-

teint lorsque
d(Epp +Epg+Epe) 0

dz
72
soit—mg+k(z—€0)—m:0
2
mg q
d =0+ —=
onc zeq = o + . +2keOS
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CHAPITRE 1 0

Champ magneétique
en régime stationnaire

Thémes abordés dans les exercices

Equation de Maxwell-Ampére.

Equation de Maxwell-Thomson.
Conservation du flux magnétique.

Lignes de champ magnétique.

Théoréme d’Ampere.

Force de Laplace sur un conducteur filiforme.
Induction.

Loi de Faraday.

Energie magnétique.

Energie magnétique volumique.
Inductance propre.

Inductance mutuelle.

Aimant permanent.

Dipole magnétique.

Actions subies par un dip6le magnétique.

LR R SR IR R R R R IR VI o RV IR R IR

‘Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

Exploiter les équations de Maxwell pour établir les lois du champ magnétostatique.
Enoncer et appliquer le théoréme d’Ampére.

Connaitre les champs créés par des distributions particulieres de courants.

Utiliser le théoréme de superposition.

Analyser une carte de champ magnétique.

Calculer et exploiter les forces de Laplace sur un conducteur filiforme (révision de sup).
Enoncer et exploiter la loi de Faraday (révision de sup).

Calculer auto-inductance L et mutuelle inductance M dans des cas simples (révision de sup).
Calculer I'énergie magnétique et retrouver les expressions de L et de M.

Exprimer le champ magnétique créé par un dipole.

Etudier I'évolution d’un dipdle magnétique dans un champ extérieur.

LR I R SR IR IR IR e R R e R
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Chapitre 10 Champ magnétique en régime stationnaire

Les méthodes a retenir

Exploiter les équations de Maxwell pour
établir les lois du champ
magnétostatique.

290

En régime stationnaire, le champ magnétique B, exprimé en Tesla
(T), nommé dans ce cas champ magnétostatique, est créé par les dis-
tributions de courant. On note j la densité volumique de courant
exprimée en ampere par metre carré (A-m~2). Le champ magnétosta-
tique vérifie I'équation de Maxwell-Thomson (MT) et I'équation de
Maxwell-Ampere (MA) :

(MT) : divB=0et (MA) : 1ot B = o/

On doit retenir les trois propriétés topographiques suivantes, tradui-

sant le caractére axial de B.

e Le champ magnétique créé par un courant électrique vérifie la
régle de la main droite : celle-ci est traversée par le courant, le cou-
rant sort par les doigts, et la paume est tournée vers un point M de
I'espace, alors le champ magnétique en M a la direction et le sens
du pouce tendu a angle droit par rapport aux autres doigts.

e Le champ magnétique est contenu dans les plans d’antisymétrie
des courants.

e Le champ magnétique est orthogonal aux plans de symétrie des
courants.

Notons que les propriétés de symétrie des répartitions de courants

sont affirmées, sans démonstration ; un schéma peut aider a les iden-

tifier, mais il n’est pas demandé explicitement au concours.

Exemple :

Un courant volumique de densité uniforme j = jiiy tra-
verse le volume situé entre les plans z = —a et z = a, sup-
posé infini selon x et y. On cherche le champ magnétique
en un point M(0,0, z).

<
B —M
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Champ magnétique en régime stationnaire Chapitre 10

Le plan (O, y, z) est plan de symétrie des courants, donc B =
B(x, y, z)il,. Notons qu’il est contenu dans le plan (O, x, z)
qui est plan d’antisymétrie des courants. La regle de la
main droite indique que sila main droite est couchée a plat
dansle plan (O, x, y), les doigts dirigés vers les y croissants,
et la paume tournée vers le haut, le pouce indique que B
est bien dirigé dans la direction et le sens de ii,. La distri-
bution de courants est invariante par translation selon ii,
et selon i), donc B=B(2) tl;. On vérifie que I'équation de
Maxwell-Thomson est vérifiée :

0
O I e 1)
divB=| 3 0 = +0+0=0
3 o
0z

L'équation de Maxwell-Ampeére donne, pour0<z<a :

2 B(2) 0 0
a N0 =| B'(2) =] Moj
2 0 0 0

doncB'(z) = woj et B(z) = pojz+K

etpourz>a :
0
B'(2) =
0

o o O

doncB'(z) =0etB(z) =L

Pour trouver les deux constantes, on remarque que pour
z =0, les plans (O, x, y) et (O, y, z) sont tous deux plans de
symétrie des courants, donc B = 0, donc K = 0. On en dé-
duit B(z = a™) = o ja et en admettant la continuité de B
enz=a,L=B(z=a")=poja.

< Exercices 10.1, 10.2.

Enoncer et appliquer le théoréme
d’Ampere.

La forme intégrale de I'’équation de Maxwell-Ampere en régime sta-
tionnaire est le théoréme d’Ampeére : si € est un contour fermé
orienté,

f B-di= Molenace
€

Il faut respecter les étapes suivantes pour bien appliquer ce théo-
reme.
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292

Soit M un point de I’espace ol1 on cherche le champ magnétique créé
par une distribution de courants.

a)

b

=

c)

d

=

e)

f)

g

Les regles de symétrie et d'invariance permettent de déterminer
la direction et les variables dont dépend le champ magnétique B.
La regle de la main droite permet de prévoir son sens.

On choisit un contour d’Ampeére € et on 'oriente dans le sens de
B en M. En tout point de ce contour, B doit étre tangent ou normal.
On trace € en vert sur le schéma.

Lorientation choisie pour ¢ permet de définir un sens positif
pour les courants enlacés.

En quelques points bien choisis de €, on trace B en rouge et df en
vert.

On calcule la circulation de B sur le contour en décomposant éven-
tuellement l'intégrale en plusieurs morceaux.

On exprime l'intensité du courant enlacé par une somme algé-
brique (courants filiformes) ou intégrale (courants surfaciques ou
volumiques).

On écrit le théoréme d’Ampeére et on en déduit B apres éventuelle
simplification par des termes arbitrairement choisis.

Exemple :

Une nappe de courant plane infinie est définie sur le plan
(O, x,y) par le vecteur densité surfacique de courant js =
Jsiiy dont la norme est le rapport entre I'intensité du cou-

rant di et la largeur dx d'une languette : js = %.
A
¢ E
— - |
e
F, dl |
dx ‘ i = 5
T t e
x/ Y | Js
3,JH
h

Cherchons le champ magnétique B en un point M(0,0, z)
avec z>0.
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Champ magnétique en régime stationnaire Chapitre 10

Le plan (0O, y,z) est plan de symétrie des courants donc
B =B(x, ¥, 2)lix. La régle de la main droite indique que la
composante du champ sur ii, est positive. La distribution
de courants est invariante par translations selon i, et se-
lon i), donc B = B(2)ii,.. On choisit pour contour d’Ampére
un rectangle (EFGH) de largeur h arbitraire selon x et dont
le coté (EF) passant par M est a la cote z et dont le c6té op-
posé (GH) est a la cote —z. Le plan (O, x, y) étant plan de
symétrie des courants, B(—z) = —B(z). Il est orienté dans
le sens indiqué sur la figure, et on compte positivement les
courants enlacés orientés dans le sens de ii,. La circulation
se décompose en quatre termes :

Lo F G H E
j(B-dQ:f B-d£+f 0+f B-d£+f 0=2Bh
E F G H

Le courant enlacé est celui circulant dans une largeur
Ay = hdonc
lentace = +Jjs - Ax = jsh

Le théoréeme d’Ampere donne donc

2Bh = g jsh donc B= Mo Jis iy

< Exercices 10.3, 10.4.

Connaitre les champs créés par des

distributions particuliéres de courants.

Le champ magnétique créé par les distributions suivantes doit étre
mémorisé, et il faut savoir I'établir rapidement.

a)

b)

c)

d)

Un fil rectiligne infini selon (O, z) parcouru par un courant d’in-
tensité I crée un champ magnétique orthoradial B = ”—“ ~ilp en co-

ordonnées cylindriques.

Un cylindre infini de rayon R et d’axe (O, z) parcouru par un cou-

rant de densité volumique uniforme ] = R2 i, crée un champ ma-
gnétique orthoradial

Wolr - .

Br) = o u;sir<R

Hol —
2muZ51r>R

Un solénoide infini d’axe (O, z), comportant n spires par meétre
et parcouru par un courant d’intensité I crée un champ magné-
tique nul a l'extérieur (résultat admis) et uniforme a l'intérieur
E = Mo nl L_Zz.

Une bobine torique comportant N spires, parcourue par un cou-
rant d’intensité I, crée un champ magnétique nul a I'extérieur du
tore et orthoradial a I'intérieur B = &
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Exemple :

Un solénoide infiniment long est formé d'un bobinage
comportant n spires presque circulaires par metre. Ce bo-
binage est parcouru par un courant d’intensité I. On admet
la nullité du champ magnétique a I’extérieur et on cherche
le champ magnétique en un point M a l'intérieur, repéré en
coordonnées cylindriques par OM = rii, o O estle projeté
orthogonal de M sur 'axe z du cylindre. Voici une vue en
coupe du dispositif.

® sens positif H

. G
7 QIR RREIRNREIK
E

ynl

o 0
0000000000000
h

Le plan (O, i, iip) est plan de symétrie des courants donc
B=B(r,0,2)ii,

La distribution de courants est invariante par translation
selon i, et rotation d’angle 6 donc B = B(r)ii,. La régle de
la main droite indique que B est dans le sens de ii,. Le
contour d’Ampere est le rectangle (EFGH), orienté dans
ce sens, de largeur h arbitraire. La circulation de Bestla
somme de quatre termes :

L — F G H_ _, E
ng-dS:f B-d€+f 0+f 0-d€+[ 0=B-h
E F G H

Le courant enlacé est celui qui circule dans les n- & spires
situées dans la largeur &, donc

Lentace = nhl

Le théoreme d’Ampere donne donc

Bh = ponlh donc B= Honlii,

< Exercices 10.5, 10.6.
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Utiliser le théoreme de superposition.

La linéarité des équations de Maxwell entraine la loi suivante, appe-
lée « théoréme de superposition » : le champ magnétique créé par
la superposition de deux distributions de courants est la somme des
champs créés séparément par chacune des distributions. Cette loi
permet de déterminer le champ dans des cas ou la distribution ne
semble présenter aucune symétrie et/ou invariance particuliéere.

Exemple :

Le champ créé par un ensemble de fils rectilignes infinis
est la somme des champs créés par chacun des fils. Dans
les deux cas suivants, déterminons le champ magnétique
au centre O du carré (on pose OA=0B=0C=0D = a).

cas 1 cas 2

Dans les deux cas, (O, x, y) est plan d’antisymétrie des cou-
rants donc B est dans ce plan. Dans le premier cas, (O, x, z)
est plan de symétrie des courants donc B = Bii,. Lappli-
cation du théoréeme d’Ampere a un fil rectiligne infini par
couru par un courant d’intensité I donne B = Z”T"i tly a une
distance r de ce fil. Le vecteur iip n'est pas le méme en O

pour les quatre fils :

- UOI
Bp=——
A 2na

V2 V2
— i+

2 T
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La somme de ces champs en O est donc

Dans le second cas, les trois plans (O, x,y), (O,x,z) et
(O, y,2) sont plans d’antisymétrie des courants, B devant
étre inclus dans ces trois plans simultanément, il est donc
nul.

< Exercices 10.6, 10.7.

Analyser une carte de champ
magnétique.

296

La forme intégrale del’équation de Maxwell-Thomson (apres applica-
tion du théoréme d’Ostrogradski) s’écrit : si X est une surface fermée

alors
# B-dS=0
>

On dit que B est a flux conservatif et on en tire deux conséquences
importantes. La premiere est que le flux de B a travers une surface
tendue sur un contour fermé est indépendante de la surface choisie.

La seconde est que lorsqu'un tube de champ magnétique s’appuie
sur un contour %; a une extrémité et 6, a I'autre, si S; est une sur-
face tendue sur 6 et S, sur 6>, alors le flux entrant a travers S; est
égal au flux sortant a travers S,. On en déduit la propriété suivante,
importante pour l'interprétation des cartes de champ magnétique :
lorsqu’'un tube de champ se resserre, la valeur moyenne du champ
magnétique qui le traverse augmente.

tube de champ
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Exemple :

Voici l'allure des lignes de champ créées par un aimant cy-
lindrique de rayon r = 1,0 cm, dans un plan quelconque
contenant I’axe de révolution z du cylindre :

lmT L
— -
,,/”// %
e Nord| _ _______: 5, .
Sud <

Déterminons 'ordre de grandeur du champ magnétique
B, au niveau du péle nord de I'aimant.

Le champ magnétique étant a flux conservatif, son flux a
travers la section S; = 772 de sortie du poéle nord est égal
a celui a travers la section S, = TR? a 'extrémité droite du
tube. On lit sur le graphe, al’échelle :

R=5xretB,=0,75mT

On en déduit

R2
By -mr? =B, -nR? donc By = B,— =25B, =~ 19 mT
r

< Exercice 10.8.

Calculer et exploiter les forces de
Laplace sur un conducteur filiforme
(révision de sup).

La force de Laplace qui s’exerce sur un troncon élémentaire de
conducteur filiforme parcouru par un courant d’intensité i est

—

dE, =id0AB

o1 d¥ est le vecteur troncon de fil orienté dans le sens de i. La force ré-
sultante de Laplace sur un barreau en mouvement de translation, ou
le moment résultant des forces de Laplace pour une tige en rotation
autour d’'un axe nécessite donc un calcul d’intégrale.
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Pour une répartition volumique de courants, on définit la densité vo-
lumique de force de Laplace : un élément de volume dt traversé par
un courant de densité volumique fsubit une force dF; et la force vo-
lumique est

Exemple :

Les deux cas les plus fréquents sont décrits sur les schémas
suivants. Le premier est le dispositif des rails de Laplace
ol une tige de longueur L se déplace en translation selon
x ; dans le second, une tige de longueur L est en rotation
autour de I'axe (O, z).

A y tige en translation tige en rotation
i
— —
iy dF
B® i L
dl
=
®z

La force de Laplace s’exr¢ant sur la tige en translation est
0
f i (dyiiy) A (-Bil;) = —iB[y]} iy = iBLii,
y=L
Dans le second cas, le moment en O de la force de Laplace
élémentaire s’exercant sur un troncon de longueur df = dr
en M point de la tige de rayon r est
d.llo=O0M A [icﬁ/\ﬁ]
=ri, A(idri,) A (Bii,)]
= (rily) N (—iBdriig) = —iBrdrii,

Son moment par rapport al’axe A = (O, z) est sa projection
sur cet axe, soit d./ = —iBrdr. Le moment résultant sur
la tige en rotation est donc

L LZ
./%A:f —iBrdr=—-iB—
; 2

=0

< Exercices 10.9,10.10,10.11,10.12.

298



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Champ magnétique en régime stationnaire Chapitre 10

Enoncer et exploiter la loi de Faraday
(révision de sup).

La forme intégrale de 'équation de Maxwell-Faraday fait apparaitre
e la circulation du champ électrique E le long du lacet € qui s’identi-
fie a une force électromotrice exprimée en volt :

e= f E-dl
%
e la dérivée par rapport au temps du flux du champ magnétique a
travers la surface S tendue sur le contour €

@://E'd_s)
S

On reconnait la loi de Faraday énoncée en premiere année

_de
dt

Elle s’applique dans le cas des circuits filiformes et peut étre appli-

quée dans les deux cas suivants :

o le circuit est fixe et le champ magnétique est variable ;

o le circuit est mobile ou déformable et le champ magnétique est per-
manent.

Voici les étapes a respecter.

a) On dresse un arbre des conséquences en commencant par la
source d’énergie du systéme et en citant a chaque fois la loi phy-
sique correspondante.

b) On oriente le circuit (i) et le vecteur surface cohérent avec cette
orientation.

¢) On écrit'équation mécanique.

d) On calcule le flux du champ magnétique, on en déduit e, on des-
sine le circuit électrique équivalent du probleme en prenant e
dans le sens de i. On en déduit I'équation électrique.

e) On vérifie la cohérence des équations : 1'équation électrique (ho-
mogene a une tension) multipliée par I'intensité et 'équation mé-
canique (homogene a une force) multipliée par la vitesse doivent
faire apparaitre dans la premiere la puissance d’'induction, et dans
la seconde la puissance de la force de Laplace avec un signe op-
posé.

f) On exploite les équations en résolvant une équation différentielle,
en cherchant une solution en régime sinusoidal forcé (grandeurs
complexes), etc.

On vérifiera, le cas échéant, la loi de Lenz qui dit que les effets de I'in-
duction tendent a s’opposer aux causes qui lui ont donné naissance.
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Exemple :

Dans le dispositif suivant, on néglige I'autoinductance du
circuit, ce qui revient a négliger le champ magnétique
propre du circuit devant le champ magnétique extérieur B
uniforme. A ¢ = 0, la tige (de masse m et de résistance R) est
immobile et le condensateur est chargé avec une tension
Uy. La tige glisse sans frottements sur les rails horizontaux.

@Z

(m, R)

(a) Larbre des conséquences est le suivant : (i) le conden-
sateur se décharge dans le circuit (i = —C%) ; (ii) le cou-
rant circule (loi des mailles) ; (iii) la tige subit une force de
Laplace (ﬁL =iDAB); (iv) la tige bouge (loi de la quantité
de mouvement) ; (v) le flux de B a travers le circuit varie
(@ = [[B-dS) ; (vi) une force électromotrice d’induction
apparait (e = — %) et elle s'insere dans le circuit électrique.
(b) Le circuit est orienté dans le sens du courant généré par
le condensateur initialement chargé.

(c) La loi de la quantité de mouvement appliquée a la tige
soumise a la force de Laplace dans le référentiel galiléen
du laboratoire donne

—iDB=mj

(d) On a

ao .
@sz—B-dS:—BDyete:—E:BDy

Le circuit électrique équivalent est
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La loi des mailles s’écrit

+e=Riaveci=-C2 donc u+BDj = ~RC 2

u+e=Riaveci=—-C— doncu =-RC—
dr Y dr

(e) La multiplication de I'équation mécanique par y et de

I'équation électrique par i donne le systeme

~iDBj = mjy
{ " e 2 donc Zinduction = _'@Laplace

ui+BDyi =Ri
(f) Léquation mécanique s’écrit

du _

BCD
dt

mj donc BCD(u—Up) = my

et en substituant y dans I'équation électrique, on en déduit
I'équation différentielle vérifiée par u(t) :

BZDZC( Ua) = —rC 2
u-Uy) =-RC—
0 dt

u+

— Exercices 10.13, 10.14, 10.15.

Calculer auto-inductance L et mutuelle
inductance M dans des cas simples
(révision de sup).

Lorsque deux circuits électriques filiformes 1 et 2 sont placés cote-
a-coOte, parcourus par les courants d’intensités respectives i; et iy,
quatre flux magnétiques sont a considérer :

{ P =P+ Dy
Dy =Dy + Dy

On définit 'auto-inductance L, pour le circuit 1 ou L, pour le circuit
2
(Dl—>1 = Lll et q)z_.g = L2 iz

et la mutuelle inductance M :

q)g_.l = Mlz et q)1—~2 = Mll

Le calcul d’'une auto-inductance se rameéne donc a la détermination
du flux du champ magnétique créé par un circuit a travers lui-méme ;
le calcul d'une mutuelle inductance se rameéne donc a la détermina-
tion du flux du champ magnétique créé par un circuit a travers un
second circuit. Dans ce second cas, le calcul de I'un des flux est sou-
vent plus simple que celui du flux réciproque.
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Exemple :

Un solénoide de longueur D et de rayon R comporte N
spires. On le suppose suffisamment long pour pouvoir né-
gliger les effets de bord et considérer que le champ magné-
tique qu’il créee est le méme que s'il était infini. Lorsqu'il
est parcouru par un courant d’intensité i :

-

. N..
B=ponit, =py—=il,
D
Il est uniforme et le flux a travers une des spires circulaires

est N
<D1:ffl§~dS:po—i-nR2
S D

On en déduit le flux a travers les N spires
NZ
® =N, = posi-nRZ

N?nR?
donc L=,

D

— Exercices 10.16, 10.17,10.18.

Calculer I'énergie magnétique et
retrouver les expressions de L et de M.
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Une analyse électrocinétique d’'un cicuit a deux inductances L, et L,
couplées par une mutuelle inductance M donne I’expression suivante
de I'énergie électrocinétique :

| B
geC:EL111+M1112+EL212

Ces expressions conduisent a deux types d’études.

a) Létude électrocinétique de deux circuits couplés peut étre
conclue par un bilan de puissance dans lequel on distingue I'éner-
gie magnétique de la premiére bobine, celle de la seconde bobine
et'énergie de couplage.

b) Par calcul direct de I'énergie magnétique emmagasinée dans les

bobines
EZ
Um:fffumd'r:fff—d'r
2}10

on peut déterminer les valeurs des auto-inductances L; et L, en
identifiant U,,, et Eec.
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Exemple :

L'énergie magnétique d'un solénoide comportant N spires,
delongueur D, de rayon R et parcouru par un courant d’in-
tensité i est

HZNZ =2
m_f f L0 rdrdfdz
r=0J0=
w22 1 uoN2nR?
Up=—2_ gR*D=-= 2
2}10 2 D

On identifie U,;,, = &, soit
1 uoN?mR? 1
1T poNPmR? 5 1
2 D 2

et onretrouve I'expression de I'inductance propre de la bo-
bine cylindrique

HoN2nR?
D

L=

— Exercices 10.19, 10.20, 10.21, 10.22, 10.23, 10.24.

7

Exprimer le champ magnétique créé
par un dipdle.

Un dip6le magnétique est une petite spire de courant élémentaire de
surface S = ma? et d’intensité i.

—
m

i
Son moment dipolaire magnétique est
= iS

Il est exprimé en ampere metre carré.
Dans l'approximation dipolaire, le champ magnétique créé par ce
dipble en M défini par OM=r iy et r > a est exprimé en coordonnées
sphériques dans la base (ii, i, iiy) :

2pgmcos0

43
Homsin®

4nr3

osl}
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Exemple :

Le champ magnétique terrestre peut étre assimilé a celui
créé par un dip6le magnétique au centre de la Terre, de
moment dipolaire

il = miins avec m =7,8-10%? A-m?

et tiys vecteur unitaire dirigé du pole nord vers le pole sud.
Soit un point P en France, sur le 45iéme parallele.

Les parametres sont O = %", r =Ry =6,4-10° m, les vecteurs

de la base sphérique sont i, = iy selon la verticale et iig =
tiyy horizontal, tangent au méridien terrestre, dirigé vers le
nord. Par application de la formule du cours :

B = By tiy + By tig avec

2ugmecos 2 _5
By=—-7F7F2%2=-42-10T
v 47[3?1“37(
By = Romsiny =21-10°T
H 47RY, 0

Ces valeurs sont conformes a la mesure expérimentale.

— Exercices 10.25, 10.26, 10.27, 10.28, 10.29, 10.30.
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Etudier Pévolution d’'un dipole
magnétique dans un champ extérieur.

Un dipdle magnétique de centre O, de moment dipolaire /72 placé
dans un champ magnétique extérieur Bey subit un ensemble de
forces de Laplace. Leur résultante dérive de I'énergie potentielle Ep
leur moment résultant en O est ﬂo :

Ep:—ﬁz-f%ext etﬁozﬁw\fﬁext

Il est tres important de ne pas confondre le champ extérieur (créé par
un dispositif extérieur) et le champ magnétique propre créé par le
dipole lui-méme (hors sujet ici).

Deux grandes familles d’exercices se développent sur cette base :

a) étude mécanique du déplacement d'un dipoéle, en translation ou
en rotation autour d'un axe passant par O ;

b) étude qualitative du mouvement d’'un dipole dans un champ ex-
térieur dont la carte de champ est fournie : le dipdle a tendance
a s'orienter dans la direction et le sens du champ extérieur et a
migrer vers les zones de champ fort.

Exemple :

(a) Soit un dipodle magnétique /2 de centre O, soumis a
un champ magnétique extérieur dont la valeur en O est
Bo. S'il est en rotation autour d’un axe A passant par O et
orthogonal a (77, Bo), alors la projection du moment des
forces sur A est

J%A = [ﬁ’l/\ﬁo] . ﬁA = m'Bo Sin(ﬁ’l,go)

Posons 0 = (ﬁl,ﬁo). Ce moment s’annule quand 6 = 0 ou
0 = m. Lénergie potentielle d’interaction est

Ep = —ﬁ1~1§0 =—m-Bgcos(0)

Cette énergie potentielle est minimale pour 6 = 0 qui est
donc une position d’équilibre stable. Elle est maximale
pour 6 = 1 qui est donc une position d’équilibre instable.
Le dip6le tend donc bien a s’aligner avec le champ exté-
rieur. (b) Soit un dipdle aligné avec le champ extérieur.
L'énergie potentielle d’'interaction vaut donc Ep = —m - Bg.
Elle diminue lorsque Bp augmente, donc le dipdle se dé-
place vers les zones de champ fort.

< Exercices 10.31, 10.32, 10.33, 10.34.
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Enonceés des exercices

Champ magnétique créé par un cylindre infini.

Un cylindre infini d’axe (O, z) et de rayon b est parcouru par un courant de densité
volumique uniforme j = jii;. Un point M de I'espace est repéré en coordonnées cy-
lindriques par OM = riir, ou O est le projeté orthogonal de M sur I'axe.

a) Donner 'expression de I'intensité électrique I traversant le cylindre entier.
b) Justifier que B(r = 0) =0.
¢) Déterminer B(r) pour r < b par application de I'équation de Maxwell-Ampeére.

d) En déduire I'expression de B(r) pour r > b en admettant la continuité du champ
magnétiqueen r = b.

Champ magnétique au voisinage de I'axe d’'une spire circulaire

Une spire circulaire de centre O, de rayon b et d’axe (O, z) est parcourue par un cou-
rant d’intensité I. Le champ magnétique en un point M situé sur I'axe (O, z) est

= Mol . g3 _
B=-—sin"au
2b “

ol x est le demi-angle au sommet du cone sous lequel on voit la spire depuis M.

a) Justifier que le champ magnétique en M est selon ii.
b) Exprimer le champ magnétique en M en fonction de z.

¢) Un point P est situé a proximité de M : en coordonnées cylindriques, MP = rii,
avec r < b et r < z. Justifier que B(P) a une composante nulle selon iig.

d) On cherche I'expression approchée du champ magnétique en P sous la forme
B(P) = B, (1, 2)ily + Bz (2)lz

Déterminer completement ce champ en fonction de r, z et des autres parametres.

Champ magnétique créé par une nappe épaisse de courant

Un courant volumique de densité uniforme fz jiiy traverse le volume situé entre les
plans z = —a et z = a, supposé infini selon x et y. Déterminer le champ magnétique
B en M(0,0, z) avec z = 0 grace au théoreme d’Ampere.
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Distributions cylindriques de courant

Dans cet exercice, un point M est repéré en coordonnées cylindriques par OM = r i,
ol O est le projeté orthogonal de M sur I'axe z.

a) Un fil rectiligne infini (O, z) est parcouru par un courant d’'intensité I. Déterminer
B(VD.

b) Un cylindre infini de rayon b est parcouru par un courant de densité volumique
j = jii; uniforme. Déterminer B(M) en distinguant deux cas. Est-il continu ?

¢) Un cyllndre infini de rayon b est parcouru par un courant de densité volumique
] Jjog b iiz. Déterminer B(M) en distinguant deux cas. Est-il continu 2

d) Une plaque cyllndrlque infinie de rayon b est parcourue par un courant de den-
sité surfacique jg = zlbuz Déterminer B(M) en distinguant deux cas. Est-il
continu ?

Champ de la bobine torique

Une bobine torique est constituée par 'enroulement de N spires sur le pourtour d'un
tore défini en coordonnées cylindriques par

(1,6,2) € [a, bl x [0,27] x [0, c]

Vue en coupe

Le bobinage est parcouru par un courant d’intensité i, selon des spires quasi rectan-
gulaires, dans le sens de ii; en r = a et dans le sens inverse en r = b. Déterminer le

—
champ magnétique en un point M intérieur au tore repéré par OM = r i, + ziiz.

Champ créé par une nappe surfacique cylindrique de courant

Une plaque cylindrique infinie d’axe z et de rayon b est parcourue par un courant sur-
facique de densité js = jgii avec jg = % ol di est I'intensité du courant traversant
une bandelette de largeur d¢ perpendiculairement au vecteur unitaire .

e

= ST R /;/
Js A . S
! e L _-""
Js
axial orthoradial ' hélicoidal
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Un point M est repéré en coordonnées cylindriques par OM = rii, ou O est le projeté
orthogonal de M sur I'axe z.

a) Le courant est axial :
Js = Jsttz
Déterminer B(M) en distinguant r < b et r > b.
b) Le courant est orthoradial :
Js = Js iy
Péterminer B(M) pour r < b en admettant (comme pour le solénoide) que B(r) =
0 pour r > b.

c) Le courant est hélicoidal :
js = js cosailg + js sinaiiz

Déterminer B(M) en distinguant r < b et r > b.

Bobines de Helmholtz (Mines-Ponts PSI (2) 2008)

Le champ magnétique créé par une spire circulaire de centre O, d’axe (O, z), de rayon

b, parcourue par un courant d’'intensité I en un point M sur son axe est une fonction
—

de z avec OM = ziiy :

»?

_3
- p()l N Z2 2
B= E -F(z)tiy avecF(z) =1+

On dispose deux spires identiques sur le méme axe, leurs centres O; et O sont dis-
tants de 2D et O est le milieu de [O7,0>].

Un point M sur 'axe est repéré par OM = zllz. On donne les développements limi-
tés : y
1\]72 8 (._6 32 5 144 , 4
1+ ux - 1+gu+—u -—u |+o(u’)

2]l T 55 25" 125
3 8V7[ _6V3 48 , 240 , 10563
1+(ui§) = f(l?—\/_u+—u2—— A Vs 5)+0(MS)

—_— u = u
49 7 49 343 2401

NIw
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b)

c)

d

ey

e)
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Exprimer le champ magnétique B(z) créé par I'association des deux bobines sous
la forme |

B = 526z
Le dispositif des bobines de Helmholtz correspond a 2D = b. Donner le dévelop-

pement limité de G(z) al'ordre 4 en 7.

Conlure sur I'intérét de ce dispositif et déterminer I'intervalle [—ab,ab] des va-
leurs de z pour lesquelles le champ magnétique s’écarte de moins de 2 % de sa
valeur B(z = 0) au centre. Préciser la valeur numérique de a.

Pourquoi la tres faible fluctuation de B sur l'axe z au voisinage de z = 0
s’accompagne-t-elle d'une tres faible fluctuation radiale selon r, distance de M
al'axe ?

Dans le dispositif des bobines de Mholtzhel, le sens du courant dans la spire de
gauche est inversé et 2D = by/3. Montrer que ce dispositif crée un champ magné-
tique trés proche du champ de rampe B = azil..

Analyse de cartes de champ

Voici l'allure des cartes de champ magnétique créé par deux aimants droits iden-
tiques juxtaposés, nord contre nord dans le premier cas, nord contre sud dans le
second cas.

Sud | Nord Nord| Sud

[

Sud | Nord

T/

Y
w
<
o

Nord

Dans chaque cas, dans la zone délimitée par les lignes de champ périphériques, out
trouve-t-on le champ magnétique de norme maximale ? minimale ?

Action mécanique d’un fil sur un autre fil parallele

Deux fils rectilignes infinis paralleles sont distants de d = 1,0 m. Ils sont parcourus
par des courants de méme intensité I et de méme sens. La force subie par un tron¢con
de longueur L= 1,0 m d’un des fils est égale 2,0- 10~/ N. Déterminer la valeur de .
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Principe de 'ampeéremetre a cadre mobile

Une spire forme un cadre rectangulaire (EFGH), de centre O, est en rotation autour
de l'axe (0, z) passant par I milieu de [FG] et ] milieu de [HE]. Sa rotation est me-
surée par I'angle 0 entre iiy et le vecteur #i, normal au plan de la spire. La spire est
parcourue par un courant d’intensité i. Elle est plongée dans un champ magnétique
B = Biiy uniforme et constant. Le cadre est soumis, en plus des forces de Laplace,
a l'action d'un couple de rappel de torsion élastique dont le moment par rapport a
l'axe A=(0,z) estI'; =—-C-(0p—0).

—=
ug Ho
a I
"’ Eh

/J uel
// : =
! u
| r
B

=== - - — - =
—
-
~

On mesure I'angle 0 a 'équilibre mécanique. Déterminer I'expression de i en fonc-
tionde 6, 6p, L=EF=GH, D=FG=HE, BetC.

Equilibre d’'une tige dans un champ non uniforme

Une tige [OA] de masse m et de longueur L est en rotation autour de I'axe A = (O, z)
horizontal. Son moment d’inertie est Jp = %mLz. Elle est parcourue par un courant
d’intensité i dirigée de O vers A. Son inclinaison par rapport a la verticale est mesurée
par I'angle 6. Un fil rectiligne selon I'axe (O, x) vertical est parcouru par un courant
de méme intensité i dirigée vers le haut. A I'équilibre de la tige, donner I'expression
de i enfonctionde 6, L, metg.
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Pression dans un plasma

Un plasma totalement ionisé, est neutre et comporte 7 ions positifs X* et autant
d’électrons par m®. La masse des électrons est négligeable devant celle des ions et ce
plasma forme un fluide globalement a 1'équilibre, de géométrie cylindrique de rayon
b, d’axe Oz et entouré de vide. Le plasma est traversé par un courant volumique uni-
forme de densité j = jii,. Ce courant est essentiellement électronique. En un point
M(r,6, z), on définit la pression P(r) et le champ magnétique B(r).

a) Ftablir 'expression de B(r).

b) En déduire I'expression de P(r).

¢) Lefluide d’ions est assimilé a un gaz parfait de température uniforme T. On note
kg = (/VLA la constante de Boltzmann. Exprimer la vitesse v(r) des électrons. Que
remarque-t-on quand r tend vers b ?

d) Lorsque le courant cesse de circuler, expliquer pourquoi ce modele peut expli-
quer le coup de tonnerre apres un éclair.

Translation verticale d’'une tige

Une tige de masse m et de largeur D coulisse avec un frottement f = —av en restant
au contact de deux rails verticaux. Elle est retenue par deux ressorts de constante de
raideur k et de longueur a vide (g et reliée a une résistance R. Le dispositif est soumis
aun champ magnétique B uniforme perpendiculaire au plan des rails. On néglige le
champ propre créé par le circuit devant B.

- R

(m)

a) Etablir I'équation mécanique et I'équation électrique vérifiées par i () et z(£).
b) Faire un bilan de puissance en nommant toutes les formes d’énergie en jeu.

¢) Déterminer le temps caractéristique d’amortissement des oscillations en régime
pseudo-périodique.

Translation horizontale d’'une spire rectangulaire (résolution de pro-
bléme)

Une spire rectangulaire, de longueur a, de largeur b, d'inductance L, de résistance
négligeable et de masse m glisse sans frottement sur une table horizontale (O, x, )
ol regne un champ magnétique vertical non uniforme

ﬁZBQ(1+§JﬁZ
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Ay
B
O
a
: b
® 2 -
r(t)

On lance la spire du bord de la table (0) = 0 avec une vitesse initiale 7(0) = Vy. Ala
date T, la vitesse de la spire s’annulle. Déterminer L. La spire repartira-t-elle ?

Lévitation d’une spire

Une grande spire plate de centre O, d’axe (O, z) et de rayon R, placée a I'horizontale,
est alimentée par un générateur de courant d’intensité I qu'on allume a ¢ = 0. Une
petite spire de rayon a < R, de masse m, de centre C, est astreinte a se déplacer sans
frottement de facon coaxiale : O se déplace sur la droite (O, z), elle reste paralléle a
la grande spire (son axe de révolution est donc aussi (O, z)) et on note z = 00'.

Az

L la
O<=>

Le champ magnétique créé en un point M repéré en coordonnées cylindriques par
—
OM = ziiz + riiy au voisinage de I'axe (r < z) est

polR?

=g _ — 3rz
B(r,z)zT(zz+R2) 3/2 Uy

+———1U
2(22+R%) "

On veut montrer que la petite spire peut rester en lévitation au dessus de la grande.

Partie 1 :lévitation a la fermeture : étude qualitative. Linterrupteur est fermé a la

date ¢ = 0, le courant dans la grande spire augmente donc brutalement et le champ

magnétique dans la petite spire passe donc de 0 a la valeur donnée.

a) Par application de la loi de Lenz, déterminer le sens du courant induit dans la
petite spire.

b) En considérant les forces de Laplace s’exercant sur chaque troncon de la petite
spire, en déduire que la petite spire est projetée vers le haut.
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Partie 2 : lévitation sous l'action d'un champ magnétique variable. On considere
dans cette question que la grande spire est alimentée par un courant sinusoidal :
I(#) = Ipcos(w?). On note R’ 1a résistance de la petite spire. On suppose que la petite
spire est en équilibre de 1évitation a la cote z pratiquement constante : on pourra
donc considérer que la composante verticale B; du champ magnétique est quasi uni-
forme et on la notera Bz (f) = By cos(wt).

a) On néglige l'inductance L de la petite spire. Déterminer l'intensité i(¢) dans la
petite spire, en déduire I'expression de la résultante des forces de Laplace Fy (1),
sa valeur moyenne dans le temps et dire si la lévitation est possible.

b) On ne néglige plus L mais on suppose que Lw < R’. Etablir I'équation diférentielle
vérifiée par i(¢), montrer qu’elle admet la solution approchée i(t) = I;;, sin(w¢—)
Lo

avec ¢ = 37, en déduire I'expression de la résultante des forces de Laplace FL(D),

sa valeur moyenne dans le temps et dire si la lévitation est possible.

Mutuelle inductance entre un solénoide et une spire plate

Une spire plate circulaire de rayon R et comportant N tours est coaxiale et placée au
centre d'un solénoide comportant 10N spires, de longueur D et de rayon 2R. Déter-
miner la mutuelle inductance M entre les deux circuits.

Pince ampeéremétrique

Un bobinage torique comporte N spires enroulées sur un tore de section carrée de
rayon intérieur a, de rayon extérieur 2a, d’épaisseur a, d’axe (O, z). Un point M in-
térieur au tore est repéré par ses coordonnées cylindriques : OM = riiy + zil; avec
r € [a,2a] et z € [0,a]. Un fil rectiligne infini de méme axe (O, z) est parcouru par
un courant d’intensité I. On note i l'intensité du courant circulant dans la bobine
torique.

Vue en coupe
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a) Déterminer 'expression du champ magnétique sous la forme B = B(r)ilg en un
point M intérieur au tore en fonctionde i, I, N et r.

b) En déduire le flux @ de B a travers le bobinage et les expressions des coefficients
d’autoinductance L du bobinage et de mutuelle inductance M entre le fil et le
bobinage.

¢) Expliquer comment ce dispositif peut former une pince ampéremétrique en ré-
gime sinusoidal forcé, la mesure de i donnant acces a I'intensité I inconnue.

I Inductance d’une ligne bifilaire

Une ligne bifilaire est formée de deux fils cylindriques infinis paralléeles de rayon a
parcourus par des intensités opposées +1 et —1.

a) Déterminer I'expression du champ magnétique B(x) en un point M situé dans le
plan contenant les axes paralléles des deux fils, entre les deux fils, en fonction de
son abscisse x.

b) Calculer le flux de ce champ magnétique a travers le rectangle défini par
[x,z] € [-D+a,D-a] x[0,H]

¢) En déduire I'inductance linéique A = % de la ligne bifilaire.

L Energie électrocinétique de deux circuits couplés

Deux circuits électriques sont couplés par mutuelle inductance. Les notations sont

celles du schéma suivant.
M
. N .
1 )
U L, L, Uy

a) Donner I'expression des tensions u; et uy en fonction des intensités.
b) En déduire les puissances électrocinétiques recues par les deux bobines.

¢) En déduire I'expression de I'énergie magnétique &, du systeme des deux bo-
bines.

314



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Champ magnétique en régime stationnaire Chapitre 10

Calcul d'une mutuelle inductance par une méthode énergétique

Deux solénoides sont coaxiaux, d’axe z. Le premier est de longueur D, de rayon R et
comporte N spires. Il est placé a I'intérieur du second de longueur D, de rayon R, et
qui comporte N> spires. Déterminer I'énergie magnétique du dispositif en fonction
des intensités i et i. En déduire les expressions de L1, Ly et M.

Inductance linéique d’un céable coaxial

Un céble coaxial infini d’axe (O, z) est formé de deux cylindres coaxiaux de rayons a
et b avec a < b. Un courant d’intensité I monte le long du cylindre intérieur (I'ame)
et un courant d’'intensité —I descend le long du cylindre extérieur (la gaine).

a) Un point M est repéré par OM = rii, + zii;. Déterminer le champ magnétique B
en ce point en distinguant trois cas.

b) En déduire I'expression de I'énergie magnétique U, pour un troncon de hauteur
H de ligne.

¢) En déduire I'inductance linéique A = % de ce cable coaxial.

Démonstration de I'inégalité de couplage

Soient deux circuits d'inductances respectives L1 et Ly couplés par une mutuelle in-
ductance M.

a) Exprimer |'énergie électrocinétique e de ce systeme en fonction de i; et iy.
b) Pourquoi cette énergie est-elle nécessairement positive ?

¢) En factorisant &ec par I'énergie magnétique dans le circuit 1 s’il était seul et en
posant y = ;—f, en déduire I'inégalité de couplage

M2 <1,L,
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Calcul d’'un coefficient de couplage
Deux solénoides de méme longueur D, comportant N spires, de rayons respectifs
r1 =2Ret rp =R, sont coaxiaux et partiellement imbriqués, sur une longueur L avec

f < 1. On suppose R < D.

%

2R P ‘ R

! |

‘I BD ‘y 0

.~ |

! 1

! 1

-

Déterminer, en précisant les approximations effectuées, une estimation du coeffi-

cient de couplage
M|

VvLiL2

k= €0,1]

Pont de mesure d’'une mutuelle inductance

Dans le circuit suivant, on cherche a déterminer la valeur de M. Le générateur délivre
une tension sinusoidale de pulsation w. On regle les valeurs de R et de C jusqu'a
I'équilibre du pont, correspondant a u = 0, mesuré au voltmetre.

—
| R ]

u

b

/4
L kkj

Donner I'expression de M. A quelle condition le couplage est-il parfait ?
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Cohérence entre les expressions du champ sur 'axe

Le champ créé par une spire circulaire de rayon a, parcourue par un courant d’'in-
tensité i en un point M sur son axe est fonction du demi-angle au sommet a du cone
sous lequel on voit la spire depuis M.

a) Justifier que B est selon Uz,

b) Dans 'approximation dipolaire, vérifier la cohérence entre cette expression et
celle du dipdle magnétique.

Magnéton de Bohr

Un électron de charge —e = —1,60-107 19 C et de masse m, = 9,11-1073! kg est animé
d’'un mouvement circulaire uniforme de rayon r, a la vitesse angulaire v = ZT“, effec-
tuant donc T tours par seconde. On admet ici que I'énergie cinétique minimale d'un
tel systéme est %hw ouh= % et h=6,62-1073* J.s est la constante de Planck. Sup-

posons que 'électron possede exactement cette énergie cinétique minimale.
a) Donner I'expression de la quantité 72w en fonction de m, et .

b) Lélectron en mouvement rapide forme un courant circulaire d’intensité i. Don-
ner 'expression de i et en déduire le moment magnétique pg de ce dipdle magné-
tique en fonctionde e, T et r.

c¢) En déduire que pp est le magnéton de Bohr : ug = % et calculer sa valeur nu-

mérique.

Spire plane de forme quelconque

Une spire plane parcourue par un courant d’intensité i crée un champ magnétique B
en un point M situé a une distance r de la spire tres supérieure a la largeur maximale
de la spire (on est donc dans I'approximation dipolaire). En s’inspirant du schéma
suivant

S oLl

Yi

justifier que B est indépendante de sa forme et ne dépend que de sa surface.
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Champ créé par des objets tournants

a) Un fil circulaire de centre O, d’axe (O, z) et de rayon a porte une charge régulie-
rement répartie g. Il tourne autour de son axe a la vitesse angulaire w. On pose
r = 10a et on se place dans I'approximation dipolaire. Déterminer le champ ma-
gnétique créé par ce dispositif en un point P sur son axe avec OP=r liz puis en Q
dans son plan avec (Yj =riy.

b) Un disque de centre O, d’axe (O, z) et de rayon a porte une charge réguliérement
répartie de densité surfacique o. Il tourne autour de son axe a la vitesse angulaire
. On pose r = 10a et on se place dans I'approximation dipolaire. Déterminer le
champ magnétique créé par ce dispositif en un point P sur son axe avec OP = rii z
puis en Q dans son plan avec O—(j = rily.

¢) Un cylindre creux de centre O, d'axe (O, z), de rayon 4 et de hauteur 2a porte une
charge régulierement répartie de densité surfacique o. Il tourne autour de son
axe a la vitesse angulaire w. On pose r = 5a et on se place dans I'approximation
dipolaire pour le calcul du champ créé. Déterminer le champ magnétique créé

—
par ce dispositif en un point P sur son axe avec OP = rii;.

Champ magnétique de Mercure

Le champ magnétique sur la planete Mercure de rayon Ry = 2 500 km est la somme
de trois contributions :

e le champ propre créé par Mercure By ;

« le champ créé par le Soleil B ;

e le champ créé par le vent électronique solaire B.

On donne pg =4m-1077 H-m™L.

a) Le flux d’électrons solaires est isotrope Justifier que By, = 0.

b) Le champ propre mercurien est assimilé a celui créé par un dipole magnétique
de moment dipolaire magnétique riig = mgii; ol ii; est le vecteur unitaire axial
de Mercure, placé au centre de Mercure. Rappeler I'expression du champ magné-
tique By en coordonnées sphériques en fonction de 'angle 6.

¢) On mesure un champ magnétique By; = 0,5T sur 'équateur mercurien (6 = %).
Calculer la valeur de my.

d) Le champ magnétique solaire est supposé uniforme sur Mercure : Bg = Bgilz.
Montrer qu'’il est possible que Bg = 0 en tout poin de la surface de Mercure.
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Champ créé par un solénoide long

Un solénoide de centre O, d’axe z de longueur D et de rayon a comporte n spires
par metre et est parcouru par un courant d’intensité i. Un point P est situé dans
le plan médiateur (O, x,y) du solénoide, OP = xiiy avec x > a. On est donc dans
l'approximation dipolaire pour chaque spire.

i,

dz 13 _gg
LP x
O X

D

a) Justifier que le champ magnétique en P s’écrit B = B, ii.

b) Lavariable d’intégration est 6. Chaque spire est repérée par sa cote z. Préciser la
relation entre z et 6, en déduire la relation entre dz, d6 et 6.

¢) Déterminer le nombre dN de spires comprises entre 0 et 6 + d0. En déduire la
contribution dB; de la composante selon z du champ magnétique créé en P par
ces spires.

d) En déduire I'expression de B;.

Oscillations harmoniques d’'une boussole

Une boussole est assimilée a une tige orientée dans le sens sud, nord (le vecteur uni-
taire dans cette direction et ce sens est noté ii) en rotation autour d'un axe A vertical.
Son moment d’inertie est noté Jo, son moment dipolaire 772 = mii. On place la bous-
sole dans un champ magnétique extérieur horizontal uniforme B = Biiy. On pose
0 = (ily, i). Etablir I'équation différentielle vérifiée par 0(f). En déduire la période
des petites oscillations autour de la position d’équilibre stable.

Interaction dipole-dipdle

Dans le repere orthonormé (O, iiy, @iy, iiz), on fixe un dipole magnétique de centre

O et de moment dipolaire 72 = miiy. Un autre dipole (1) de centre P a un moment

dipolaire de méme norme m, on prend OP = xiiy et my = mii;. On note 6 I'angle

(17)0 ﬁl)-

a) Exprimer le champ magnétique B créé au point P par le dipole fixe.

b) Le dipdle (1) posseéde un centre P fixe, et est libre de tourner autour de 'axe (B, z).
Déterminer la valeur de 0 correspondant a une orientation d’équilibre stable.

¢) Avec la valeur de 0 déterminée a la question précédente, le dipdle (1) est mainte-
nant astreint a se déplacer en translation sur 'axe x. Déterminer I'expression de
la force subie par (1), qui dérive de I'énergie potentielle d’'interaction. Comparer
cette force a une force centrale newtonienne.
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Translation d’'un dip6le dans un champ non uniforme (analyse documen-
taire)

Un dipole magnétique de masse mg et de moment dipolaire 72 = —mii est libre de
se déplacer en translation sur I'axe (O, z) vertical orienté vers le haut. Une spire circu-
laire de rayon a, d’axe (O, z), parcourure par un courant d’intensité I, est placée dans
le plan horizontal (O, x, y). Elle crée un champ magnétique non uniforme sur I'axe
vertical :

B(z) = P +a>) 3,

pola®
2

a) Quel est le moment résultant des forces de Laplace que subit le dipdle ?

b) Donnerl'expression de I'énergie potentielle de la résultante des forces que subit
le dipole en fonction de z.

¢) Voicil'allure des graphes de la fonction
3
faw =al+u*) 2 +u

pour trois valeurs du parametre :a=0,5, a=1eta =2.

) 1 0 1 2 3

-2

En déduire une estimation de I'intensité I* minimale pour laquelle il existe une
position d’équilibre stable du dipdle soumis a I'action de la spire, on exprimera I*
en fonction de g, a, met mp et g.

d) Pour I = 2I*, quelle est la valeur approchée de Z% ? Pourquoi qualifie-t-on cet
équilibre de métastable ?

2
_ hoga
e) Pourl= Tpom

initiale depuis z = a ?

, quelle est 'accélération du dipdle si on 'abandonne sans vitesse
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Mouvement d’'un dipdle dans un champ (analyse documentaire)

Voici les cartes des champs magnétiques créés dans un plan (O, x, y) par deux fils rec-
tilignes infinis paralleles, perpendiculaires au plan, selon z, parcourus par un cou-
rant de méme intensité, dans le méme sens sens pour 1'un, dans des sens opposés
pour l'autre.

NAA

[ AN
[P NAN

[N

U - PSRN

PPN N
x o

P I AP - NN NN

NANANANNNNNSSS s
CANNANNNNNElS S
CANANNNNNR s
g
v 1 77 7 7NN N

a) Identifier la carte correspondant a des courants de méme sens, celui correspon-
dant a des courants de sens opposés.

b) On place au centre du dispositif (dans I'un puis dans I'autre cas) un dipdle ma-
gnétique dont le moment est 7 = miiy (m pouvant étre positif ou négatif). Est-il
en équilibre vis a vis de la rotation ? Est-il en équilibre vis-a-vis de la translation ?
Le cas échéant, ces équilibres sont-ils stables ?
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Du mal a démarrer

Les propriétés de symétrie et d’invariance conduisent a
exprimer le champ magnétique selon une seule composante et
ne dépendant que d’une variable. L’application de I’équation
de Maxwell-Ampére en coordonnées cylindriques conduit a une
équation différentielle du premier ordre et les conditions aux li-
mites permettent sa résolution compléte.

Cet exercice donne I'une des principales applications de

I’équation de Maxwell-Thomson.

Le raisonnement est analogue a celui développé pour le cal-
cul du champ créé par une nappe surfacique plane de courant. Le
courant enlacé n’est pas le méme selon que z< aou z> a.

Ces quatre situations ont en commun le contour d’Ampeére,
un cercle d’axe (O, z) et de rayon r, et se distinguent par le calcul
du courant enlacé.

Le contour d’Ampére est le cercle d’axe (O, z) passant par M.

La détermination du courant enlacé doit étre faite avec soin.

Le cas du courant axial est classique. Le cas du courant or-

thoradial est analogue a celui du solénoide. L’application du théo-
réme de superposition dans le cas hélicoidal est un modeéle du
genre.

Cet exercice assez calculatoire illustre la création d’un

champ presque uniforme et celle d’une rampe linéaire de champ
dont les applications en mécanique des particules sont impor-
tantes. L’une des clés du calcul est le choix de la variable réduite u.
Pour la question (d), on utilisera I’équation de Maxwell-Thomson.

L’étude de I’écartement des lignes de champ et le principe

de superposition permettent de conclure.

L’application du théoréme d’Ampére donne le champ ma-

gnétique et le calcul de la force de Laplace est une application
directe de la formule du cours.

L’application de la loi du moment cinétique au cadre néces-

site le calcul préalable des forces de Laplace puis de leurs moments
grace au bras de levier (programme de premiére année).

On calcule le champ magnétique créé par le fil vertical en

tout point de la tige, puis la force de Laplace élémentaire pour un
trongon de fil, puis son moment en O, puis le moment total des
forces de Laplace par intégration. A Iéquilibre, la somme de ce
moment et de celui du poids est nul.

La détermination du champ magnétique utilise le théoréeme

d’Ampére, celle de la pression la loi de la statique des fluides. La
détermination de la vitesse se fait en deux temps, en déterminant
d’abord la densité volumique d’ions n(r) égale a celle des élec-
trons, puis en reliant cette densité a la pression grage a la loi des
gaz parfaits.

(a) La loi de la quantité de mouvement, dans laquelle il faut

penser a prendre en compte la force de Laplace donne I’équation
mécanique. La loi des mailles, dans laquelle il faut prendre en
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compte la force électromotrice d’induction, donne I'équation élec-
trique. (b) Le bilan de puissance est obtenu en suivant la méthode
décrite dans le cours. (c) En éliminant i entre les deux équations,
on obtient une équation différentielle du second ordre en z du
type oscillateur amorti linéairement.

La mise en équations électrique et mécanique permet de re-

lier I'intensité i(¢) dans la spire et la position (). Il faut prendre
garde a la non uniformité du champ magnétique dans le calcul des
forces de Laplace et dans celui du flux. On obtient, aprés réduction
des équations, une équation du type oscillateur harmonique qui
permet de conclure.

La partie 1 utilise largement la loi de Lenz. Dans la partie
2, on détermine i par application de la loi de Faraday, puis on
exprime la résultante des forces de Laplace en intégrant sur le
pourtour de la petite spire. La lévitation est possible si la valeur
moyenne des forces de Laplace est non nulle, de composante posi-
tive sur z.

Il faut calculer le flux du champ créé par le solénoide a tra-
vers la spire, et non I'inverse.

Le lacet d’Ampére est le cercle de rayon r passant par M qui

enlace I une fois et i N fois.

On applique le théoréme de superposition pour calculer le
champ magnétique, somme des champs créés par les deux cy-
lindres. On prendra garde au fait que la distance de M a I'axe
des deux cylindres n’est pas le méme, et a I'orientation des deux
champs.

Les équations électriques de tension multipliées par les in-
tensités font apparaitre des puissances, dérivées par rapport au
temps des énergies électrocinétiques.

Le calcul du champ magnétique ne pose pas de difficulté, on

obtient trois termes en I’élevant au carré pour exprimer I’énergie
magnétique volumique et en intégrant sur le volume. On identifie
chacun de ces trois termes a son équivalent électrocinétique.

(a) Le calcul du champ magnétique est une application im-

médiate du théoréme d’Ampére. (b) Le calcul de U, nécessite une
intégration spatiale sur r, 0 et z. (c) En identifiant Uy, a %LIZ, on
en déduit L.

L’énoncé est parfaitement guidé. La positivité de I'énergie
est la conséquence de celle de la grandeur volumique .

On pourra supposer que le champ magnétique créé par un
solénoide est uniforme a I'intérieur du cylindre qu’il délimite, et
nul partout ailleurs. Le nombre de spires de 2 traversées par By
dépend de .

Aprés avoir fléché le circuit, on exprime que u = 0 en dé-

composant cette tension avec la partie gauche puis avec la partie
droite de la maille (il est inutile d’écrire la loi des mailles dans la
maille comportant le générateur). En passant en grandeurs com-
plexes et en éliminant i grace a la loi des noeuds, on obtient un
systéme en (i1, i2) qui permet de conclure.
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a)

b)

c)

d)

L’approximation dipolaire permet d’identifier sina et tana.
En mouvement circulaire uniforme, 7 = rwiig.

Les courants de deux c6tés contigus s’annulent, pas ceux sur
le contour du grand circuit.

La question (a) donne I’expression du moment dipolaire de
I’équivalent d’une spire circulaire. A la question (b), on peut som-
mer les moments des spires concentriques et calculer le champ
magnétique. A la question (c), on doit sommer les champs créés
par les spires coaxiales.

(a) On utilise le théoréeme d’Ampére. (b) On utililise la for-

mule du cours. (c) C’est une simple application numérique. (d) On
doit décomposer le vecteur ii; sur les axes sphériques puis utiliser
le théoréme de superposition.

Tout P’exercice se ramene a I'expression des différents para-

métres de la formule du champ magnétique créé par la spire élé-
mentaire en fonction de 6. On utilise principalement les relations
de trigonométrie.
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La loi du moment cinétique suffit pour conclure.

(a) Le champ magnétique est donné par la formule du cours

dans laquelle on doit identifier r, 0, et surtout les vecteurs de la
base sphérique en fonction de ceux de la base cartésienne. (b) On
analyse I’énergie potentielle en fonction de 0, a x fixé. (c) On ana-
lyse I'énergie potentielle en fonction de x, 0 étant égal a la valeur
trouvée a la question (b).

L’énergie potentielle est la somme de I'énergie d’interaction

entre B et 7 et de Iénergie potentielle de pesanteur. On doit
ensuite identifier expression obtenue a fo(u) en définissant o
et u.

L’étude de P’équilibre et de sa stabilité peut étre menée en

trois temps. On étudie d’abord le pivotement du dipéle selon le
principe d’alignement du dipdle au champ. On déplace ensuite le
dipole sur x a partir de O et on cherche si, en migrant vers les
zones de champ fort, il est ramené ou éloigné de O. Enfin, on pro-
cede de méme en déplacant le dipéle sur y.

Corrigés des exercices

Par intégration :

I:fffw—ig:jﬁtbz

Les plans (O, iy, iiz) et (O, iir, iig) sont plans de symétrie
des courants, B étant orthogonal a ces deux plans, il est
nul.

Le plan (O, iiy, ii;) est plan de symétrie des courants donc
B = B(1,6,2)ilg. La distribution de courants est invariante
par translation selon ii; et par rotation d’angle 8 donc
B = B(r)lg. La seule composante non nulle de B est By et
elle ne dépend que de r. Léquation de Maxwell-Ampeére en
coordonnées cylindriques et en régime permanent s'écrit
donc

— - 10(B() . -
rotB=poj & - ————1lz=Hojlz
r or
done 2UBIY) _

or
2

T .r A
donc rB(r) =pgj— +AetB(r) =poj- +—

2 2 r
La condition aux limites est B(0) = 0 donc A = 0 et B(r) =
“01 iig pour r < b. On en déduit B(r = b™) = “"T]b
Pour r > b, les symétries et invariances sont les mémes
mais j =0, 'équation de Maxwell-Ampeére s'écrit donc

0(rB(r)

=0donc rB(r) =
or

KetB(r)=—

a)

b

=

c)

d

far

La continuité du champ en r = b entraine

ib K
Br=b" )—B(r—b+)sot“0] =
2
doncK:M
2
2
donc B(r) = ”"]b iig = 2”—01179 pour r > b.

Les plans (O, x, z) et (O, y, z) sont plans d’antisymétrie des
courants, le champ magnétique est donc dans leur inter-
section donc B(M) est selon i.

Onasina= —2— = —L_ donc
VDb*+z? 112
hZ

3
2\72
= _ Mol z .
B= b (1+ ﬁ) Uz

Le plan (O, iir,1z) est plan d’antisymétrie des courants
donc B est inclus dans ce plan et sa composante sur g est
nulle.

Léquation de Maxwell-Thomson div B = 0 donne ici, en
coordonnées cylindriques, en utilisant By =0 :

la(rBr) N
r or

oB: _
0z
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Lénoncé suppose que B; ne dépend que de z, donc sa va-

3
5\ =3
leur en P estlaméme quen M et B, = g—%l (1 + %) % donc

_5
1008y 3wl 2z (| 2\
roor 4b b2 2|
2\"3 2
3ozl z r
donc rB; = :b03 (1 ﬁ) ~?+K(Z)
2\
_ 3pglzr z (2)
dOnCBr— 4b3 ( ﬁ) +T

EnM, r = 0 et B est selon iz donc B, = 0 doncle terme @

(qui divergerait sinon) est nul et K(z) = 0. On en déduit que

Nl

4b3 b?
By=0

1 2
Bz:z—"b(1+lz]—2)

B :3polzr 1+z_2 -
I (1+52)

NIw

Les notations, les symétries et les invariances sont les mémes
que dans I'exemple de la premiere fiche méthode (équations
de Maxwell) et B = B(z) ilx. Le contour d’Ampere est le rec-
tangle de largeur h arbitraire, situé entre +z et —z.

— Az | W4
B
B pe——
a e
B
Ry pr—
X X @
X - X
O} =
—y -
- h
h

La circulation de B sur ce rectangle est
fﬁ-d_é:B-h+0+B-h+0 = 2Bh

Le courant enlacé n’est pas le méme dans les deux cas. Si 0 <
z < a, le rectangle, de surface h -2z est complétement plongé
dans le conducteur et Iopjac¢ = 2zhj. Le théoreme d’Ampere
donne donc

2Bh = g -2zhj donc B = pg jziix

Si z > a, le courant ne passe qu’a travers la surface h-2a et
Ienlacé =2ahj. Le théoreme d’Ampére donne donc

2Bh = g - 2ahj donc B = g jaiiy
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Dans les trois cas, le plan (O, ii,, ;) est plan de symétrie
des courants donc B = B(r,6, 2)iiy. Les distributions de cou-
rant sont invariantes par translation selon i, et par rotation
d’angle 0 donc B = B(r)ilg. Le contour d’Ampere est a chaque
fois le cercle de centre O et de rayon r.

La circulation de B est
fﬁ«ﬁ:B(r)«an

a) Le courant enlacé est I et le théoréme d’Ampere s'écrit
donc

- 1
B-2nr =poldoncB= H—Oﬁg
2nr

b

=

Si r < b, le contour d’Ampeére est complétement plongé
dans le cylindre donc Igpjacs = 172 et le théoreme d’Am-
peére donne

B~2nr:p0nr2j doncB = 0

HoJT &
2

Si r > b, le cylindre de rayon b est complétement enlacé

dans le contour d’Ampere donc Iopjace = b et le théo-

reme d’Ampere donne

b2
HoJ iig

B-2nr = uonb®j donc B =
HoTto™ J or

On remarque que le champ magnétique est continu en
r=Dnh.

¢) On raisonne comme dans la question précédente, mais il
faut faire un calcul intégral pour mesurer I'intensité du
courant enlacé. Pour éviter de confondre variable d’inté-
gration et borne, notons R la variable rayon. Sir < b :

r 2n R
lenlace = f f Jo 3 iz -RdRdO1i,
R=0.J8=0

3

3b

2j071r3
3b

,
(015" =
0

=Jjo
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d)

Sir>b:
b 27 R ~
Tenlace = f f Jo—1z-RdRdOii,
R=0Jo=0"" b

3

3b

Zj()J'[b2

b
=j 0]2™ =
Jo [ ]0 3

0
Lapplication du théoréeme d’Ampére donne donc

Hojor®
3b

Mojob
3r

sir<b

os]}
Il

sir>b

On remarque que le champ magnétique est continu en
r=b.

Si r < b, le contour d’Ampeére est a I'intérieur de la plaque
cylindrique donc Igppace = 0 et B = 0. Si 7 > b, le contour
enlace la totalité de la plaque et Igpjac6 = js -2t =1 donc
le théoreme d’Ampere donne

La discontinuité du champ magnétique en r = b est

—,_ kol .
B=B(r=b")=B(r= =9 -
8 (r=b")-B(r=0b") onp ~ MoJs

Pour M intérieur au tore, le plan de coupe de la figure (O, i, iiz)
est plan de symétrie des courants donc B = B(r,0,2)ilg. La
distribution de courants est invariante par rotation d’angle 6
donc B = B(r, 2) il. Le contour d’Ampére est le cercle de rayon
r qui passe par M. La circulation de B est

fﬁ-d_é:B-an

Le courant enlacé est celui circulant, vers I'avant de la figure,
dans les N spires a leur passage en r = a donc

Tenlace =N-i

Le théoréeme d’Ampeére donne donc

a)

- i
B-2nr = yoNi donc B = Hol
2n

Le plan (O, iir, iiz) est plan de symétrie des courants donc
B = B(1,0,2)ily. La distribution de courant est invariante
par translation selon ii; et par rotation d’angle 6 donc
B = B(r) . Le contour d’Ampere est le cercle de centre O
etderayonr.
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b

=

AZ

i
Ut ug | B
o0 "'.

Mr \\f\'/
Maner

Js

La circulation de B est
f B- d—é =B 2nr

Si r < b, le contour d’ Ampere est a I'intérieur de la plaque
et le courant enlacé est nul donc B = 0. Si r > b, le contour
d’Ampere enlace la plaque toute entiére de périmetre ¢ =
2nb donc Tgpjace = js€ = js - 2mb. Le théoreme d’Ampeére
donne donc

B-2nr = W js - 2nb donc B = %Sbﬁe

Le plan (O, iy, iig) est plan de symétrie des courants donc
B = B(r,0, 2)ii,. La distribution de courants est invariante
par translation selon ii; et par rotation d’angle 6 donc
B = B(r)ii,. Choisissons comme contour d’Ampére le rec-
tangle (EFGH) de hauteur h arbitraire.

X
m\
\_:_/
i —_—
=i AB G
u, F|—=
T J
| E | H
|

La circulation de B est

L — F G H, _, E
ng-dezf B-d€+f 0+f 0~d£+f 0=Bh
E F G H

Le courant enlacé est celui circulant a travers la bandelette
de largeur £, soit jgh. Le théoréeme d’Ampeére donne :

Bh = g js h donc B = pg js iz
Cette expression est cohérente avec celle B = pgniii, du

solénoide, le produit ni s’assimilant bien a la densité sur-
facique de courant orthoradial.

325



Chapitre 10 Champ magnétique en régime stationnaire

c) Cette distribution de courants est la superposition d'un
courant surfacique axial de densité jgsinaii, et d'un cou-
rant surfacique orthoradial de densité jg cosaiig. Le théo-
reme de superposition donne donc, en utilisant les résul-
tats des deux premieres questions :

3 Hojs cosaiiz sir<b
| Ho/sSmap flnab tgsir>b

a) Par théoreme de superposition :
= _ Hol -
B(z) = e [F(D+2)+F(-D+2)] i,

donc G(z2) =F(D+2) +F(-D +2)

b) AvecD = g, on peut écrire

z 1
+|-+=
b 2
En posant u = % et en utilisant les développements limités

donnés par I'énoncé, les termes d’ordre 1 et 3 s’éliminent
et

3 3
2172 T2

2
Gz) = z 1)

Glz) = —8u4+o(u4))

8 ( 3 8
5\/_ 125
1\5_ On en déduit Iécart relatif
|B(z) —B(0)| _
B(0)

144 4
(1+ 125 U

¢) EnB=0,G(0) =

IG(2) - G(O)|
G(0)

|5\/_ ) %

144
= — u4

16 125
5\/5

Cet écart est inférieur a 2 % si

,[0,02x125
< —_—

soit z < 0,363b
144

donc a = 0,363. Ce dispositif assure donc un champ
presque constant sur une largeur importante entre les bo-
bines.

d) D’apres'équation de Maxwell-Thomson en coordonnées
cylindriques
- 10(rB 0B
divB=0e L 2UB) OBe
r or 0z
Au voisinage de 0 :
B, ~p[1 14424 6 16401
= - avec = =
“ 1250* 106+/5
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1447°
T
14423 2.
1250%

0B,
d —° ~
onc oz

donc rBy =2 ——
Enr=0,B, =0doncK=0et

14473
.
125b%

B reste donc tres faible quand r et z sont proches de 0.

B, =2

e) Pour D = R‘/_ , et en tenant compte du changement de
signe de I dans la spire de gauche :

G(z) =-FD+2)+F(-z+D)
_3 _3
BRI
=— 14|+ — 1+|——-—
b 2 b 2

En utilisant les développements limités fournis par
I’énoncé, on constate que les termes d’ordre 0, 2 et 4 s’éli-
minent et

8v7[12v3 2108
G(z):—\/_(—\/_u+ v3 ud +o(u ))
49 7 2401
Le terme d’ordre 5 est négligeable devant celui d’ordre 1 si
z<bet
L bol 8V7 12V3 2z,
“2p a9 7 b'”

qui est bien une rampe linéaire de champ.

Dans le premier cas, nord contre nord, au centre O du disposi-
tif, les champs créés par les deux aimants sont opposés donc
le champ est nul. C’est au niveau des poles sud que les lignes
de champ magnétique sont les plus serrées, et que le champ
est maximal. Dans le second cas, nord contre sud, dans l'es-
pace central, les champs magnétiques sont de méme direc-
tion et de méme sens, et c’est au niveau du pole nord de I'ai-
mant de gauche et au niveau du pole sud de celui de droite
que les lignes sont les plus serrées, donc que le champ est
maximal. c’est au dessus et en dessous des aimants que les
lignes sont les plus espacées et que le champ est minimal.

Les notations sont celles du schéma suivant.
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Le champ magnétique exercé par un fil sur l'autre est celui
créé a la distance d, soit B = 2” o 7 ily. La force de Laplace su-

bie par le troncon de fil concerné est

ol -
FL—ILuz/\“—d =

4m-10~7 Ll o0A
HodL L "’

Ce résultat numérique qui tombe juste correspond en fait a la
définition de I'ampere.

I’L
_HolL o
2nd

On en déduit

Les forces de Laplace sur les cotés (FG) et (HE) sont paralleles
al’axe de rotation du cadre donc leur moment est nul. Déter-
minons les forces de Laplace sur les deux autres cotés.

Fgp = —iLii; ABily = —iLBiiy
Fgu = iLii; A Biiy = iLBil,,

Les bras de levier de ces deux forces sont égaux a

D
d = —sin0
2

ATéquilibre la somme des moments est nulle

M FEp) + Mn Fgr) + T = 0 soit

D D
_iLBE sin® — iLBE sin@—-C(0p—6)=0

C(0y—0)

donci= ——
LBDsin6

Le champ magnétique créé par le fil vertical en un point du

Hol -

plan de la figure est B = = oy Uz Pour un point M de la tige
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repéré par OM = riiy, y = rsin® donc B(r) = 27#%”2 La
force de Laplace subie par un troncon de tige de longueur dr
autour de M est donc

Hoi?dr

dry = idriiy AB(r) =
L r i 2nrsin®

Son moment élémentaire en O est donc

2
d
Hoi -~

d.Alio=0MAdFy =
0= L= 27tsin 0

Sa projection sur I'axe A est donc

2
d
dﬂAZ Hol=ar

27msin®

et le moment résultant des forces de Laplace est donc

poizL
2msin®

L
M (F1) =f A =
r=0

L

Le poids s’exerce en G avec OG = 5ii,. Le bras de levier est

doncd = 12: sin 0 et son moment est
MAP) = —ng sin®

Al'équilibre de la tige, la somme des moments est nulle donc

-2
Moi“L L .
— - —sinB=0
2msin 6O mgzsm
m
soit i = gsine
Ho

a) La distribution de courants est symétrique par rapport a
(O, iy, liz) etinvariante par translation selon ii; et par rota-
tion d’angle 6 donc B = B(r) ilg. Lapplication du théoréme
d’Ampére a un contour circulaire de rayon r donne

MoJjr .
o 10

B(r)-2nr = poj - nr® donc B(r) =

b) Chaque particule de fluide est en équilibre sous 'action
des forces de pression de résultante volumique —grm) P et
des forces volumiques de Laplace de résultante volumique
j AB.ATéquilibre, on a donc

P .
— iy + jiiz AB(r)ilg =0

dp 2
donc — =—jB(r) = _HoJ7 7

dr 2
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c)

d

=

a)

 pojor?
4
Le cylindre est entouré de vide donc P(b) = 0 donc

doncP(r) =K

2212
Ko Mo’
4
292 2
etp(r) = HO/ZB" =)

4

Soit n(r) le nombre d’électrons par metre cube. Il est égal
au nombre d’ions par metre cube. La loi des gaz parfaits
s”écrit

\%
PV = "V RT done P(r) = n(r)ksT
A
On en déduit que
2022 2
n(ry = Wl =1%)

4kgT
Le courant étant électronique, j = n(r) - (—e)#(r) donc

4kgT

J _
Hoej(b? —r2) 1z

en(r)

v(r)=- liz =
Remarquons que cette expression diverge quand r tend
vers b, ce qui est normal car la densité particulaire tend
vers 0 (al'approche du vide), et pour assurer funiforme, il
faudrait que la vitesse soit infinie, c’est donc une anomalie
de ce modele.

La pression est décroissante du ceceur du cylindre (r = 0)
vers I'extérieur (r = b) et quand le courant cesse de fonc-
tionner, le cylindre a tendance a exploser, d’'ou 'onde de
choc sonore.

Larbre des conséquences est le suivant : (i) le poids fait
chuter la tige ; (ii) I'aire du rectangle augmente ; (iii) le
flux de B varie ; (iv) une force électromotirce d’induction
apparait ; (v) un courant circule ; (vi) la force de Laplace
est ajoutée aux autres forces dans 'équation mécanique.
Lorientation de i dans le circuit permet de calculer la force
de Laplace et I'équation mécanique s’écrit, en projection
sur l'axe z :

mzZ=mg—-2k(z—€y) —az+iDB

Le flux du champ magnétique, en tenant compte de l'orien-
tation du circuit et celle associée du vecteur dS vaut

ao .
<1>:B~Dzdonce:—E =-BDz

Le circuit électrique équivalent est
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b

=

)

La loi des mailles s’écrit donc

e =Risoit —-BDz =Ri
En multipliant 'équation mécanique par z et I'équation
électrique par i, il vient

mzz=mgz —2k(z—09)z —az? + iDBZ
—-BDzi = Ri?

di

d[1 2 _ 2] = 42 . .
soit [2 mz ngz +k(z—1{p) az” +iDBz
—-BDzi=Ri

On remarque que la puissance d’induction
Pind = -BDzi
est opposée a la puissance de la force de Laplace
@, =iDBz
En soustrayant les deux égalités, on en déduit

% %mz’z —mgz+k(z—09)?| = —az® —-Ri®

On peut donc dire que la dérivée par rapport au temps de
I'énergie mécanique de la tige, somme de 1'énergie ciné-
tique %mz’z, de I'énergie potentielle de pesanteur —mgz
('axe z est dirigé vers le bas) et de I'énergie potentielle
élastique k(z — €o)? (il y a 2 ressorts) est égale a la somme
des puissances négatives des deux phénomenes dissipatifs,
celle du frottement mécanique —az? et celle de I'effet Joule
~RiZ.

En éliminant 7 grace a 'équation électrique, I'équation dif-
férentielle vérifiée par z(1) est

} ((x B2D?
Z+|—+

2k 2k
+ —2zZ=— (lo
m m

+ %)

m mR 2k

Enrégime pseudo-périodique, on a une équation d’oscilla-
teur amorti autour de la position d’équilibre

Le temps caractéristique d’amortissement est I'opposé de
I'inverse de la partie réelle de la solution de I’équation ca-
ractéristique :

2
a , B2D?
m T TmR
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Larbre des conséquences est le suivant : (i) la spire est lancée ;
(ii) elle se déplace donc vers des zones ol le champ magné-
tique est plus fort en norme ; (iii) le flux de B varie ; (iv) une
force électromotrice d’'induction apparait ; (v) un courant ap-
parait ; (vi) une force de Laplace apparait et perturbe le mou-
vement de la spire. Orientons arbitrairement la spire dans le
sens horaire et notons i I'intensité du courant. La somme des
forces de Laplace sur les deux cotés paralléles a (O, x) est nulle.
La loi de la quantité de mouvement s’écrit

mi = +ibB (1+ %) ~ibBo (1+ H—Tu]
soit mi = —ibBOCXl

Le flux de B a travers le rectangle est, en tenant compte de
I'orientation opposée de B et de dS :

r+a pb x
d):—f f Bo(1+ —|dxd
x=r Jy=0 0( )\) v

2r+a

1+
2\

® =-Boab

La loi de Faraday donne

e= d—q)—Babi
T Tdar 0N

Le circuit électrique équivalent est

Léquation électrique s’écrit donc

B abi—Lﬂ
0PN T ar

On intégre cette équation entre (t=0,r =0,i =0) et (,1,1) :

Bogab . . _Bgabr(t)
X r(t)=Li(t) donc i(t) = i

On remplace dans |'équation mécanique :

1B
mi=—-———=—r
LA2
quZBé
donci+———=-r=0
mLA?
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C’est une équation d’oscillateur harmonique de pulsation

wn = ang
0 AvmL

En tenant compte des conditions initiales
Vo .
r(t) = — sin(wgt)
wo

La vitesse i s'annule quand cos(wg?) = 0, ce qui arrive pour la
premieére fois a la date

T AV mL

T 200 2abBy

On en déduit
12 2B
- m2A%m
A cette date, 7 est nul et 7 est maximal donc i aussi : les forces
de Laplace vont donc agir et ramener la spire dans le sens des
x décroissants. On peut donc considérer qu'il y a conversion
. )2 e . 1. .2 . . s

alternative d’énergie cinétique 3 m#~ en énergie magnétique
FLi%.

Partie 1 :1évitation a la fermeture : étude qualitative.

a) Le flux a travers la petite spire augmente dans le sens de
iz donc le courant induit créera un contre-champ, dirigé
selon —1iiz, donc dans le sens contraire a celui de la grande
spire, selon —ilg. On remarque que la petite spire présente
a la grande spire une face Nord, et que la grande présente
a la petite une face Nord, donc les spires auront tendance
a se repousser.

La force de Laplace sur un trongon d? = ad0 ilg de la petite
spire s’écrit

c

3az

dFy = —iad®iig ABy | il + ———— i
k O @z Ry T

3zia’By
2(z2 +R2)

-

dFy, = —iaBydOii, + iy

2
en notant By = X4 (22 + R%)73/2. Le premier terme tend
a comprimer la spire (conforme a la loi de Lenz, pour dimi-
nuer le flux croissant vers le haut), et la résultante est nulle

en intégrant sur la spire. Le second terme est bien dirigé

3zia’Bym - N
e Uz (conforme a la

loi de Lenz, la spire fuyant vers les zones de champ magné-
tique moindre pour diminuer le flux). Sil’augmentation de
I est rapide, i sera grand et la force de répulsion peut étre
supérieure au poids.

vers le haut et sa résultante est
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Partie 2 : 1évitation sous 'action d’'un champ magnétique va-
riable.

3
a) On oriente i dans le sens de iig. Posons S = R3(z% +R?) 2.
On calcule le flux de B créé par la grande spire a travers la
petite spire puis la fém d’'induction :

I
o= Koo cos(wr)S
2R
[7£0) I
donce= T _ Hoo® sin(w®)S

Le schéma électrique équivalent de la petite spire com-
porte la fém d’induction et la résistance R’ donc

1
i(t):izpo 0w

® SRR sin(wt)S

Larésultante des forces de Laplace vaut

_ MolR?

N _ —3Zl'a27[a
B = 3 (22 +R2)-3/2, 24T

u
(22 +R2) ©

soit liL =Fgcos(wt)sin(wi)

Sa valeur moyenne dans le temps est donc nulle car
. 1 .
<cos(wi)sin(wt) >= 2 <sin(wt) >=0

b) Sion ne néglige pas I'inductance de la bobine, le schéma
électrique équivalent de la petite spire comporte la fém
d’induction, la résistance R’ et I'inductance L.

I R
e=——
i
Léquation différentielle s'écrit
di Ihw
Lo +Ri=e= HO0® Gin(wns

La solution est proposée est confome au régime sinusoidal
forcé et s'écrit

i(t) =Ijpsin(wt—@) =1y sin(wt) cosp —I;; sinpcos(wi)
Or ¢ est un petit angle donc
i(1) =1y sin(w?) —I@cos(wi)
En remplacant dans I'équation différentielle, il vient :

LI;pwcos(wt) + LI oesin(wi)
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—R'T), cos(wt) + R @l sin(wt) =
Holow

sin(wt)S

Org= Iﬁ—‘? donc I'équation se simplifie et devient

2w? Ipw
R+ — )Imsin(mt) = Hooo® o wn)s
polgwR’
doncl;; = ———————
"7 2R(R2 +1202)

On en déduit la résultante des forces de Laplace :

—3zian R

uoloR? p
(z2 +R?)

B = 20 (22 +R2)~3/2. .

soit F = —F cos(w?)sin(w? — @iz
3pglng’nazzR4

4(R? +12w?) (2% +R?)*

or cos(w?)sin(wt—¢) =

avec F1 =

sin(w?) cos(wt) cos — cos®(wt) sing
donc < cos(w?)sin(wt — @) >=
1 . [0} Lw
——sinp=-—=-—
2T T T T ow
Par suite, la valeur moyenne des forces de Laplace s’écrit

<FL>=F 22
=F1—i
L IZR’ z
La force moyenne est donc dirigée vers le haut, et peut
compenser le poids, d’ot I'effet de lévitation.
Le champ magnétique créé par le solénoide est uni-
forme

. 10N,
Bsol = Mo D lsol Uz

Son flux a travers la spire est donc

10N )
Dsol—sp = N Ho——I501 - TR

D
, 10N2nR?
80it @go]sp = Ho —p ol
10N?nR?
doncM = o —5

a) Lapplication du théoreme d’Ampere le long d'un lacet cir-
culaire de rayon r orienté dans le sens de iig donne :

2nrB(r) = po [I+Ni]

soit B(r) = 22 1+ Ni] g
2nr
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b) Le flux du champ magnétique total a travers une spire car-
rée du bobinage est

(of] —f f [I+Nl] drdz
r=aJz= 02

In2[I+N
0, = Moaln2| i]
2m

On en déduit le flux total
N In2[I+Ni
®=NO, = Moaln2| i

2m

soit ® = Li + MI avec

_ N?ppaln2

{ - Nppéln2

_ Nyoaln
M= 27

¢) La force électromotrice d'induction qui prend naissance
dans le bobinage torique est
o de  di M dil
©odr Tdrdt

Si on note R la résistance du bobinage, alors la loi des
mailles donne
e =Ri soit —Mﬂ :Lﬂ +Ri
dt dt
En régime sinusoidal forcé de pulsation w, on peut passer
en grandeurs complexes :

—jMol = jLwi +Ri

et en passant aux modules

La mesure de 'amplitude imax du courant dans le bobi-
nage torique donne donc acces a celle Iax dans le fil, on
a donc une mesure amperemétrique sans avoir besoin de
couper le fil pour y insérer un amperemetre en série.

a) Le point M est soumis a la superposition des champs ma-
gnétiques créés par les deux fils. On applique le théoreme
d’Ampere pour chacun d’eux en choisissant pour contours
d’Ampere des cercles de centres respectifs O et Oy, de
rayonsrp =D+xetrp =D —x.

Champ magnétique en régime stationnaire Chapitre 10

Lapplication du théoréeme d’Ampeére donne

Hol
Uy

{ 21D +0B1 = Hol doncB(x) = —

1 1
+
2n1(D-x)By = pol 27

D+x D-x

b) On calcule le flux par une intégrale double.

D-a H
<I>:f f B(x)-dxdzﬁy
x=-D+aJz=0

2D—a
Hol HoHIn Ina
d=— - [ln(D+x)—ln(D x)] D+a fl
¢) On en déduit
2D—a 2D—a
Lo & b AL MolnTGg
I b H b

a) Les lois de I'électrocinétique s’écrivent

u =1y }‘1 +M§2
uy —L2 12 +M=— ll
b) En multipliant la premiere égalité par i; et la seconde
pariy :
_ dlz
P =u1iq —Ll dt ll +Mll
Py =uUpip = L2 dt io +M12 dll

¢) Ensommant les deux équations :

d
PP+ Py =

et le terme entre crochets est I'énergie électrocinétique du
systéeme des deux bobines.

1. . L. 1 o
ELI i +Mipip + ELzlz

Le champ magnétique dans le cylindre est la
somme des deux champs :

- - -

N N
B=B,+B, uo( 101 +Naip) .

D
On en déduit I'énergie magnétique

Uz

B2 nR?
Un =5 R?D = “OZD (N3i2 +2N1Ng iy + N3 3)
20N2 22
= 1 HoTRTNY 2+ HOHRZNlNz i1ip + 1 Mlz
mT2 D ! D 2 D ?
On identifie cette énergie magnétique a |'énergie électro-
cinétique
1. 5 B
Eec = ELIZI +Mijio + ELzlz
_ pomR3N%
L= —D2
donc { M= HomRTNINp
_ 1 HomR*Nj
L=3—"p—
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a)

b

=

c)

a)

b)

)

Le dispositif est invariant par translation selon ii; et par ro-
tation d’angle 6 donc B = B(r). Le plan (O, iiy, iiz) est plan
de symétrie des charges donc B = B(r) ily. Le contour d’Am-
pere € est donc un cercle de rayon r et la circulation est

jg E~d—é:B(r)~2nr
€

Si r < a, on est a I'intérieur des deux cylindres et le cou-
rant enlacé est nul donc B = 0. Si r > b, € enlace les
deux cylindres parcourus par des courants opposés donc
Ienlace = 0 et B = 0. Si a < r < b, le théoréeme d’Ampére
s’écrit

Mol

B(r)-2mr = pol donc B = ——— iy
2nr

On integre I'énergie volumique magnétique dans I'espace
qui sépare les deux cylindres.

U f f f rdrd0dz
" Jr=ato=0Jz= 08p0H2 2

Uy, = Mo [lnr]a ()2 [z]1]
1 poHlnE 2
T2 on

On identifie Uy, et Eec = 5 1112 donc

_poHlng et A L polng

21 H 21

L'énergie électrocinétique est

1. RV B!
Eec = ELI iy +Miyip + ELzlz
On identifie cette énergie a I'énergie magnétique Uy, qui
B2
est elle-méme l'intégrale volumique de ZBW’ quantité posi-
tive.

En suivant les indications de 'énoncé, on factorise par
%Ll i% :

2M iy Ly (i2)?
__2+_2(_2H

& 1L '2[1+
=—Lqi
72 11 Ly iy Lp

_ 2.
etenposantu= 3 :

1 .2
gec = lell
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Ce trindme du second degré doit étre positif ou nul pour
toute valeur de u, son discriminant est donc négatif ou
nul :

M2 L,
A<0e ———4—=<0
L7 L

soit M2 < LyLy

On suppose que le champ magnétique créé par un
solénoide est nul a I'extérieur du cylindre qu’il délimite,
méme sur son axe. Calculons le flux du champ magné-
tique créé par 1 a travers 2. On a

3 N.
=Mo=i1ll
1= Hopy iz

Le nombre de spires de 2 al'intérieur de 1 est
pD
No; = ~— -N=BN
21= p

On en déduit
@12 =N21-B; 'Tlr22

poﬁNanz i

Dy =
1-2 D
On en déduit
D N27R2
Mo 1.2:H0[3 T
1] D

Les inductances propres des deux solénoides sont

2 2
{ Ly = HoN"TCR)

2 n2
oN?7R
LZZHT

On en déduit le coefficient de couplage

poﬁNZT{RZ
k= D

MoN?m4R?  poN2nR?
D D

soit k = E
2

Le circuit est fléché en notant i l'intensité de la
branche du bas, de droite a gauche en convention géné-
rateur, i; de gauche a droite dans la branche du milieu,
i» de gauche a droite dans la branche du haut. La loi des
nceuds donne i = i} + ip. La tension u est nulle a I'équi-
libre du pont. On peut décomposer cette tension de deux
manieres distinctes.
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En grandeurs temporelles :

dt

u=0=L90 M4 4 i
u=up+u; =0=R'i»—uc -Riy

En régime sinusoidal forcé, on peut passer en formalisme
complexe :

JLwii — jMwi+rip =0
R'iz ~ 5511~ Ri1 =0

JLwii — jMwiy — jMwiz +rip =0

doncq . T . TR;
Rk=JReal TR

R
JLw - jMw - jMw— -

d M +r|ip=0
onc —_— rit =
R RC |2

Si i3 =0, le générateur est éteint, ce qui est exclu. On en
déduit que le coefficient complexe est nul, donc sa partie
réelle et sa partie imaginaire sont nulles :

—pe+r=0
Lw—Mw-Mo & =0

doncM=rR'CetL=M

R
7t 1) =rC(R+R)
Le couplage est parfait si
M2 = 1.2 soit r2R*C? = r2C2 R+ R))? s0it R”® = (R+ R')?

doncR=0

a) Tout plan contenant (O, z) est plan d’antisymétrie des cou-
rants, donc contient le champ magnétique. B(M) est donc
dans leur intersection donc B = Bii.

b) Lepoint M estrepéré en coordonnées sphériques par r = z,
0 =0 et #l; = ii;. Par application de la formule du cours :

2uom

ﬁ = Uz
4nz3
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Or m = ina? donc
poa®i
Uz
223

Dans 'approximation dipolaire, a < zdonc a <« 1 et

E:

. a
sina = =tano = —
z
La formule de I'’énoncé donne donc
3

- pgl a”
p=E. 2y
2a 23 °

qui est égale a I'expression précédente.

a) En mouvement circulaire uniforme :

— 1 1
OM =riiy et ¥ = roiig donc Ec = Emv2 = zmrzoo2
D’apres 'énoncé :
1 1 1 h
Ec = - ho soit = mrn? = = o donc rPw = —
2 2 2 Me

b

=

Lélectron effectue 1 tour en T secondes, donc en un point
donné de la trajectoire circulaire, on observe un débit de
charge dont la valeur absolue est

e, enr?

—mrc=

T T

e
i=—doncup=iS =

T HB
¢) Lapériode T estliée a la vitesse angulaire  :

enrio _eh

2 .
w:%donch: =9,274-10724 A-m?

on 2me

Les coOtés contigus des dipodles magnétiques présentent des
courants dont les intensités s’annulent deux a deux, a I'excep-
tion des cotés du bord, dont la juxtaposition forme bien la
boucle parcourue par i. Le moment magnétique du grand cir-
cuit est donc bien égal a la somme des moments des petits di-
poles qui le pavent. Par théoréeme de superposition, le champ
magnétique créé en M par le grand circuit en M est la somme
des champs créés en M par chacun des petits dipoles. Dans
I'approximation dipolaire, la taille de ce grand circuit est tres
petite devant r, il en est donc de méme de tous les petits di-
poles. Le champ est donc indépendant de la position relative
de tous les petits dipoles, donc indépendant de la forme du
grand circuit.
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a) Larotation du cercle provoque celle des charges. Estimons
la charge qui passe par un point de contrdle a proximité du
cercle enrotation. Pendant d, celui-ci tourne de d0 = wdt.
La charge qui passe par le point est donc

wdt . dqg qow
da=qg —d =24 _ 4%
=4 27 onet dt 2n

Le moment dipolaire de cette spire est donc

L .z qw N
m=lS=—~na2uz
271
.. qua®
soit m = iy

Le point P est repéré en coordonnées sphériques par
r=10a,0 =0 et ii; = ti; donc

= 2uom

BP) = —2 i
( an(10a)3 ©
= Hoqw
tBP) = —21°

sOItBP) = Sooma 2

Le point Q est repéré en coordonnées sphériques par r =
10a,0 = 3, iy = iiy et iig = —i.

—_—

B(P)

Z

P

La formule du cours donne

. Hom

BQ=-—1" 5
Q 4n(10a)3 " *
- Hoqo
tB(P) = - 9%

SOItB(P) = = 00na '

b) On peut décomposer ce disque en couronnes concen-
triques [r, 7 +dr] et intégrer pour calculer le moment dipo-
laire de ce dique. Chaque couronne est assimilable au fil
décrit a la question (a). Comme on est dans 1'approxima-
tion dipolaire, et que toutes ces couronnes ont le méme
centre O, on peut sommer leurs moments dipolaires. La
charge de la couronne est

dg=o-2nrdr

334

c)

En utilisant le résultat de la premiére question, son mo-
ment dipolaire est donc

— dqwaz

dm iy =0nrdrwa2ﬁz

soitdm = cnazwrdrﬂz
a

donc m = Gnuzwrdrﬁz
r=0
. ond*o_
m= iz
2

En posant g = ona?, charge totale du disque, il crée les
mémes champs en P et en Q qu’a la question (a).

On peut décomposer ce disque en couronnes coaxiales
[z,z+dz]. Cette fois, les différentes couronnes n’ont plus le
méme centre. La distance r séparant leur centre du point P
estvariable, de 6a pour la couronne la plusbasseen z = —a
a4a pour la couronne la plus haute en z = a. On doit donc
sommer directement les champs élémentaires.

La couronne porte une charge
a
dg=0-2n—dz
2
et son moment dipolaire est

— cmugu)dz%
dm=————I

Z

Le point M depuis le centre de cette spire est repéré par
r=5a-z, ily = iz et 0 = 0. Par application de la formule
du cours on en déduit

—  2pponalwdz
dB= ——1ii
16n(5a—2)3

dB=pGa-23dzi,

Hooa’w

avecf = 8
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On en déduit

—a

a) Toutplan passant par M et le centre du Soleil est plan de sy-
matrie des courants. Le champ magnétique est orthogonal
simultanément a tous ces plans, donc Bg = 0.

b) Ona

2o mgpcos0
. 4mr3
Bm Mo Mg sin®
anr3
¢) Pour6=%,0na
o m
g= Mo 30 iy
4T[RM
4By R3
donc mg = — T M_78.10%Am?
Ho

d) On projette :
ii; = cos0iiy —sinBOiig
On en déduit
Bs cosH
Bg| —Bssin®
0

et en sommant, on constate que Ee est nul en tout point de
la surface de Mercure si

Moo sin®

—Bgsin6=0
3
4nRM
m _
soit Bg = "0 —5,0.1077 T
4T[RM

a) Le plan (O,x,y) est plan de symétrie des courants donc
B=B,ii,.

b) Ona
tan0 = z donc z= xtan®

En dérivant par rapporta9 :

ﬁ —x(1+tan26) S
o ~ " cos20
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c) Par définitionde n :

dN
n=——doncdN=n-dz
dz
soit dN = w
cos20

Le moment dipolaire de la tranche considérée est
dm = dNi-na’iiz

Vu depuis le centre de cette spire de centre M, le point P
est repéré par r = MP = ﬁ, I'angle entre I'axe de la spire

(0, 2) et le vecteur MP est 7 +0.

A
+ 7/2+0
dz [
i
L P X
o X —
— u,
Uy
.
B

Les vecteurs de la base sphérique sont

Uiy = cosBiiy —sinOiiz
tig = —sinBiiy —cosO1i,

On en déduit la composante de dB sur I'axe z :
dB; = —dB,sinB—dBg cosO

2podNima?® cos(% +6)

dB; = —
avec oS0
podNima® sin(% +6)
dBy = P
cos3 0
;2
nia
donc dB; = H04 3 [2sin29—cos2 9] cos0do
X

d) On en déduit par intégration

a
Bz = Bof [Zsinze—cosze] cos0db
-

avec By = o nia®4x* et tana =

BN ]

o

BZ:Bof [3sin26—1]cos6d9
-

.3 . o

donc Bz =By [sm e—sme]ﬂ

soit B; =By [Zsing(x —ZSin(x]
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La boussole est soumise a I'action du champ magnétique ex-
térieur, donc le moment résultant est

ﬁo = (mii) A (Biiy) = —mBsin0ii,
et laloi du moment cinétique en projection sur 'axe A donne
Jab = —mBsin0

La position d’équilibre stable est 0 = 0 car I'énergie potentielle
d’interaction est

Ep=—i-B=-mBcosH

qui est minimale en 0 = 0. On fait donc I'approximation des
petits angles et on obtient I'équation d’oscillateur harmo-
nique :

5+ oo
Ja

La pulsation propre vaut

Le point P est repéré en coordonnées sphériques depuis le
dipole fixe par r = x, 0 = %, iy = Uiy et ilg = —iiy. Par appli-
cation de la formule du cours
= Mom
B=—-""—"1i
43 Y

b) Lénergie potentielle d’interaction entre B et 771 est

mcosO 0
e B _ - _ Hom
Ep=-m;-B= msin0® P
0 0
. Ho .
soit Ep = sin®
P=
On en déduit
dE Mo
a9~ 4nid cos®
d’Ep Homs .
00 = sin®
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La dérivée premiére est nulle pour 8 = +7%. La dérivée se-
conde est négative pour 6 = % qui est donc une position
d’équilibre instable et positive pour 6 = —% qui est une po-
sition d’équilibre stable. On vérifie donc sur cet exemple
que le dipdle 1 s’oriente dans la direction et le sens du
champ créé par le dipole fixe.

¢) On a maintenant 8 = -3, 7y = —miiy. Lénergie poten-
tielle d’interaction s’écrit donc

pom?

4nx3

Ep(x)=-

La force dérive de I'énergie potentielle donc

— dEp
=—-gradEp=- u
f=-gradEp I
= 3ugm?
soit f = — i

! qmxt

C’est une force centrale sur I'axe x, attractive mais non

newtonienne car elle varie comme x—14 alors qu'une force
1

newtonienne varie comme 2

a) Le moment est nul car B et /2 sont colinéaires.
b

=

Par application de la formule du cours, I'énergie poten-
tielle d’interaction du dipdle avec le champ de la spire est

- mla?
Epp =——m-B= HO—(ZZ

2 3
+a) 2
2

On lui ajoute I'énergie potentielle de pesanteur
Epp=mpgz

¢) On doit faire coincider I'expression de 'énoncé et celle de
I'énergie potentielle. On fait apparaitre le terme 1+ 12 en
factorisant (z2 + a®) par a2 :

Ep(z) = Epp(2) + Epp(2) soit

3
2\ 2

Ia? -
E,,(z):w.(az)f%. 1+Z_ +mpgz
2 a?

On pose donc u = % donc z = au, dou

3
2

_boml 2
Ep(u) = 22 (1+u] +mogau

soit Ep(u) = mpga

ml -3
“072(1+u2) ‘tu
2myga

. po ml
soit Ep(u) = mpoga- fa(u) avec o = —
2mpga
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d

far

e)

a)

Plus « est faible plus la courbe se rapproche de la droite
f(u) = u. La courbe du bas (la plus foncée) correspond
donc a a = 0,5, celle du milieu a « = 1 et celle du haut a
o = 2. Il existe une position d’équilibre stable si la courbe
représentative de 1'énergie potentielle présente une cu-
vette de potentiel. C’est le cas pour a = 2 et pas pour o =
0,5. Lapparition de la cuvette semble correspondre a o un
peu supérieur a 1, soit

ml 2moga’®
ol e 2B
2moga Mom

2moga®

donc1* = 21089

Hom

Le minimum de la fonction est obtenu pour u = 1 soit

Z . s .

% = 1. Ce n’est pas un minimum absolu, et si on donne

une énergie cinétique suffisante au dipdle en zeq = a, il

peut franchir le col de potentiel pour z ~ 0 et tomber sans

retour vers les z < 0. C’'est pourquoi on parle de méta-

stabilité.

La somme des forces dérive de I'énergie potentielle donc
dEp

F(Z):—W =-

dEp du

du

1
1z :—mogafo’((u)-;

La loi de la quantité de mouvement appliquée au dipole
donne,enu =0 :

—-mog fu(0) = moZ donc z = —g i (0)

On lit la pente de la courbe sur le graphe en z = a pour
a = 0,5, soit f; 5(a) = 0,6 donc Z = —0,6g.

Le plan de la figure est, dans les deux cas, plan d’antisymé-
trie des courants, donc le champ magnétique est dans ce
plan. Siles courants sont dans le méme sens, I'axe média-
teur (y) est plan de symétrie des courants, donc le champ

Champ magnétique en régime stationnaire Chapitre 10

b

=

lui est orthogonal, donc selon (x), ce qui correspond a la
premiere carte. Siles courants sont dans des sens opposés,
I'axe médiateur (y) est plan d’antisymétrie des courants,
donc le champ est dans ce plan, donc selon (y), ce qui cor-
respond a la seconde carte.

Dans le premier cas, le champ magnétique au centre est
nul, donc le dipdle ne pivote pas et est en équilibre.

e Si on le déplace légerement vers la droite, il entre en
interaction avec un champ magnétique selon —iiy, il
s'oriente donc dans ce sens en pivotant de % dans le
sens horaire. Il tend ensuite a migrer vers les zones de
champ fort et se déplace vers la droite. L'équilibre est
donc instable selon x. Le raisonnement est identique si
on le déplace vers la gauche.

e Si on le déplace légerement vers le haut, il entre en in-
teraction avec un champ magnétique selon iiy, il ne pi-
vote donc pas. Il tend ensuite a migrer vers les zones
de champ fort et se déplace vers le haut. Léquilibre est
donc instable selon y. Le raisonnement est identique si
on le déplace vers le bas.

Dans le second cas, le champ au centre est selon iy, donc
le dipole s'oriente dans ce sens en pivotant de 7 dans
le sens trigonométrique. Apres ce pivotement, étudions
I'équilibre selon les deux axes.

» Sion le déplace légerement vers la droite, il entre en in-
teraction avec un champ magnétique selon iy, donc il
ne pivote pas. Il tend a migrer vers les zones de champ
fort et se déplace vers la droite. L'équilibre est donc in-
stable selon x. Le raisonnement est identique si on le
déplace vers la gauche.

» Sion le déplace légerement vers le haut, il entre en inter-
action avec un champ magnétique selon iy, donc il ne
pivote pas. Il tend a migrer vers les zones de champ fort
et se se déplace vers le bas. Léquilibre est donc stable
selon y. Le raisonnement est identique si on le déplace
vers le bas.
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CHAPITRE 1 1

Ondes é€lectromagnétiques
dans le vide

Themes abordeés dans les exercices

Equation de d’Alembert.

Célérité.

Onde longitudinale, onde transversale.

Onde progressive harmonique, onde stationnaire harmonique.
Vecteur d’onde, vitesse de phase.

Théoréme de superposition.

Conditions aux limites.

Onde électromagnétique dans le vide.

Onde plane progressive harmonique.

Vecteur de Poynting électromagnétique.

Bilan énergétique pour une onde électromagnétique.
Polarisation rectiligne.

Polariseur.

LR I R R R IR R R R IR R ]

‘Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

Etablir une équation de d’Alembert.

Expliciter les solutions progressives et stationnaires harmoniques de I'EDA.
Exploiter les conditions initiales et/ou aux limites pour résoudre 'EDA.
Etablir 'EDA électromagnétique dans le vide, exprimer la solution OPPH PR.
Etudier 'aspect énergétique d’'une onde électromagnétique dans le vide.
Identifier une onde polarisée rectilignement.

Faire I'analyse et la synthése d’'une onde polarisée rectilignement.

Lo R R R R R
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Chapitre 11 Ondes électromagnétiques dans le vide

Les méthodes a retenir

Etablir une équation de d’Alembert. Léquation de d’Alembert (EDA en abrégé) qui régit une grandeur
physique G dépendant de 'espace (M) et du temps (#) s’écrit

1 0°GM, 1)

EDA) : AGOM, 1) — —=
(EDA) : AGIM, 1) =  ————==0

ol AG(M, 1) est le Laplacien et c homogene a une vitesse. Dans le cas
(fréquent) ol G ne dépend que d’'une variable de position x, I'équa-
tion de d’Alembert unidirectionnelle s’écrit

*Glx, 1) 190Gy, 1) _
ox? 2 orr

Pour établir cette équation, on applique les regles suivantes.

e On applique les lois du domaine de la physique concernée, méca-
nique du point, thermodynamique, mécanique des fluides, électro-
magnétisme, etc.

e On travaille par éléments infinitésimaux, entre ¢ et ¢+ dt, sur un
élément situé entre x et x + dx, et on effectue le développement
limité al'ordre 1ou?2 :

0°G(x, 1) (dx)?
+ —_—

d
o 0x? 2

Glrtdx,t) =G, 1)+ 5& 0.
0x

2 2
0G(x, 1) di+ 0°G(x, 1) ) (dr)

ot 0r? 2

o Tres souvent, deux grandeurs sont couplées et on obtient un sys-
teme d’équations aux dérivées partielles du type

G(x,t+dt) =G(x, 1) +

oG 0oH 0G oH
" o P
¢ On en déduit 'équation de d’Alembert en appliquant le théoréme
de Schwartz :
°G _ 9°G
0tdx 0xdt

Exemple :

Le montage électrique suivant modélise un trongon
[x,x + dx] d'une ligne électrique sans perte, A est I'induc-

tance linéique et I' la capacité linéique.
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Ondes électromagnétiques dans le vide Chapitre 11

L= Adx

LA A

‘M(XJ) L lu(x+dxt)

C=T dx

X X+dx

Les deux équations électriques sont la loi des nceuds et la
loi des mailles.

i(x, 1) = i(x+dx, £) + Tdx24xtdxn

{ u(x, 1) = Adx% +u(x+dx, 1)
ot

Remarquons que

aau(x,t)
rdxau(x—i-dx, 1) ~Tdox ou(x,r) N a0 dx
ot ot 0x
donc 1“dxau(x+dx, 1) :Fdxau(x, 1)
ot ot

en négligeant le terme du second ordre en dx. En divi-
sant les deux relations par dx et en effectuant les déve-
loppements limités au premier ordre en dx, on obtient le
systeme d’équations aux dérivées partielles couplées en
ulx,t)eti(xt) :

Ou(x,t)  0i(x,1) 0i(x, 1) _ou(x,r)
TToxr Mo YTy o

On élimine i(x, ) entre ces deux équations en dérivant la
premiére par rapport a x et la seconde par rapporta ¢ :
o%u(x, 1) 9%i(x, 1) %i(x,r) _d%u(x,t)
bl = et — =
0x2 0x0t 0rox 0r?

En utilisant le théoreme de Schwartz, on en déduit

_qu(x, n_ 0%u(x, 1)
ox2 ar2
soit (EDA) Futx,n L Oun _
9x2 orr

C’est bien I’équation de d’Alembert avec 6_12 =AT.

< Exercices11.1,11.2.
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Chapitre 11 Ondes électromagnétiques dans le vide

Expliciter les solutions progressives et
stationnaires harmoniques de 'EDA.

344

Les deux familles les plus courantes de solution de I'EDA unidirec-
tionnelle sont :
¢ 'onde progressive

X
G(x, 1) = g(tJ_r Z)
¢ et en particulier 'onde progressive harmonique
G(x, ) = Acos(wt + kx + ) ou G(x, ) = Ae?e/@*k0)

en grandeur complexe, qui se propage a la célérité ¢
o l'onde stationnaire G(x, t) = f(x) - h(#) qui, si elle vérifie 'EDA est
nécessairement une onde stationnaire harmonique

G(x, 1) =Acos(wt+ @) cos(kx+)

Les ondes progressive et stationnaire harmoniques vérifient toutes
deux I'équation de dispersion w = kc et présentent la double pé-
riodicité, spatiale de longueur d’onde A et temporelle de période T,
associées respectivement a la pulsation w = ZT—“ et au vecteur d’onde
k== 27“ ii;. Léquation de dispersion entraine la relation A = ¢T. Il est
important de savoir établir rapidement toutes ces propriétés.

Exemple :

Létablissement de la relation de dispersion peut étre faite
« en grandeurs complexes pour 'onde progressive harmo-
nique :

{ Y - 4ik) - (+ibG = kG
(

1
= -k’G- < (-0)G=0
iw)-(iw)G=-w’G c

donc w? = k*c? et w = k¢

e en grandeurs réelles pour 'onde stationnaire harmo-
nique :

0x?
°G(x,0)

TG — _ k2 cos(wt + ) cos(kx + 1)
=58 = —w? cos(wt + @) cos(kx + )

1
donc — K*G(x, 1) + —ZwZG(x, Hn=0
c

donc w? = k*c? etw = kc

< Exercices11.3,11.4.
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Ondes électromagnétiques dans le vide Chapitre 11

Exploiter les conditions initiales et/ou
aux limites pour résoudre 'EDA.

La traduction des conditions initiales (connaissance de 1'état vibra-

toire a ¢ = 0 le long du systeme) et des conditions aux limites est

parfois plus difficile que la résolution de 'EDA elle-méme. Les deux

conditions aux limites les plus fréquentes sont :

e l'absence de vibration a une abscisse donnée imposant un nceud
de vibration ;

o l'application par un excitateur d'une vibration harmonique impo-
sée en un point d’abscisse donnée.

Lexistence de conditions aux limites conduit a chercher une solution

stationnaire harmonique, elles permettent de déterminer un ou plu-

sieurs des parametres :

o la pulsation si elle est imposée par I'excitateur ;

¢ la phase temporelle ¢ si elle est imposée par I'excitateur ;

« la phase spatiale y (on peut la fixer, le modulo est inutile) ;

o 'amplitude (qui conduit a des études de résonance) ;

» une relation de quantification (qui conduit a une étude spectrale).

Exemple :

Une corde de longueur L est fixée a ses deux extrémités. Ses
vibrations transversales de faible amplitude décrites par

y(x,t) sont régies par une EDA avec une célérité ¢ = \/E
ou T est la tension (homogeéne) de la corde et p sa masse

linéique. La solution stationnaire harmonique vérifie les
conditions aux limites :

Vi, Acos(wt+¢@)cos(0+y) =0
Vt, Acos(wt+@)cos(kL+w) =0

donc cosy = 0 et y = -2 parexemple, et cos(kL—3) =0
soitsin(kL) = 0. On en déduit kL = nn ol 7 est un entier na-
turel non nul, soit L = n% La corde présente donc n lobes
de vibration, les nceuds qui les délimitent sont distants de

%. Or » = kc donc w = “F et la fréquence est quantifiée

f = 3= = 5. Le spectre ne présente donc que des multiples

entiers de la fréquence fondamentale f; = 5+, ce qui est ca-
ractéristique des signaux périodiques du temps.

< Exercices11.5,11.6.
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Etablir PEDA électromagnétique dans le
vide, exprimer la solution OPPH PR.

346

Deux méthodes distinctes conduisent a I’expression et aux propriétés
de la solution Onde Plane Progressive Harmonique Polarisée Recti-
lignement (notée OPPH PR).

Premiere méthode. L'équation de propagation des ondes électro ma-
gnétiques (notées OEM) dans le vide utilise la propriété d’analyse vec-
torielle .

rotrot = grad div — A
et le thoreme de Schwartz. Dans le vide, p = 0 et j = 0. Les équations

de Maxwell s’écrivent donc

(M. Gauss) :divE=0 (M. Thomson) : divB =0
(M. Faraday) : rot E = —% (M. Ampére) : rot B = g po%

ot
oot B) _ E

rot rot E = rot [_%] _ _ 3ol
donc
ar — EoMoqe

— o o 0°E
donc grad divE — AE = —gglo=—
or?
. - 10 . 1
sOit AE— ——=0avecc=
c? 012 VEoHo

Léquation de d’Alembert vérifiée par B est identique. La solution
onde plane progressive selon x harmonique, polarisée rectilignement
selon y est

E= Eoiiycos(wt—kx+¢)

En injectant dans 'EDA, on obtient la relation de dispersion

o
0?=k*c* donc k= —
c

pour I'onde se propageant dans le sens croissant des x. On déduit de
I'équation de Maxwell-Faraday

B =Byii,cos(wt— kx+ @) avec Ey = cBy

Deuxiéme méthode. Si on cherche a priori une solution OPPH PR
sous la forme complexe

E — E’Oei(wt—k-OM) et B — E’Oei(wt—k-OM)

alors on peut écrire directement les équations de Maxwell en gran-
deurs complexes, avec les regles de dérivation suivantes :

-

aA - - - > —_— - -
T — WA, divA— —ik-AetrotA— —ikAA



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Ondes électromagnétiques dans le vide Chapitre 11

Par suite :

—ik-

le=1}

=0, —ik-B=0, —ikAE=—iwB, —ik AB=iweopok

[esl}

On obtient donc immédiatement que (12, E,B) forme un triedre direct

et on élimine B = k—:)g en utilisant la formule du double produit vecto-
riel :

jesl}

k2

4
[est}

A

—kA = —= = weglokE

d
|

2
) - -
donc k? = w?gg g = — et IEl = clIBl

Ces propriétés forment la structure de 'OPPH. Attention, elles ne
doivent en aucun cas étre généralisées a toute onde électromagné-
tique dans le vide. En particulier, une superposition de deux ondes
OPPH PR est solution de I'équation de d’Alembert, mais elle n’est
pas forcément plane, ni progressive, ni harmonique, ni polarisée rec-
tilignement. L'exercice 11.8 explore quelques-unes de ces superposi-
tions.

Exemple :

En grandeurs complexes, les notations K-OM et Eo peuvent
paraitre moins claires que kx et Eq i, en grandeurs réelles.
Il n'en est rien. Elles laissent au contraire le choix de la di-
rection et du sens de propagation de 'OPPH, celui de la
polarisation et de la phase de 'onde. e Si on baptise x I'axe
de propagation d'une onde, qu’'on l'oriente dans le sens de
propagation alors k = kiiy. 1l vient

%-OM = =kx

o o
ISII S

o Le champ électrique étant transversal, sil’'onde est polari-
sée rectilignement, on peut baptiser y I'axe de polarisation,
c’est-a-dire la direction constante du champ électrique, et
Eo = E,iiy. « Si on note E, 'amplitude réelle et ¢ la phase
du champ électrique, alors E, = Ege'?. On en déduit I'ex-
pression complexe

E — Eoez(wt—k-OM) — Eoet(wt—kx+(p) ﬁy

doncEM, 1) = %e(E) =Epcos(wt—kx+g)iiy,

< Exercices11.7,11.8.
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Chapitre 11 Ondes électromagnétiques dans le vide

Etudier 'aspect énergétique d’'une onde
électromagnétique dans le vide.

348

e Londe électromagnétique est susceptible de transporter de I'éner-
gie électromagnétique. Le vecteur densité de courant énergétique est
le vecteur de Poynting électromagnétique

EAB
Ho

M=

Danslevide, iln'y a aucun porteur de charge susceptible d’accumuler
de I'énergie sous forme électrocinétique

-

j-E=0

Londe électromagnétique fait donc varier I'énergie électromagné-
tique volumique

Léquation locale de poynting traduit le bilan local d’énergie électro-
magnétique :

0 .
—% =divII

Sa forme intégrale est déinie pour un volume 7 délimité par une sur-
face fermée X
dUep,

- :#1:[~6Ts>avchem:Ue+Um
dt s

o { Ue=[Ify EO;: dt
U = [l 5 dt

Exemple :

Pour 'OPPH PR décrite a la fiche précédente :

Eyil, cos(wt—kx) AByil, cos(wt — kx)
Ho

M=

- EyB
soit I = Mcosz(wt—kx)ilx
Ho
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Sa valeur moyenne dans le temps vaut

- E¢B
<fi>= 223,
2“0

Or Eg = cBy et ggjloc® = 1 donc

. EZ 1 - 1,
<IlI>= Uy = —€oCEqlly = —— By Uiy
2HoC 2 2Ho

L'énergie électromagnétique volumique vaut

2

1 1
Uom = EEQE(Z) cos® (Wi —kx) + = —2

e cos?(wf— kx)

SOit Uey, = eoEé cos®(wt — kx)

Onremarque qu’il y a équipartition de I'énergie volumique
entre composante électrique et composante magnétique.
Vérifions I'équation locale de Poynting.

ou
aetm = —2w¢goEj] sin(wt — kx) cos(wt — kx)
2 | gcB2cos?(wt - kx)
divIl = y 0
2 0
0z

div IT = 2keo cE2 sin(wt — kx) cos(wf — kx)

et la relation w = kc permet de valider la relation de Poyn-
ting.

— Exercices11.9,11.10,11.11,11.12,11.13,11.14.
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Identifier une onde polarisée Lorsque le champ électrique d'une onde électromagnétique est ex-

rectilignement. primé dans une base quelconque, il est important de disposer d’'une
méthode mathématique qui permette de déterminer si cette onde est,
ou non, polarisée rectilignement.
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350

On se place dans le cas particulier ol1 le vecteur d’onde est selon I'un
des axes de la base cartésienne :

-

k= +kii; ou * kiiy ou +kii,

Prenons par exemple k = kii, et considérons I'onde plane progressive
harmonique
E;=Ep cos(wt—kz+@y)
E= E,=Egycos(wt—kz+q¢,)
0

Ce champ électrique est transverse, orthogonal a la direction de pro-
pagation ii,. Elle est polarisée rectilignement si et seulement si sa
direction reste constante, donc si

@ — ¢, = nmn, n entier relatif

La direction de propagation est celle du champ électrique, s’il n’est
pasnul,at=0eten z=0.

Exemple :

Considérons les ondes suivantes

E, = Eqcos(wf - kz) Ex:Eocos(wt+ky+ %ﬂ)
E;=| Ey=2Egcos(wt—kz) Ep=| 0
0 EZ:Eocos(u)t+ky—%"]

La premieére onde se propage selon ki = kii,.Ona
Qr—Qy=0-0=0
donc elle est polarisée rectilignement selon

Eo
£,(0,0)=| 2E,
0

La deuxiéme se propage selon k= —kiiy.Ona

27 27 4mn
‘Px“Pf?‘(‘?):?#”“

donc elle n’est pas polarisée rectilignement.

< Exercices11.15,11.16.
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Faire I'analyse et la synthése d’'une onde
polarisée rectilignement.

La lame polarisante ou polariseur. est une fine lame de vecteur nor-

mal 71, d’axe # dans son plan. Notons 6 le vecteur de son plan tel que

(1, i, 0) forme un triedre orthogonal.

o Toute OPPH se propageant dans la direction de 7 polarisée rectili-
gnement selon # (axe transparent) traverse le polariseur sans atté-
nuation.

e
transmission

polariseur

o Toute OPPH se propageant dans la direction de 7 polarisée rectili-
gnement selon 6 (axe opaque) est arrétée par le polariseur.

polariseur

Le raisonnement est toujours basé sur un schéma explicatif qui fait
apparaitre clairement les axes de propagation, transparent et opaque,
et sur une décomposition des champs électriques sur ces axes.

a) Voici le protocole d’analyse expérimentale de polarisation recti-
ligne. On place le polariseur, appelé ici analyseur, en alignant 7i avec
l'axe ii, de propagation du faisceau de lumiéere qu'on veut analyser.
On le fait pivoter autour de cet axe. Si la lumieére est polarisée rectili-
gnement dans une direction x, alors il y aura extinction quand 6 = iiy,
et intensité lumineuse maximale lorsque ii = ii,. On retient que la
direction de polarisation est donc la perpendiculaire a # lors de I'ex-
tinction. Sil’onde n’est pas polarisée rectilignement, il n’y aura jamais
extinction.

b) Voici le protocole de production expérimentale d'une lumiéere po-
larisée rectilignement (en supposant la lampe quasi monochroma-
tique).
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condenseur lentille CV

lampe diaphragme Yolar]

Exemple :

Considérons un faisceau de lumiere se propageant dans

la direction de ii,, polarisée rectilignement selon un axe
cos«

p=| sina . On place un polariseur d’axe transparent
0

tl = il sur le trajet du faisceau.

polariseur

Le champ électrique de I'onde électromagnétique inci-
dente et celui de I'onde électromagnétique émergente
s’écrivent

Egcosa Egcosa
Eo =| Epsina cos(wt—kz)etE;=| 0 cos(wr—kz)
0 0
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Les intensités lumineuses correspondantes sont donc
., KE} .,  KEfcos’a
I=K<BE2>=—Letl =K<El>= —1——

2

doncI; =Iycos’a

C’est la loi de Malus.

< Exercices11.17,11.18,11.19.

Enonceés des exercices

Equation de d’Alembert pour la corde vibrante

Un trongon de corde horizontale [x,x + dx], dont la tension a une de ses extrémités
est Tg, de masse linéique |, est animée d'un mouvement transversal de faible am-
plitude selon y modélisé par y(x, ). On note T(x, t) la tension au point d’abscisse x
eta(x, 1) 'angle d’inclinaison de la corde par rapport a '’axe horizontal. On fera I'ap-
proximation des petits angles et on négligera le poids devant les forces de tension.

.
T (x+dx,t)

o(x+dn)

X x+dx

a) Justifier que a(x, 1) = %

b) Montrer que T(x, t) = Typ.

c) Etablir I'équation de d’Alembert vérifiée par y(x, 1) et préciser I'expression de ¢
en fonction de Ty et p.

d) Lalimentation électrique d’un train est assurée par le contact entre le cable ho-
rizontal appelé caténaire et un contacteur appelé pantographe qui souléve a son
passage le caténaire d'une trentaine de centimetres. La tension de la caténaire est
T =2,6-10% N, elle est en cuivre de masse volumique pc, = 8 900 kg~m_3 et sa
section est S = 150 mm?. On estime que la vitesse du TGV ne doit pas dépasser
97 % de la célérité ¢ des ondes de vibration transversale de la caténaire. Déter-
miner la vitesse correspondante, et expliquer le terme « mur de la caténaire ». Le
record de vitesse du TGV du 3 avril 2007 est v = 574,8 km-h ™1
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Equation de d’Alembert pour la vibration longitudinale dans un solide

Une tige solide selon x, de secion S, de masse volumique [, est modélisée par une
chaine d’oscillateurs mécaniques. Une masselotte de masse uSdx est a 'abscisse x
au repos et a 'abscisse x + u(x, t) au passage d'une onde de vibration longitudinale.
Elle est reliée aux deux masselottes voisines, d’abscisses au repos x — dx et x + dx,
par deux ressorts de longueur a vide dx et de raideur k = 5—?{ ou E est le module
d’Young du matériau. On négligera toutes les autres forces devant celles exercées par

les ressorts.

(k, dx) (dm) (k, dx)

- — -
u(x—dx,t) u(x,t)  u(x+dx,t)

a) Quelle estl'unité et a quelle grandeur le module d’Young est-il homogene ? Pour-
quoi le qualifie-t-on de module d’« élasticité » ?

b) Ecrirelaloi de la quantité de mouvement sur la masselotte centrale.

¢) Par un développement limité au second ordre, en déduire I'équation de d’Alem-
bert vérifiée par y(x, t) et préciser I'expression de c en fonction de E et .

Caractere harmonique de la solution stationnaire de 'EDA
On cherche une solution stationnaire sous la forme G(x, t) = f(x)h(¢) de 'EDA.

a) Montrer que 'EDA s’écrit sous la forme de 'égalité d'une fonction de x seul a une
fonction de ¢ seul et en déduire que ces deux quantités sont égales a une méme
constante.

b) En éliminant 'autre cas, montrer que le signe de cette constante est fixé et qu’on
peut mettre 'équation en f sous la forme

1) +k2fx) =0

¢) Finir la résolution et en déduire la forme générale de la solution.

Décomposition réciproque des solutions harmoniques progressive et sta-
tionnaire

On rappelle les relations trigonométriques
cos(a+b) =cosacosb—sinasinb et cos(p + g) + cos(p —q) =2cospcosq

a) Justifier qu'une solution stationnaire harmonique est la somme de deux solutions
progressives harmoniques de 'EDA.

b) Justifier qu'une solution progressive harmonique est la somme de deux solutions
stationnaires harmoniques de 'EDA.
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Corde de Melde

La corde de Melde est de longueur L, son extrémité en x = 0 est excitée par un vibreur
qui impose
(0, 1) =Ypcos(wi)

et son autre extrémité est fixe.

a) Déterminer le plus completement possible la solution stationnaire harmonique
de 'EDA.

b) Montrer qu'une résonance d’amplitude est observée pour certaines valeurs de la
pulsation w.

Timbre d’'un élastique pincé

On tend une corde de longueur L, de masse linéique p avec la tension Tg. Cette corde
est fixée entre ses deux extrémités O et A. On néglige les effets de la pesanteur. On
la “pince” en un point P d’abscisse xp = OP = ¢, c’est-a-dire qu’on écarte P de I'axe
horizontaljusqu’al’ordonnée yp( = h, les deux brins de corde PO et PA formant deux
segments droits, et onlache a r = 0.

a) Chercher une solution sous la forme d'une superposition d’ondes stationnaires
du type yn(x,t) = Yy sin(knx) cos(wy, ) olt n est un entier de quantification.

b) Le théoreme de Fourier permet de décomposer tout signal temporel périodique,
mais aussi toute fonction suffisamment réguliere de la variable d’espace x pério-
dique en somme de fonction sinusoidales. En particulier, la fonction suivante

fx)
17\

NI NS

peut s’exprimer sous la forme

=

o) ) X
flx)= n;lCn((x) sin (Znni)

ol Cy () est un coefficient réel fonction de I'entier n et du rapport cyclique a.
Pourquoi le timbre de la guitare change-t-il selon la position de 'ongle ou du mé-
diateur ?

Représentation graphique de TOPPH PR

Une onde électromagnétique plane progressive harmonique se propage dans le vide

avec le vecteur d’onde k = kiiy. On donne 'amplitude complexe du champ magné-

tique By = By ilz.

a) Donner I'expression complete des ondes de champ électrique E(x, 1) et magné-
tique B(x, #) en fonction des seuls parametres By, k et c.

b) Cette onde est-elle polarisée rectilignement ?

¢) Représenter en trois dimensions1'allure de la distribution des champs électriques
et magnétiques a ¢ = 0 sur 'axe (O, x).

d) Méme question a la date t; = 57.
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Superpositions d’ondes électromagnétiques

a) Pourquoila combinaison linéaire de solutions du type OPPH PR de I'EDA électro-
magnétique dans le vide est-elle solution de 'EDA ?

b) On superpose deux OPPH PR de méme amplitude Egiiy, de phase nulle et de vec-
teurs d'onde opposés *kiiy. Donner I'expression du champ électrique résultant
E(M, 1) et du champ magnétique résultant B(M, £). Caractériser cette onde. Les
champs magnétique et électrique s’annulent-ils aux mémes abscisses ?

¢) Lafonction périodique suivante

A F(u)

V=

a pour décomposition en séries de Fourier

F(u) = § Lcos 2 +1)~2n—u]
RE=NCPEE P T

En déduire qu'une onde électromagnétique rectangulaire d’ampitude Eg, de fré-
quence fondamentale f, se propageant selon iiy et polarisée rectilignement selon
ily estla superposition d OPPH PR.

d

=

On superpose deux OPPH PR d’amplitudes respectives Eq iy et Eqiiz, de phases
respectives 0 et 5 et de vecteurs d'onde égaux kiiy. Donner I'expression du
champ électrique résultant E(M, 7). Dans le plan x = 0, comment évolue le champ
électrique au cours du temps ? En déduire un qualificatif pour la polarisation de
cette onde.

Application numérique pour un faisceau laser

Un faisecau laser pratiquement cylindrique est assimilé sur sa section S = 1 mm?

a une OPPH se propageant dans le vide avec une longueur d’onde A = 532 nm. Sa
puissance moyenne est & = 50 W. Calculer les valeurs de la fréquence f, la période
T, la pulsation w, la norme du vecteur d’onde k, 'amplitude du champ électrique Eq
et celle du champ magnétique Bg. On donne gg = 8,854- 10712 F.m™!, ¢=3,00-10% m,
Ho =471-107' H-m™ L.

Ordre de grandeur du rayonnement solaire

La distance entre le Soleil et la Terre est de I'ordre de 150 millions de kilomeétres. La
puissance électromagnétique émise par le Soleil vaut 22 = 3,82- 1026 wetle rayonne-
ment est isotrope. Calculer I'ordre de grandeur de la valeur moyenne de la norme du
vecteur de Poynting solaire a la surface de la Terre et 1'énergie totale incidente sur le
globe terrestre. Le rayon de la Terre est Rt = 6,4-105 m.
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Vecteur de Poynting pour une OEM stationnaire

Une onde électromagnétique stationnaire dans le vide a pour champ électrique
E(z,1) =Eg ily cos(w 1) sin(kz)

a) Déterminer le champ magnétique (il n'y a pas de champ magnétique permanent).
b) En déduire le vecteur de Poynting I(z, £).

¢) Calculer sa valeur moyenne temporelle et conclure.

Modele photonique : utilisation de I1

Le quantum de lumieére est le photon, son énergie est donnée par la relation de
Planck-Einstein & = hf ot h =6,62-1073* J-s est la constante de Planck et f la fré-
quence de I'onde associée. Les photons se déplacent a la vitesse de la lumiere.

a) Une OPPH PR qui se propage dans le vide a pour champ électrique
E=E, tiy cos(wt — kx)

Donner I'expression du vecteur de Poynting moyen associé.

b) A travers une surface élémentaire dS = dSiiy, donner l'expression de la puis-
sance moyenne €électromagnétique véhiculée par 'onde. Pendant un intervalle
de temps dt, en déduire |'énergie moyenne d# qui traverse la surface.

¢) En déduire le nombre dN de photons qui travers la surface, puis le nombre ny de
photons par metre cube dans le faisceau de lumiere.

d) Calculer ng pour le laser décrit dans I'exercice 11.9.

Modéle photonique : utilisation de ,,,

Le quantum de lumieére est le photon, son énergie est donnée par la relation de
Planck-Einstein & = hf ol h est la constante de Planck et f la fréquence de I'onde
associée. Les photons se déplacent a la vitesse de la lumiere.

a) Une OPPH PR qui se propage dans le vide a pour champ électrique
E =B iy cos(ot — kx)

Donner I'expression des énergies volumiques moyennes électrique < u, >, ma-
gnétique < uy, > et totale < uesm >.

b) En déduire le nombre ng de photons par meétre cube dans le faisceau de lumiere.

Condition d’interférences

Deux OPPH polarisées rectilignement se propagent dans le vide selon iix. On donne,

en x =0, Eq (1) = Egiiy cos(w1 1) et Ea(f) = Egiiy cos(wp +0).

a) Calculer les valeurs moyennes des vecteurs de Poynting II; et Il associés a
chaque onde.

b) Calculer la valeur moyenne du vecteur de Poynting IT associé a I'onde résultante.

¢) Dans quel cas a-t-on < I S>#L ﬁl >4+ < ﬁ2 >?
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Ll Analyse de polarisation d’ondes électromagnétiques

Pour les deux ondes suivantes, déterminer le vecteur d’onde et le cas échéant la
direction de polarisation rectiligne.

Ex =Egcos(wt + kz) 0
E = Ey =Epsin(wt +kz) Ey = Ey:—Egcos(mt—kx+ %ﬂ)
0 E; =3Egsin(wt—kx+F)
Ll Analyse de transversalité et de propagation d’ondes électromagnétiques

a) Les ondes suivantes sont-elles transverses électriques ?

Egcos(wt—kx+2ky) 2Egcos(wt—kx+2ky)
By =| 2Bgcos(wt—kx+2ky)  Ep=| Egcos(wt—kx+2ky)
0 0

b) Les ondes suivantes admettent-elles un vecteur d’'onde ?

Egcos(wt—kz) 2Egcos(wt—ky)
Es=| 2Egsin(wt—kz) Eq=| Egcos(wt—kx)
0 0

c) Quelle est la particularité de 'onde suivante (et aussi de 'onde 1) ?

2Eg cos(wt — kx)
Es=| Egcos(wt—ky)
0

L Polarisation rectiligne

Un faisceau de lumiere se propage selon I'axe iiy horizontal. Lorsqu’on place un
analyseur d’axe ii, vertical devant le faisceau, I'éclairement s’annule a la sortie.

a) Justifier que le faisceau de lumiere est polarisé rectilignement.
b) Déterminer la direction de polarisation du faisceau.

c) Justifier que lorsqu’on place un analyseur d’axe iiy horizontal devant le faisceau,
I'intensité lumineuse ne change pas.

d) Par quel coefficient est multipliée l'intensité quand on interpose un analyseur
d’axe selon la bissectrice de (iiy, iiz) ?
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Polariseurs successifs

Devant un faisceau de lumiere naturelle se propageant selon iiy, d’'intensité Iy, on
place successivement un polariseur d’axe ii; = iiy a la sortie duquel I'intensité vaut
I = 170, un polariseur d’axe zip défini par (iiy, iip) = % a la sortie duquel l'intensité
vaut Ip, un polariseur d’axe #i3 défini par (ily, fi3) = —% ala sortie duquel I'intensité
vaut I3.

Donner en fonction de Iy les expressions des intensités I, I et I3. Que se passe-t-il
si on intervertit les positions du polariseur 2 et du polariseur 3 ?

Polarimeétre (résolution de probleme)

Une solution est optiquement active (c’est le cas de 'eau sucrée) si elle est trans-
parente a une onde électromagnétique plane progressive polarisée rectilignement,
mais si sa traversée s’accompagne d’'une rotation du plan de polarisation contenant
(k,E) d'un angle a proportionnel a la concentration c et a la longueur L de solution
traversée.

Proposer un dispositif permettant de mesurer a et donner l'intérét expérimental de
cette mesure.
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Du mal a démarrer

La loi de la quantité de mouvement appliquée au troncon

de corde donne, en faisant I"approximation des petits angles, les

relations des questions (b) et (c).

La force de rappel d’un ressort est +k(€ —£p). La longueur €

d’un ressort entre deux points A et B est xg — xp. Enfin, I'abscisse
d’une masselotte est X+ u(X, t) ot X est I’abscisse au repos de la

masselotte.

L’égalité de deux fonctions de deux variables indépendantes

entraine I’égalité de ces deux fonctions a une méme constante. On

éliminera I'un des cas en résolvant I’équation temporelle.

Cet exercice demande uniquement des compétences en tri-

gonométrie.

La relation de dispersion et les conditions aux limites en

x =0et x=L permettent de conclure.

On peut reconnaitre la forme de la corde entre x =0 et x=L.

L’utilisation de la relation de structure et de la relation de

dispersion suffisent pour déterminer complétement B.

(a) On utilise la linéarité de ’'EDA. (b) Une formule de trigo-

nométrie permet de transformer la somme de deux cosinus en un
produit. (c) Il faut exprimer u en fonction de t et x. (d) La somme

de deux ondes PR n’est pas PR.

C’est une application directe des formules du cours.

La puissance solaire se répartit sur une sphére. La Terre re-

cueille le flux solaire sur une surface équivalente a un disque.

0

L’onde étant stationnaire et pas progressive, on ne peut pas

utiliser la relation de structure pour calculer B, mais la loi de
Maxwell-Faraday.

On identifie I'énergie # a celle des dN photons.

On identifie 'énergie volumique au produit de ng par I'éner-

gie de chaque photon.

Exercice trés technique mais sans difficulté physique. Le

cceur du calcul est la détermination de la valeur moyenne du pro-
duit de deux cosinus, qu’on pourra linéariser. La valeur moyenne
d’un cosinus est nulle a condition qu’il dépende du temps.

On utilise la méthode du cours aprés avoir transformé le

sinus en cosinus.

(a) On pourra calculer k-E. (b) On pourra décomposer 'onde
en somme de deux OPPH dont on identifie les vecteurs d’onde res-
pectifs. (c) On pourra calculer div Es.

L’application directe du cours et celle de la loi de Malus per-

mettent de conclure.

L’exercice exploite la loi de Malus, il faut définir précisément,
aprés la traversée de chaque polariseur, Pamplitude du champ
électrique, sa direction de polarisation et I'ntensité lumineuse.

La mesure de « doit étre faite par différence entre deux si-

tuations d’extinction.

Corrigés des exercices

a) La pente de la tangente a une courbe est égale a sa dé-
rivée par rapport a x, mais aussi égale a la tangente de
I'angle d’inclinaison. En utilisant 'approximation des pe-

tits angles
0y(x, 1)

a(x, ) =tana(x, ) =
0x

b) Laloi de la quantité de mouvement appliquée au trongon

de corde donne

wdxd =T(x, ) +T(x+dx, 1)

0
soit pdx azy(x,t) =
0r?

—T(x,t)cosa(x, 1) T(x+dx,t)cosa(x+dx,t)
—T(x, t)sina(x, 1) T(x+dx, t)sina(x+dx, 1)

360

En faisant 'approximation des petits angles, on en déduit
le systéme

2
dx YD _ 1 patx, )+ T(x + dx, Ha(x + dx, )

{ 0=-T(x,+T(x+dx,1)
or?
la premiere égalité s’écrit

oT(x,1)

=0doncT(x, 1) =Ty
0x

¢) En injectant cette relation dans la seconde équation, il

vient
0%y(x, 1) _alx+dx, ) —alx, 1)
oz ° dx

02y (x, 1) () _1, 3%y(x, 1)

soltp—y 2 0% ox2
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d)

a)

b)

On obtient donc 'EDA

0%y(x, 1) _ﬁazy(x, 1)
0x? To 0t

T
=0doncc=q/-2
v

La masse linéique de la caténaire est

d Sd¢
U o :p(;uS:l,'E»4kg~m_1

R T T)

On en déduit la célérité

26 000 -1
c= =139m-s
1,34

Lavitesse du TGV ne doit pas dépasser

97
~ x139=135m-s ! =486 km-h~!
100

Silavitesse du TGV dépasse cette valeur, les ondes de vibra-
tion créées par le soulevement de la caténaire ne peuvent
plus s’éloigner du train, et comme pour le mur du son, leur
énergie s’accumule, 'amplitude des déformations de la ca-
ténaire augmente, elle peut se briser, ou le contact élec-
trique avec la caténaire peut étre rompu. Le record n’a pu
étre obtenu qu’en augmentant la tension de la caténaire
sur la ligne ot a été fait le test.

La constante de raideur est en N-m~1 donc

N-m~'-m 2
—————=Nm “=Pa

[E] =~

E estdonc homogene a une pression et est lié aux déforma-
tion du matériau comme un ressort, ou un élastique.

La masselotte centrale est soumise aux forces de rappel ﬁg
et F; des ressorts de gauche et de droite.

Fg=—k[(x+u(x,0) - (x—dx+ulx—dx, 1) —dx] iix

Fg = k[—u(x,0) + u(x—dx, )] iix
By =kl(x+dx+ulx+dx, 1) — (x+ u(x, 1) — dx) iy
Fy=klu(x+dx, t) - ulx, 1) iy

La loi de la quantité de mouvement appliquée a la masse-
lotte centrale s’écrit donc, en projection sur x :

% u(x, 1) _ES

uSdx 32 P [u(x+dx, t)+u(x—dx, t) —2u(x, t)]

)

a)

b

=

c)

Ondes électromagnétiques dans le vide Chapitre 11

On utilise la formule de Taylor pour donner les développe-
ments limités au second ordre :

ou(x,r) 0%u(x, 1) dx®
dx+ —

ulx+dx, t) = ulx, )+ ox o2 5

du(x, 1) )+ % u(x, ) (—dx)?
ox ox? 2
On remplace et on simplifie :

u(x—dx, t) = u(x, 1)+

qu(x, N E azu(x, 1)

2
uSdx 52 I a2 (dx)
62 2
soit ux,n  po“ulx, 1 o
ox2 E 0f2

qui est bien I'EDA avec ¢ = 5
Ona

62G(x. t) el 62G(x, t) _ "

TonZ =f"(x)g(1) et o2 =fx)g (1)

donc I'équation de d’Alembert s’écrit
1
g - = fog'm=0

f”(x) - 1 g”(t)
fo ¢ g

Légalité entre ces deux fonctions de deux variables indé-
pendantes entraine qu’elles sont toutes deux égales a une
meéme constante.

soit

Supposons que cette constante soit positive et notons-la
k2. On obtient a droite

g (1) — k??g(1) = 0 donc g(r) = Ae k¢! 4 Beke?

B est nécessairement nul car le terme eX¢’ tend vers I'in-
fini quand ¢ — +oo, ce qui nécessiterait une énergie infinie.
Mais alors g(#) tendrait vers zéro, or aucun processus ne
dissipe I'énergie de ce systeme. On rejette donc ce cas. La
constante est donc négative et on la note —k2, d’ot1 I'équa-
tion en f(x).

Cette équation est du type oscillateur harmonique donc
f(x) =Acos(kx+ W)
Léquation en g(#) s’écrit
g+ kzczg(t) =0donc g(t) =Bcos(wt+¢)

avec o = kc. La solution stationnaire est bien doublement
harmonique, en x eten z. En fusionnant A et B en une seule
constante :

G(x, 1) = Gg cos(kx + W) cos(wt + @)
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a) Onremarque que

Acos(wt+ ) cos(kx+y) =

A A
Ecos(mt+kx+cp+q1)+ Ecos(mt—kxﬂp—q;)

c’est-a-dire que la solution stationnaire est la superposi-
tion de deux ondes progressives de méme amplitude se dé-
placant dans deux sens opposés.

b) De méme
Acos(wt—kx+¢) =

Acos(wt+ ) cos(kx) +Asin(wt + @) sin(kx) =
B B
Acos(wt+ ) cos(kx) +Acos (wt+cp— 5] cos(kx— 5)

qui est bien la superposition de deux ondes stationnaires.

a) On cherche une solution stationnaire sous la forme
y(x, 1) =Acos(wt + @) cos(kx+ )

11y a donc 4 inconnues : A, @, k et . La relation de dis-
persion impose k = % La condition aux limites en x = L
impose

Vt, Acos(wt + ) cos(kL+y) =0 donc cos(kL+y) =0

donc kL+y = % par exemple, donc y = 5 — kL. On en dé-
duit que
cos(kx+y) = —sin(k(x—L))

La condition aux limites en x = 0 impose
Vt, Yo cos(w?) = Asin(kL) cos(wt + )
Par identification :
@ =0etYy=Asin(kL)

et si sin(kL) # 0, alors

Az Y0
- sin(kL)
En conclusion :
(x, 1) = Yo cos(wt)sin(k(x—L))
YD = Gnkn)

b) Si kL = nm, n entier naturel ni nul, I'amplitude tend vers
I'infini, il y a résonance d’amplitude des vibrations (dans
ce cas, les hypothéses qui ont présidé a I'établissement de
I'EDA ne sont plus vérifiées). Ceci correspond aux pulsa-
tion spropres de la corde fixée a ses deux extrémités :

e

w=n—
L
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=

=

=

a) On reconnait ici la solution stationnaire de 'équation de

d’Alembert pour une corde fixée a ses deux extrémités avec
la relation de quantification

kn:n%

A
L—nz donc{ wnzknc=n%

La solution harmonique d’ordre n est donc
(x, 1) =Y sin(nnfj cos(nnc—t
J’n ’ —+in L L

Léquation de d’Alembert est linéaire, toute superposition
de solutions est donc elle-méme solution, donc

(o]
y(x, 1) = ,Z’lYn sin(nn%) cos (nn%t)

convient pour toute suite de réels (Yy,).

La restriction de la fonction périodique f(x) a x € [0,L]
donne la forme exacte de la corde a t = 0, avec a = | et
au facteur multiplicatif & pres. En identifiant :

y(x,0)=h-f(x)

. X . X x (AU X
soit Vx ,nX::lYn sm(nni) = ngl hC,, (E) sin (ZTmi)
On en déduit 'amplitude de la n-ieme harmonique

0

ce qui permet de construire le spectre du son que va
émettre la corde en vibration. Ce spectre détermine le
timbre du son. Le timbre dépend donc de ¢, c’est-a-dire de
la position o1 le musicien pince la corde de sa guitare.

La relation de dispersion donne w = kc. La phase du
champ magnétique est nulle donc

B=Bg figelket=kx) ot By, p) = Boiiz cos (kct — kx)
La relation de structure permet d’écrire
E(x, 1) = cBoily cos(kct - kx)

La direction du champ électrique est constante donc
I'onde est polarisée rectilignement.
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c) Aladate t =0, les champs s'écrivent

{ E(x,0) = cBp iiy cos (kx)
B(x,0) = Boiiz cos (kx)

Lextrémité des vecteurs E sont donc disposés sur une cosi-
nusoide dans le plan (x, y) et ceux des vecteurs B de méme
dans le plan (x,z). Ils prennent leurs valeurs extrémales
et nulles pour les mémes abscisses ; leur période spatiale
commune est la longueur d’'onde A = 27" Voici I'allure des
cartesde champat=0 :

d) Aladate ] = 5 :

E(x, 1) = cBp iy cos (5 — kx) = cBy iy sin (kx)
B(x, t1) = Bo iz cos (% — kx) =Bgiiz sin (kx)

11 suffit donc de décaler la position des axes :

a) Les équations de Maxwell et I'équation de d’Alembert
sont linéaires ; toute combinaison linéaire de solutions de
I'EDA est donc elle-méme solution.

b) Le champ électrique résultant est
E(x, 1) =Eg tly cos(kct — kx) +Eq ily cos(kct + kx)

(kct — kx) + (kct + kx)
2
(kct — kx) — (kct + kx)
cos 5

E(x, ) = 2Eg ily cos

E(x, 1) = 2Eq iy cos(kct) cos(kx)

C’est une onde stationnaire pour le champ électrique. Le
champ magnétique est la somme des deux champs qu’on

Ondes électromagnétiques dans le vide Chapitre 11

obtient parlarelation de structure, en prenant garde au fait
que les vecteurs d’onde sont opposés :

B(x, t) = By iz cos(kct — kx) — By iiz cos(kct + kx)

(kct—kx) + (kct + kx)
2
. (kct—kx)—(kct + kx)
sin
2
B(x, 1) = 2B @iz sin(kc?) sin (kx)

B(x, 1) = —2By il sin

C’est une onde stationnaire pour le champ magnétique
aussi. En revanche, les nceuds du champ électrique et ceux
du champ magnétiques sont décalés de %.

¢) Londe considérée est de fréquence fondamentale f. Sa pé-
riode estdonc T = % Elle peut donc s’écrire

F(x, 1) =BoityF 1 - %]

En utilisant la décomposition donnée, on a donc

= _ X 4Ep X
E(x,t)—g07(2p+1)nuycos[(2p+1)2nf(t C)]

qui est bien la superposition d OPPH PR.

d) Le champ électrique s’écrit
0 0
E(x,0) =| Egcos(wt—kx) +| 0
0 Egcos(wt—kx+ %)
0

soitE(x, 1) = | Egcos(wt—kx)
—Egpsin(wt — kx)

Le champ électrique a une norme

IEGx, 01l = \/E2 cos? (o1 - kx) + EZ sin? (o — kx) = Eg
etdansle plan x=0

0
Egcos(wt)
—Egsin(w?)

E@©,1 =

Lextrémité du vecteur E a donc un mouvement circulaire
uniforme, a la vitesse angulaire w, on parle donc de polari-
sation circulaire.

La valeur moyenne de la norme du vecteur de Poyn-

tingest <II>= 2 =5,0-10’ W-m™2.

s =
2
eoCcE
<IMl>= 9 donc
2<II>
Eg = =137kv-m~!
gpC
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Eo
c

=4,57-107* T.OnaAg = < donc

Enfin By = =%

f==56410" Hz
0

w=2nf=3,54-10" rad-s ™!

etk=2=1,18-10" rad-m~!
C

La puissance émise par le Soleil se dilue sur une sur-
face sphérique de rayon r =1,5-10'! m donc

P
<M>=—— =1350 W-m 2
amr?

Le globe terrestre recoit le rayonnement équivalent du
disque de rayon Rt sous lequel on verrait la Terre depuis
le Soleil, donc

=<II>-mR% =1,74-107 W
T

a) Par application de I'équation de Maxwell-Faraday :

—_—

0B .
rot E = —— soit
or

0
A| Egcos(wi)sin(kz)
0

|
Rloglegle

0
soit T kEg iy cos(wt) cos(kz)

- kE
doncB= =2 liy sin(wt) cos(kz)
w
.= Eo_
soit B = — iy sin(w ) cos(kz)

b) On en déduit

Ho
et en utilisant la relation sin(2a) = 2sinacosa :
E2
0 - . .
I(z, 1) = — Uiz sin(2wt)sin(2kz)
4ppc

c) Ona <sin(2wf) >= 0 donc la valeur moyenne temporelle
du vecteur de Poynting est nulle : 'onde stationnaire ne
transporte pas d’énergie électromagnétique. On vérifie ici
qu’elle est équivalente a deux ondes de méme amplitude
se propageant dans deux sens opposés (voir exercice 11.8,
question (b)).
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a) Larelation de structure entraine

kiix AE _ Eg

B= = —cos(wt—kx)iig
) c
On en déduit

. EAB

Mn=—-= eocEg cosZ (ot — kx) iy
Ho

- €ocE2 .

donc <II>= iy

Par définition
<dP >=<TI>-dSiiy

aw ech(z)dS
Soit — = ————

dt ~ 2
eocE2dS
donc dW = OTO

Les photons qui frappent la surface pendant dt sont ceux
situés a une distance inférieure ou égale a cdt, ils sont
donc situés dans un cylindre de base dS et de hauteur cdt ;
ilyen adonc dN = nodScdt. Leur énergie est

dw =dN-hf
Par identification :

aocE%dS 4 dSedi-hid 80]5%
_ l’ = t . e
5 npdSc f donc ng 2hf

Lapplication numérique donne

no=2,23-10"" m=3

D’apres le cours

€ o2 1 9 2
u = —FE“+—B“=¢gE
em =", 210 0

La valeur moyenne d'un cosinus carré vaut % donc
€0
< Uem >= ?E(Z)

Il'y a ng photons par metre cube donc
<Uem >=nohf

Par identification :
2

€02 0
—Ei=nghfd =—
5 0 = "o onc np th
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a) Lesvecteurs d’onde sont
7 - w - 7 - w -
ki1 =kytiy = —lux et ko = kopily = —zux
c c
On en déduit
- . X
Ej(x, 1) =Equy cos [ml (t— —)]
c

Eg(x, t) = Eoﬁy cos [(1)2 (t— %J +e]

On en déduit les champs magnétiques en utilisant la rela-
tion de structure

Bi(x,0) = ETOﬂZCOS [ml (t— %”

Bo(x, 1) = E—Coﬂzcos [wg(t— }—CC)+9]

et les vecteurs de Poynting en utilisant la définition :

fi, = E% " 2 X
l—ﬁuxcos [(1)1([—;”

Eg ~ 2 X
gzwuxcos [wg(t—z)ﬂﬂ]

On en déduit les valeurs moyennes

)

E2
<Ilj >=<IIp >= 0
2upc

lix
b) Pour alléger les notations, posons
X X
o] =] (t— —) et oy =w2(t— —)+9
c c
Londe résultante a pour champs
E=E; +Ey =E, ily [cosa +cosap]
Lo By
B=Bj +By = —1iz[cosaj +cosan]
c

On en déduit

2
=2 liy [cosay +(:oscx2]2
MocC

E2
= —Oﬁx [coszoq +cosz(x2 +2c0sa] cosay
Hoc
. EX 111
donc <II>= —1iy | = + = +2 < cosxj cosay >
MocC 2 2

2 2
soit <M >= % Uy +2- 90 Ty < COSQ] COSQp >
Hoc Hoc

Ondes électromagnétiques dans le vide Chapitre 11

c) La différence vaut

. ~ . E2
<M>—(<M; >+<2>) =2—2 7, < cosay cosa >
HoC

Explicitons la valeur moyenne :
1 1
€OSQ] COSQp = 2 cos(ay +a2) + 2 cos(ag —a2)
et en développant les expressions :

cos(a] +a2) = cos [(wl +w2) (t— %) +9]

cos(op —a2) = cos [(wl - w2) (t— g) —6]

Le premier cosinus est une fonction du temps, sa valeur
moyenne est nulle. Si 0] # wy, il en est de méme pour le
second et

<M>=<Il) >+<Ip>

Mais si w1 = w2, alors le second cosinus est une constante
et il est égal a sa valeur moyenne. On en déduit que

. . . E3
<T>=<Ii; >+ <y > +—2 cosBiix
Moc

La premiere onde se propage selon k1 = —kiiz. On transforme
la composante selon y :

b1
Ey =Egsin(w?+kz) =Eocos(u)t+kz— E)

On a donc -

Px =Py = Py
donc I'onde n’est pas polarisée rectilignement. La deuxieme
se propage selon k3 = kiiy. On transforme la composante se-
lonz :

E; :3Egsin(wt—kx+ g) :3E0cos(wt—kx+ g —g)

T
soit E; :SEocos(u)t—kx— §)

Ona
Co.= 2 (_E) o
Py =Pz = 3 3)°
donc I'onde est polarisée rectilignement selon

m S

Eo
2

3By
2

E2(0,0) =

w,
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a) Le vecteur de l'onde 1 s'obtient en identifiant

k
—(kx-2ky) = —%1 -OM donc 7c1 =| -2k
0

On calcule le produit scalaire
k1 -Ey = —3kEq cos(wt — kx+2ky) #0

doncl’onde 1 n'est pas transverse électrique. Le vecteur de
I'onde 2 s’obtient en identifiant

k
—(kx-2ky) = —752 -OM donc Eg =| -2k
0
On calcule le produit scalaire
7(?’2 . I::g =0
doncl'onde 2 est transverse électrique.
b) Posons
Egcos(wi)
Eoo(f) =| 2Egsin(wi)
0
On remarque que
k
wt—kz :w(t— —z) :w(t— E)
) c

On peut donc écrire

- - z

E3(z,1) =Epg (l‘— —)

c
et en posant k= ki :
. . k-OM

EsM, 1) =Bz [t = ——
c

donc k est le vecteur de 'onde 3. Londe 4 est la superposi-
tion de deux OPPH PR :

2Egcos(wt—ky) 0
Es=| O +| Egcos(wf—kx)
0 0

de vecteurs d’onde distincts kiiy et kiiy donc elle n'admet
pas de vecteur d'onde.

c) Onremarque que

2Eg cos(wt — kx)
Egcos(wt—ky)

ax

R

3 Jo
0z

div E = 2Egksin(wf — kx) + Eg ksin(wf—ky) #0

donc p #0, on n’est donc pas dans le vide.

div Es =
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a) Sile faisceau n'était pas polarisé rectilignement, E aurait
des composantes non nulles dans diverses directions non
colinéaires, et une au moins ne serait pas éteinte par l'ana-
lyseur placé dans une direction donnée, il n'y aurait donc
pas extinction.

b) D’apreéslaloide Malus, il y a extinction (cos? a = 0) lorsque
I'axe de I'analyseur est perpendiculaire (o« = +3) ala direc-

tion de polarisation, donc le faisceau est polarisé selon iiy.

=

c) Laxe de I'analyseur iiy est confondu avec la direction de
polarisation (a = 0), 'analyseur est donc transparent pour
le faisceau et I'intensité ne change pas d’apres la loi de Ma-
lus (cos? a = 1).

d) a=7 doncl’ =Icos?a = %I.

I = 170 est donné par I'énoncé. D’apres la loi de Malus

Lalumiere émergente du deuxiéme polariseur est polarisée se-
lon i#ip. Pour appliquer a nouveau la loi de Malus, il faut donc
bien penser a considérer 'angle entre iiy et ii3 :

Ip 25m Ip 3
I3 = Iy cos® (@i, ii3) = — -cos® — = 2.2
3T (112, ti3) 8 6 4

soit I3 = 33%0 Si on place 3 immédiatement apres 2, les axes
du 1 et du 3 étant orthogonaus, il y a extinction complete, qui
perdure apres le polariseur 2. L'ordre des polariseurs est donc
important.

On commence par préparer un faisceau de lumiere polari-
sée rectilignement selon la méthode décrite dans le cours. On
place en sortie un polariseur dans I'axe de propagation.

« Lorsque la cuve est vide, on tourne le polariseur jusqu’a ob-
server 'extinction. On définit ainsi la direction de référence
.

+ Onremplit la cuve avec la solution optiquement active. On
mesure 'angle o dont il faut tourner le polariseur, depuis la
direction iy, pour retrouver I'extinction.

La polarimétrie est un procédé physique de mesure de

concentration, sans réaction chimique, comme la conducti-

métrie et la colorimétrie.
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CHAPITRE 1 2

Phénomeénes de propagation
linéaires : absorption, dispersion,
émission

Theémes abordés dans les exercices

LR R R R R IR VIR < IRV IR - SRV R R I R IRV R o

Solution pseudo-OPPH.

Relation de dispersion.

Milieu dispersif, propagation, atténuation, amplification.
Vitesse de phase, vitesse de groupe.

Paquet d’ondes.

Plasma, conductivité complexe.

Onde évanescente.

Pulsation de coupure.

Propagation d'une OEM dans un conducteur ohmique.
Effet de peau.

Réflexion-transmission d’'une OEM sur un conducteur parfait.
Réflexion et transmission d'une onde électromagnétique.
Cavité a une dimension.

Mode d’onde stationnaire.

Dipéle oscillant.

Onde rayonnée.

Indicatrice de rayonnement.

Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

LR R I R I R

Etablir et exploiter une équation de dispersion.

Calculer et interpréter les vitesses de phase et de groupe.

Connaitre le modéle du plasma et étudier les OEM dans ce milieu.

Etablir et résoudre I'équation de diffusion dans un milieu conducteur ohmique.
Utiliser les relations de passage pour calculer 'onde électromagnétique réfléchie.
Etudier les ondes en présence de conducteurs parfaits.

Etudier 'onde rayonnée par un dipéle oscillant.
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Les méthodes a retenir

Etablir et exploiter une équation de
dispersion.

368

Léquation de d’Alembert (EDA) est un exemple simple d’équation li-
néaire aux dérivées partielles vérifiée par une grandeur G fonction de
I'espace et du temps

AGOM, 1) - RS 0
et ez

ou dans le cas unidirectionnel

PG, 1) 1 8GH1 _
0x2 2 arr

Elle admet une famille de solutions naturelles, les ondes planes pro-
gressives harmoniques (OPPH) dont la forme complexe est

GM, 1) = G, e/ @-F-OM

~ ’ My

ou dans le cas unidirectionnel sur I'axe x (par exemple)
Gx, 1) = G,

Dans ce chapitre, on étudie les équations aux dérivées partielles li-
néaires comportant d’autres termes dérivés que 'EDA

NG 197G G G D
L 5G(x, ) =0
o2 @ o PTay YT TOGWD

dont on cherche la famille des solutions du type pseudo-Onde Plane
Progressive Harmonique

G(M, 1) = G,e' " FOM
ou dans le cas unidirectionnel
Glx, 1) =G, ™EY

en tout point identiques aux OPPH, a ceci prés que k est un nombre
complexe.
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Phénomeénes de propagation linéaires : absorption, dispersion, émission Chapitre 12

On peut résumer les études de phénomenes dispersifs a la démarche
suivante.

a)

b)

c)

d)

e)

On établit I'équation aux dérivées partielles (EDP) vérifiée par
G en appliquant les lois habituelles du domaine de la physique
concerné ; souvent, on est amené a travailler par éléments dif-
férentiels, sur une tranche élémentaire spatiale [x, x + dx] et/ou
pendant une durée infinitésimale [¢, t + d ] et a faire des dévelop-
pements limités a I'ordre 1 ou 2.

On injecte la solution pseudo-OPPH complexe dans I'EDP avec
I'équivalence habituelle

opérateur de dérivation | formalisme complexe
a_? in-G
e ~ik-G
grad G -ikG
div G -ik-G
ot G —ikAG

La linéarité de 'EDP entraine que k vérifie une équation algé-
brique du second degré a coefficients réels ou complexes : c’est
I'équation de dispersion.

La résolution de cette équation donne la ou les valeurs possibles
de k.

On réinjecte ces solutions dans l'expression complexe de la
pseudo-OPPH G(M, 1), on en déduit sa partie réelle G(M, f) et on
interprete les phénomenes observés.

On identifie les parties réelle et imaginaire de k :

et

k=k+ik"
pour la pseudo-OPPH unidirectionnelle

— i(wt—(k'+ik")x)
G(x, 1) =Gje

on doit retenir les regles de propagation et d’atténuation :

si k' > 0 1'onde se propage dans le sens croissant des x ;

si k' = 01'onde ne se propage pas, elle est stationnaire ;

si k' < 01'onde se propage dans le sens décroissant des x ;

si k' et k" sont de signes opposés, I'onde se propage en s'atténuant ;
si k" et k" sont de méme signe, I'onde se propage en s’amplifiant ;
o= |k_1’\ est la distance caractéristique d’amortissement ou d’ampli-
fication.
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Exemple :

Un trongon élémentaire de ligne bifilaire électrique de lon-
gueur dx est modélisé par le schéma suivant :

A dx
i(x,1) NN i(x+dx,t)
[t p dx ——
T u(x,t) I dx —— | u(x+dx,t)

p est la résistance linéique, A I'inductance linéique et I la
capacité linéique de la ligne. (a) La loi des nceuds et la loi
des mailles donnent

{ u(x, t) =pdxi(x, 1)+ Adxa’%” +u(x+dx,t)
i(x, ) =Tdx20 a8 o4 j(x + dx, 1)

ux+dx,)—ux,t _ _ _ A Qi(x0)
donc 4 ar =—pilx, 1) - A=;
i(x+dx,t)—-i(x,1) _ T ou(x+dx,1)
dx - ot

En effectuant le développement limité au premier ordre,
on en déduit

3 =
ai()?fn -_T du(x,t
- ot

{ WD = —pj(x, 1) — A 2L
0x

En dérivant la premiere équation par rapport a x, la se-
conde par rapport a ¢ et en utilisant le théoreme de
Schwartz, on en déduit 'EDP vérifiée par u(x, f) :

2 2
0“u(x, ) —Al"a u(x, t) B ou(x,r) _

0
ox? o P or

(b) On cherche une solution pseudo-OPPH
u(x, = goei(wt—l_cx)
En injectant dans 'EDP, on obtient
(—ik)(—iku(x,t) - AT(({w) (o) ulx, 1) —pI'iw)ulx, 1) =0
soit k* = AT (wz - i%w)

—_1 (> AlAritd ’ - .
(c) En posant ¢ = Ny (c’est la célérité de I'onde électrique

enl'absence de résistance) et w, = % pulsation de coupure,
on obtient donc I'équation de dispersion :
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Phénomeénes de propagation linéaires : absorption, dispersion, émission Chapitre 12

(d) La recherche de la racine carrée complexe du terme de

droite ne pose pas de difficulté particuliere, et on peut véri-

fier que celle de partie réelle k' positive posséde une partie

imaginaire k" négative, et réciproquement ; I'onde se pro-

page donc toujours de fagon amortie. Si w < w, alors
LW W x

k=i = e’z
c c

2
OWe iz 0o . (0w
donc k = +/ Zce = 62 Fiyf 62
- c 2c 2c

Si w > w, alors

2

I_czz%doncl_c:i

SEES

(e) On remarque donc qu’en dessous et au voisinage de la
pulsation de coupure, on a une propagation atténuée, ce
qui est normal car la résistance dissipe I'énergie de I'onde
et qu’a tres haute fréquence 1'onde se propage sans atté-
nuation.

> Exercices12.1,12.2,12.3,12.4,12.5, 12.6.

Calculer et interpréter les vitesses de
phase et de groupe.

Londe G(x, t) du type OPPH de vecteur d’'onde k=K i, ou pseudo-
OPPH de vecteur d’onde kil = (k' + ik")#l, n'a pas de réalité phy-
sique : elle ne peut exister toujours (V) et partout (Vx). C’est pour-
quoi on définit le paquet d’ondes dont les représentations temporelle
a une abscisse x ou spatiale a une date ¢ sont les suivantes :

fe(8) =F (1) -cos(wt— k' x+ )

Gl = fi(0) = hy (1) avec { hy(x) = A6 (x) - cos(wt — k'x + @)

Adoptons le point de vue temporel. Londe a I'abscisse x ala forme du

produit

e d’une enveloppe = %, () de durée 5¢ ot on distingue le début et la
fin du paquet d’ondes ;

o et d'une porteuse cos(wt — k'x + ¢) de longueur d’'onde A = Zk—’,‘

M) AF. (1)

ot

paquet d’ondes — enveloppe X porteuse
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Les propriétés suivantes sont admises et forment la base des réponses
aux questions sur la propagation d'un paquet d’ondes.

a) Lalargeur spectrale dw et la durée 6 du paquet d’'ondes vérfient
dw-0t=2m

b) La porteuse se déplace a la vitesse de phase
o)
Vp = F
c) Lenveloppe se déplace a la vitesse de groupe

dw

Y= g

d

=

Un milieu est dispersif sila vitesse de phase et sa vitesse de groupe
dépendent de la pulsation w.

e) Lorsque le paquet d’ondes se propage dans un milieu dispersif, on
observe I'étalement du paquet d’ondes : I'enveloppe s’élargit et
son amplitude diminue.

(1) (r)

Le calcul de la vitesse de groupe et de la vitesse de phase sont les ques-
tions techniques classiques de la fin des problémes de concours sur
la dispersion. Il est d'usage de les exprimer en fonction de w et on
utilise souvent les relations

o 1 _do 1
UtP—F—EetUg—%—E
o) do

Exemple :

Dans l'exemple précédent de la ligne électrique avec
pertes résistives, nous avons montré que si w > w,, alors
pour I'onde qui se propage dans le sens croissant des x

=2k
c
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On en déduit
Vo=UVg=cC

Si w <« w,, alors pour 'onde qui se propage dans le sens
croissant des x

W,

k=K +ik" aveck'=-k" = 5
c

On en déduit

1 [0 1 9 [0
U‘P_E_C —etetvg—E— Cy] —
) We d We

/
w

< Exercices 12.7,12.8,12.9.

Connaitre le modele du plasma et
étudier les OEM dans ce milieu.

Le plasma forme un autre exemple de milieu apres le milieu conduc-

teur ohmique et le vide. Les hypotheéses sont les suivantes.

o Le plasma est neutre p = 0.

o Le courant est assuré par le déplacement des charges libres, ions et
électrons ; si on néglige le courant ionique devant le courant élec-
tronique alors

fz no(—e)v

ol ng est le nombre d’électrons libres par metre cube et v leur vi-
tesse moyenne.

e Le milieu est dilué donc on peut négliger la force de frottement de-
vant la force électrique.

e Les électrons sont non relativistes donc on peut négliger la com-
posante magnétique de la force de Lorentz devant la composante
électrique.

¢ On néglige le poids devant la force électrique.

Ces hypotheses conduisent a la relation en grandeurs complexes

y est la conductivité complexe du plasma, e la charge élémentaire et
m, la masse de I’électron.
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Lintroduction de cette relation dans les équations de d’Alembert en
grandeurs complexes donne la relation de dispersion

nge?

P avec wp =
€0 M,
wp est la pulsation plasma.
e Siw > wp, il y a propagation sans atténuation.
¢ Siw < wp, il n'y a pas propagation, mais une onde stationnaire spa-
tialement amortie appelée onde évanescente.

Exemple :

Lionosphere est un bon exemple de plasma. La densité
électronique est del'ordre de ny = 10'? électrons par metre
cube. La pulsation plasma est donc de I'ordre de

wp

wp =5,6-10" rad-s™! donc fr= o =9,0 MHz
7T

Les « grandes ondes » radio, de fréquence de I'ordre de la
centaine de kilohertz, ne peuvent donc pas franchir I'iono-
sphere, elles se réfléchissent sur sa face inférieure, ce qui
assure un transport de ces ondes sur des distances tres im-
portantes sur le globe terrestre et permet d’atteindre des
navires en haute mer.

< Exercices 12.10,12.11.

Etablir et résoudre I'équation de
diffusion dans un milieu conducteur
ohmique.

374

Un conducteur ohmique est caractérisé par la relation j = YE. Si on
fait I'hypothése du « bon conducteur ohmique » (y = 10°S-m™), et si
on se place a des fréquences inférieures ou égales a celles des ondes
visibles (de pulsation w < 5-10% rad -s™!), alors les équations de Max-
well se simplifient et s’écrivent :

(MG)divE=0 | MT)divB=0
(MP) 1ot E= -2 | (MA) 10t B = poYE

Lutilisation des lois d’analyse vectorielle permet d’éliminer B entre
ces équations et d’établir 'équation aux dérivées partielles suivante,
du type équation de dispersion :

AE—MOY& =0
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La recherche d’une solution pseudo-OPPH polarisée rectilignement
EM, 1) = Eoei("”_E'OT/D
conduit a I'équation de dispersion
+2
k =-ipoyw
Si on pose E = kii, et Eo =Eqe'? iy, on en déduit
- _x X
E(x, 1) =Epe @ cos (wt— 35 +(p)

qui est 'expression d'une onde électrique plane progressive trans-

verse atténuée dont la distance caractéristique d’amortissement est
2

HoY®

comme une question de cours, mais on doit aussi, dans 1'objec-

tif des concours, considérer leur démonstration comme un modeéle
qu’on est susceptible d’imiter dans d’autres types de milieux, ou avec
d’autres hypotheses.

. Ces résultats doivent étre connus

I'épaisseur de peau 6 =

Exemple :

On peut établir I'équation de dispersion sans passer par
I'équation aux dérivées partielles en traduisant les opéra-
teurs div etrot en formalisme complexe. Les équations de
Maxwell s’écrivent

MG) -ik-E=0 MT) - ik-B=0
(MF) —ikAE=-iwB (MA) —ikAB=poywE
. KE=0 EB=0
soit AL N AL N
B=22 EAZE=ipgyoE

La relation de structure est donc vérifiée comme pour
I'OPPH dans le vide (voir chapitre 11), (I;,E,E) est un tri-
édre orthogonal direct et en utilisant la formule du double
produit vectoriel dans la quatrieme équation :

(E8) & (& B)E = imovol
ix

donc EZ =—ilyYw = HoYwe 2

2
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Voici l'allure de la courbe représentative de %00) en fonc-
tionde X = §.

— Exercices12.12,12.13,12.14, 12.15,12.16,12.17,12.18, 12.19.

Utiliser les relations de passage pour Les relations de passage pour les champs électromagnétiques sont
calculer 'onde électromagnétique déterminées par la présence éventuelle de densités surfaciques de
réfléchie. charges (o exprimé en coulomb par metre carré) et de courants (js

en ampere par metre). Soit une surface plane séparant deux milieux
1 et 2, de vecteur normal 7i;, dirigé de 1 vers 2.

M|@ _ M@ _
n, ey
(o) =

U 8E =
U]

— — —

E, -F, 8B /

376



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Phénomeénes de propagation linéaires : absorption, dispersion, émission Chapitre 12

¢ La discontinuité de champ électrique de part et d’autre de la sur-
face est proportionnelle a la densité surfacique de charges o :
-~ - - O
SEZEZ—EI = —nNj2
€0
o La discontinuité de champ magnétique de part et d’autre de la sur-
face est proportionnelle a la densité surfacique de courants jgs :

SE:EZ—Bl :poﬁAﬁlg

Un corollaire important est que

¢ la composante tangentielle du champ électrique est continue ;

¢ la composante normale du champ magnétique est continue.

Ces relations de passage permettent de déterminer les lois de ré-
flexion et de transmission des ondes électromagnétiques a l'interface
entre deux milieux. Voici la démarche préconisée pour prendre en
compte cette propriété, en se limitant aux ondes planes et a une in-
terface S plane infinie séparant les milieux 1 et 2.

a) On détermine les caractéristiques des deux champs E; et B; de
I'onde incidente dans le milieu 1.

b) On définit, selon les directives de I'énoncé, les champs Er, ]§r de
I'onde réfléchie dans le milieu 1 et E;, B, de 'onde transmise dans
le milieu 2.

c) On exprime les champs en des points M; et M, au voisinage d'un
point M de l'interface

{ E\(M, 1) = E;i(My, ) +E, (M, 1) et{ Ex(M, 1) = E/ (M, 1)
Bi(M, 1) =B;(M,, 1)+ B, (M, 1) Bo(M, 1) =B, (My, 1)

d) Onutiliselesrelations de passage pour relier ces champs. Celles-ci
devant étre valables quels que soient M sur S et ¢, on en déduit par
identification les amplitudes, phases, pulsations, vecteurs d’onde
des ondes réfléchie et transmise.

e) Le cas échéant, on en déduit les coefficients de réflexion et trans-
mission définis par I'énoncé.

Exemple :

Une onde plane progressive harmonique polarisée rectili-
gnement se déplace dans le demi-espace vide x <0

E:M, 1) =E, il cos(wt — kx)
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378

Elle rencontre en x = 0 une surface plane infinie délimi-
tant un conducteur parfait pour x > 0. On est donc sous
incidence normale. (a) La relation de structure donne

- E
B; = —OL_ZZ cos(wt —kx)
c

(b) Dans le métal (voir chapitre 11), les champs E et B sont
uniformément nuls. On cherche donc une onde réfléchie
se propageant selon —ii,, nécessairement transverse €élec-
trique car on est dans le vide :

E, = 1:36 cos(w, t+ kyx+@,)

(c) Le champ électrique est tangentiel a la surface, il est
donc continu en x = 0. Or il est nul dans le métal en x = 0*
donc il est nul en x = 0. On peut donc écrire, en forma-
lisme complexe, en x =0

—

Vt, Bgiiy e’ +Efe’ @90 =0

Par identification w, = w donc k,c = kc donc k, = k. On
en déduit toujours par identification que ¢, = 0 donc

-

E, = —Eyii,. Londe réfléchie est donc

o - E
Ej = —Egliycos(wi+ kx) et B, = —Oﬁz cos(wt+ kx)
c

(d) Le coefficient de réflexion en amplitude du champ élec-
trique vaut donc —1, et +1 pour le champ magnétique. Il
n'y a pas de charges mais il apparait des courants surfa-
ciques (voir exercice 12.20). La superposition de 'onde in-
cidente et de 'onde réfléchie est une onde stationnaire

(voir exercice 12.21).

— Exercices 12.20, 12.21, 12.22.
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Etudier les ondes en présence de
conducteurs parfaits.

Un métal conducteur parfait posséde une conductivité électrique

y infinie. L'épaisseur de peau est donc nulle, les champs électrique

et magnétique y sont uniformément nuls. Les plaques métalliques

parfaitement conductrices assurent ainsi des conditions aux limites

pour les ondes électromagnétiques dans le vide. On rappelle les rela-

tions de continuité :

¢ la composante du champ électrique tangentielle au dioptre de sé-
paration entre deux milieux est continue ;

¢ la composante du champ magnétique normale au dioptre de sépa-
ration entre deux milieux est continue.

Ces conditions aux limites permettent la détermination d'une onde

électromagnétique en présence de conducteurs parfaits et peuvent

conduire a une relation de dispersion ou une relation de quantifica-

tion.

Exemple :

Lespace vide x € [0,a] est délimité par deux plaques
conductrices parfaites paralleles. On cherche une onde
électromagnétique plane polarisée rectilignement :

EM, 1) =E(x, Dy

Ay

V=

La polarisation de 'onde est paralléle au dioptre séparant
le vide du métal. Le champ électrique est donc continu en
x =0eten x = a. Comme il est nul dans le métal conduc-
teur parfait, on en déduit V¢, E(0, f) = E(q, 1). On cherche
donc une onde stationnaire sous la forme On est dans le
vide donc le champ électrique vérifie I'équation de d’Alem-

bert
ymnn_iyﬂnn

0x2 ¢z or?
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On a montré a 'exercice 11.3 que 'onde stationnaire qui
vérifie cette équation est nécessairement harmonique :

E(x, 1) =Epcos(wt+ @) cos(kx + )
avec w = kc. Les conditions aux limites s’écrivent donc

Vi Epcos(wz+@)cos(y) =0
" | Egcos(wt+@)cos(ka+wy)=0

v = -7 (par exemple) et
b ) 3
cos (ka— 5) =sin(ka) =0

On en déduitla relation de quantification ka = nm, n entier
naturel non nul, donc

bl A Tnc
k=n—,a=n—etw=n—
a 2 a

A chaque valeur de 7 correspond un mode d’onde station-
naire.

< Exercice 12.23.

Etudier 'onde rayonnée par un dipole
oscillant

380

Un dipodle oscillant sur I'axe z est formé de deux charges ponctuelles
—q et +q qui se déplacent de facon symétrique de part et d’autre de
O, en échangeant périodiquement leurs positions avec une pulsation
®, de moment dipolaire équivalent

P =Py cos(wt) avec Py = qroii,

Ce dipole crée un champ électrique, et le mouvement des charges
crée un courant qui crée un champ magnétique. On admet I'expres-
sion de 'onde électromagnétique rayonnée par ce dipole oscillant
en un point M défini par OM = rii, en coordonnées sphériques :

)]
)]

{ E(M, 1) = Eo- 2 sin0ilycos [o (£ -

r
N c
B(M, 1) = & - 2 sin0ii, cos [w (-
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)
r.
Pol Uy

i v

u
) -
0 - -

=

¢ “uy

En notant A = % la longueur d’onde, ry la distance maximale entre
les deux charges, et r = OM, les hypothéses de validité sont plus sé-
veres que la simple approximation dipolaire (voir chapitre 9) :

To<<KAKLT

Voici les axes d’étude de 'onde rayonnée.

a)

b

c)

=

d

=

e)

f)

g)

On commente la premiere inégalité de validité ainsi : la fluc-
tuation (ry) des positions des charges émettrices de 'onde doit
étre négligeable devant la distance caractéristique de variation du
champ (A), c’est une version spatiale de I'approximation des ré-
gimes quasi stationnaires (voir exercice 8.5).

Linégalité ry < r est celle de 'approximation dipolaire.

Les champs vérifient les regles habituelles de symétrie et d’'inva-
riance.

Les analogies avec 'OPPH polarisée rectilignement sont les sui-
vantes :1'onde se propage selon k = kii,, (k,E, B) forme un triedre
orthogonal direct et E = ¢B. On parle d’onde plane locale.

Les différences sont que 'amplitude n’est pas constante, elle dé-
pend de r et de 0, et que 'onde n’est pas plane mais sphérique et
anisotrope. En particulier, 'onde rayonnée sur I'axe (8 = 0 ou m)
est nulle.

Le vecteur de Poynting définit la puissance surfacique rayonnée.
On montre que la puissance rayonnée sur une sphere de rayon r
est indépendante de r, ce qui traduit la conservation de I'énergie.

Certaine propriétés optiques de 'atmosphere peuvent étre expli-
quées par I'étude du rayonnement des molécules qui la consti-
tuent, excitées par le rayonnement solaire.
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Exemple :

Le vecteur de Poynting pour le champ électromagnétique
créé par le dipole oscillant est
r
ofi-2)
Co

. HoP;sin*Ow?
<l>=—" =
32m4recy

EAB  woPjsin®fo'

= cos

= iy
Mo 16m%r2¢

Sa valeur moyenne dans le temps est

Voici la forme de la surface décrite par I'extrémité du vec-
teur de Poynting (limitée a ¢ € [Z,2n]), appelée indica-
trice du rayonnement. Elle fait bien apparaitre 'anisotro-
pie du rayonnement.

< Exercices 12.24, 12.25, 12.26, 12.27.
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Enoncés des exercices

Propagation, atténuation, amplification
Une pseudo-OPPH a pour expression

Gy = Gpe'®

_ i(wt—kx)
G(x, 1) = Gye" T %" avec { k= K+ ik

On suppose k' > 0.
a) Donner 'expression de G(x, t) en grandeur réelle.
b) Justifier que 'onde se propage dans le sens des x croissants.

c) Justifier qu’elle se propagée en s’atténuant si k” < 0, en s’amplifiant si k" > 0.

De k a'EDP

Une onde plane G(x, t) a pour vecteur d’'onde complexe E =k x. On suppose que k
vérifie la relation de dispersion
w—iwg

Cc

Etablir une équation aux dérivées partielles du second ordre compatible avec cette
relation.

Dek*ak
Une pseudo-OPPH G(x, ) vérifie 'EDP suivante :

Gl 1 0°G(x,0) w9 3G, 1) o
ax2 2 o2 2 or

a) Etablir I'équation de dispersion vérifiée par k.
2
b) On pose kg = % Donner I'expression de %
0
c) On pose k = k' + ik”. En utilisant les exponentielles complexes, montrer que
KK <o.

d) En déduire le caractere amplifié ou atténué de 'onde.
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384

Corde vibrante avec frottement fluide visqueux

Un cable horizontal, confondu au repos avec I'axe (O, x), de tension horizontale Ty et

de masse linéique y, vibre dans I'eau, et est soumis a un frottement fluide linéaire :
un troncon de longueur ¢ de corde en translation a la vitesse U subit une force de
frottement proportionnelle a sa longueur et a sa vitesse

-

f=—htv

On néglige les effets de la pesanteur. En un point M de la corde, on note z(x, t) I'élon-
gation transversale et a(x, ¢) 'angle d’inclinaison de la corde par rapport a I'horizon-
tale. On fait 'hypothése des petites vibrations et on rappelle que

0z(x, 1)
(X()C, l') = T

a) Etablir I'équation aux dérivées partielles vérifiée par I'altitude z.

b) Etablir I'équation de dispersion.

/T h
c=q/—etwe=—
M K

Donner I'expression de k? en fonction de w, ¢ et we.

c¢) On pose

d) Onsuppose > w, et on admet la validité en nombres complexes du développe-
ment limité
(1+e) =1+resilel <1

En déduire |'expression approchée de k.

e) Donner 'expression de z(x, f) en prenant comme condition aux limites
z(0,1) =Zpcos(wt)

f) Donner 'expression de la pseudo-longueur d’'onde A.

g) Donner |'expression d'une abscisse § caractéristique de 'amortissement.
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Caténaire

Un cable horizontal est confondu au repos avec I'axe (O, x). En un point M du cable,
on note z(x, t) 'élongation transversale et a(x, t) I'angle d’inclinaison de la corde par
rapport a 'horizontale. On fait I'hypothese des petites vibrations et on rappelle que

0z(x, 1)
alx, 1) = ox

La tension horizontale du cable est T¢, sa masse linéique est y, et il est suspendu par
des cables caténaires dont I'action sur un trongon de longueur dx est modélisée par
une force de rappel

F=—adxz(x, )iy

a) Montrer qu’on peut établir une équation du type

%z 10%z =z

ox2 2o 52

b) Donner I'équation de dispersion et déterminer le type d’'onde qui peut se déve-
lopper le long du céable selon la valeur de w.

Corde verticale

Une corde verticale, suspendue par son extrémité A, I'autre extrémité B étant libre,
est de longueur L et de masse linéique p. Laxe (A, x) est horizontal, 'axe (A, z) est
vertical dirigé vers le bas. On repére 'élongation horizontale d'un point de la corde
par x(z, 1), son inclinaison par rapport a 1'axe vertical par a(z, ) et la tension par
T(z,1). On fait 'hypothese des petites vibrations et on identifie o = g—’Z‘ On note g
laccélération de la pesanteur.

=Y

T(z1)

Zhdz | \

ofz+dz 1)

T(z+dzt)
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a)

Etablir I'expression de la tension T(z).

b) Etablir I'équation aux dérivées partielles

c)

d)

0%x . 0x tel-2) 0% x
oz~ 85,7852
On cherche une solution du type pseudo-OPPH sous la forme
x(z,1) = X o' @17k

Ce type de solution convient-il ?

Pour une corde tres longue, on confond (L — z) et L. Justifier que lorsqu’on agite
assez vite I'extrémité A, 'amplitude de I'onde augmente vers le bas.

Relation entre largeur spectrale et durée du paquet d’'ondes

a)

b)

c)

Quelle est largeur spectrale 6w d'une OPPH et sa durée temporelle §¢ ? Est-ce
cohérent avec la relation entre ces deux grandeurs pour un paquet d’ondes ?

Un doublet spectral est un paquet d’ondes superposition de deux OPPH de méme
amplitude et de pulsations tres proches w; = w— 87‘” etwy =w+ 87‘” et de vecteurs
d’onde tres proches

- 8K’ . ok’
k] = (kf/—T)ﬁx etk2:(k/+7)ﬁx

Donner I'expression de la vibration en x = 0 associée, identifier la porteuse et
I'enveloppee du paquet d’'ondes, mettre en évidence une durée 8¢ et vérifier la
relation entre 6t et dw.

Dans l'expression obtenue a la question (b), retrouver les expressions la vitesse
de groupe et la vitesse de phase

Ftalement d’un groupe de cyclistes

Un peloton de cyclistes a une longueur initiale de 400 m. Le plus rapide, parti le

premier, roule 2 la vitesse vj; = 10 m-s™1, le plus lent, parti le dernier, 2 la vitesse
vm =5 m-s~1. Quelle est la longueur du peloton lorsque le plus rapide achéve un
parcours de 100 km ?
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Dispersion et information (analyse documentaire)

Une information codée en signal binaire de tension et transmise par un cable élec-
trique dispersif et atténuateur (voir exemple du cours) a la forme suivante au niveau
de I'’émetteur en x = 0.

u(0,1)

-

a) Quel est le signal codé sur 5 bits ?

b) La vitesse de propagation de I'information est-elle la vitesse de groupe ou la vi-
tesse de phase ?

¢) Donner deux raisons distinctes pour lesquelles la transmission de 'information
n'est pas possible sur une tres grande distance.

Calcul d’'une pulsation plasma

Lhélium de masse molaire M = 4,00 g-mol~! et de numéro atomique Z = 2 est assi-
milé 4 un gaz parfait 2 la pression Py = 1,013 - 10° Pa et a la température T = 1 000 K.
On donne R = 8,314 J-K~!-mol™!, 4, = 6,02-10% mol™}, e = 1,60-10719 C,
€0 =8,854-10"2 F-m ! et me =9,11-1073! kg. On suppose qu’il devient un plasma
totalement ionisé. Déterminer ng et calculer la pulsation plasma wp.

Vitesse de groupe, vitesse de phase et indice de réfraction dans un plasma
On considere une pseudo-OPPH dans un plasma de pulsation caractéristique wp.

a) Rappeler la relation de dispersion et en déduire I'expression de la racine positive
k' siw > wp.

b) Exprimer la vitesse de phase et la vitesse de groupe dans le plasma.

¢) Donner la relation entre ces deux vitesses et commenter leurs positions relatives
par rapport a la célérité de la lumiere dans le vide.

d) Donner une allure du graphe de ces deux vitesses en fonction de w quand ®w > wp.
e) Donner I'expression de I'indice de réfraction plasma n = Vi et décrire la réfrac-

tion d'un rayon lumineux du vide vers le plasma en admettant la validité de la loi
de Descartes. Donner en particulier 'expression de I'angle limite de réfraction.

Neutralité d’'un bon conducteur ohmique
Un bon conducteur ohmique posséde une conductivité électrique y supérieure

a 105 S-m~!. On travaille 2 une fréquence inférieure a2 10'* Hz. On donne
€0 =8,854-10"12 F.m™L,

a) Rappeler I'équation locale de conservation de la charge.
b) En déduire I'équation différentielle vérifiée par p(M, 1) et la résoudre.
¢) En déduire que p = 0 dans ces conditions.

d) En déduire qu'une pseudo-OPPH est transverse électrique.
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Négligeabilité des courants de déplacement

Un bon conducteur ohmique possede une conductivité électrique y supérieure
2 1065 S-m~!. On travaille 2 une fréquence inférieure a2 10'* Hz. On donne
€0 =8,854-10"12 F.-m~L,

a) En travaillant en ordres de grandeur, montrer qu’on peut négliger le courant de

déplacement

ok
JD= Oat

devant f

b) Quelle est la différence entre cette situation et '’ARQS magnétique (voir exercice
8.5) sous laquelle on a aussi négligé le terme de courant de déplacement dans
I'équation de Maxwell-Ampere ?

Ordre de grandeur de I'épaisseur de peau

On donne pg = 471077 H-m™!. Calculer l'ordre de grandeur de I'épaisseur de
peau pour le cuivre de conductivité électrique y = 6-10° S-m™~! pour une fréquence
f1 =5-10' Hz (lumiere visible) et pour f> = 50 Hz (courant domestique). Conclure.

Effet Joule dans un conducteur ohmique

Un métal conducteur ohmique de conductivité y occupe le demi-espace z = 0. On
travaille sur la portion 7 = [0, a] x [0, a] x [0, +oo[. Une pseudo-OPPH de pulsation ®
se propage dans ce conducteur avec le vecteur d'onde E = kiiz. Londe est polarisée
rectilignement :

. _z z
E(z, 1) =Egiixe 5 cos(wt— 5)

et B(z, 1) =B(z, 0)ily.
a) Donner 'expression de B(z, ).

b) Donner 'expression de la puissance volumique dissipée par effet Joule
pi(z,0) = j(z,0-E(z,1)

et de sa valeur moyenne dans le temps < pj > (z) (on rappelle que la valeur
moyenne d'un cosinus carré vaut 1/2).

¢) En déduire la puissance totale dissipée dans 7.

d) Pourquoi dit-on que ce sont les infrarouges qui font chauffer une carrosserie de
voiture exposée au Soleil ?

Vitesse de groupe et vitesse de phase dans un métal

Exprimer la vitesse de phase et la vitesse de groupe dans un métal conducteur oh-
mique.



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Phénomeénes de propagation linéaires : absorption, dispersion, émission Chapitre 12

Ftude du milieu diélectrique

Un milieu est dit diélectrique linéaire homogene et isotrope (dlhi en abrégé) si, lors-
qu'’il est soumis a un champ électrique, il apparait un moment dipolaire électrique
volumique proportionnel au champ électrique en formalisme complexe :

|Fo
[ss]

La constante complexe X (prononcer ki barre) est appelée susceptibilité complexe
dumilieu et est supposé différente de —1. Un moment dipolaire volumique engendre
une densité volumique de charges et une densité volumique de courants

-

=—divP et 7—6—P
p= ]_at

a) Vérifier que ces deux lois sont compatibles avec 1’équation locale de conservation
de la charge.

b) Montrer que les lois du dlhi conduisent a des équations de Maxwell analogues
a celles du vide, mais ol gg est remplacé par gpe ou € est appelée la permittivité
diélectrique relative du milieu qu’on exprimera en fonction de .

c) On suppose que x est un réel positif noté x. Etablir I'équation de d’Alembert véri-
fiée par le champ électrique E.

d) En déduire la célérité de I'onde c et I'exprimer sous la forme ¢ = %’ ol n estl'in-
dice du milieu qu’on exprimera en fonction de x.

e) Dans un modele particulier, on montre que la susceptibilité est réelle et vaut

ng 62

Mmew?
EQK(I—eT)

X:

ol ng est le nombre d’atomes par metre cube, e la charge élémentaire, m, la
masse de I'électron et k une constante de raideur. On peut vérifier numérique-
ment que pour la lumiere visible

K
W <K W avec wg =/ —
Ne

Montrer théoriquement la loi de Cauchy donnant l'indice de réfraction d’'un ma-

tériau diélectrique transparent en fonction de la longueur d’onde dans le vide :

n=A+—
2
Ao

Préciser les expressions de A et de B.
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Transparence ultraviolette des métaux

Dans un métal comportant ng électrons libres par metre cube, ceux-ci (de masse
m et de charge —e) subissent l'action mécanique d'une onde électromagnétique
(EM, 1), B(M, 1), une force de frottement — 27 et leur poids. On suppose que le mé-
tal reste neutre.

a) Ecrirelaloi de la quantité de mouvement pour un électron de vitesse 7.
b) On admet que plusieurs termes peuvent étre négligés dans cette relation et on

I'écrit ainsi :

dv BV 1) m
m—=-e - —U
dt T

La densité volumique de courant associée a ce déplacement d’électrons est
j=-—-npev

Etablir 'équation de dispersion vérifiée par le vecteur d’onde complexe E = kiiy.
En déduire le carré de I'indice complexe de ce métal.

¢) Etudierle cas tw > 1 et expliquer le titre de 'exercice, sachant que ng = 1029 m™3,

g0 =101 F-m™!, m=10"30kgete=10"19 C.

Modele électromagnétique du milieu laser

Le milieu laser est caractérisé par un vecteur polarisation P vérifiant

7_ 0P
{ J=3 i
P=€0X0E+€0X0Td—l:‘

4

a) Préciser les unités des parameétres g et T.
b) Déterminer le carré de 'indice complexe de ce milieu laser.

¢) Justifier que la propagation d’'une onde dans ce milieu peut étre amplifiée.

Calcul des densités de charges et de courants a la réflexion normale d’'une
onde

a) Avec les notations de I'exemple du cours, déterminer les expressions de la densité
surfacique de charges p et de la densité surfacique de courant fs alasurface d'un
métal conducteur parfait frappé sous incidence normale par une onde électroma-
gnétique plane progressive polarisée rectilignement.

b) On consideére une languette sur 'interface définie par x =0, y € [0,L] et [z,z+ d z].
Déterminer la force de Laplace dFy, subie par cette languette.

¢) En déduire la force de Laplace Fy subie par le carré
(y,2) €[0,L] x [0,L]

d) En déduire la valeur moyenne dans le temps de la force surfacique de Laplace sur
I'interface.

e) Proposer une interprétation qualitative de cette force dans le modele photonique.
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Onde stationnaire a un, a deux miroirs

Avec les notations de I'exemple du cours, déterminer I'onde résultante en champ
électrique et en champ magnétique dans le demi-espace x < 0 lorsqu'un métal
conducteur parfait est frappé sous incidence normale par une onde électromagné-
tique plane progressive polarisée rectilignement.

Réflexion sous incidence oblique
Une OPPH incidente de vecteur d’onde

kcosO
ki=| ksin®
0

et polarisée rectilignement

Ei(M, t) = E(]i ﬁzei(wtfki-oM)

se propage dans le demi-espace x < 0 et vient frapper la face plane (x = 0) d'un métal
conducteur parfait.

vide metal

On cherche le champ électrique de I'onde réfléchie sous la forme

- — er
E,(M, £) = Eopiige’@r =krOM) gyec &, = kry
krz

a) Ecrire les conditions aux limites sur le champ électrique en x = 0.

b) Montrer que w, = w, krz = 0 et exprimer k;y en fonction de k et 6.

c) Justifier que k =/ k%x + kfy. En déduire k;y en fonction de k et 6.

d) En déduire les lois de Descartes relatives a la réflexion sur un miroir.
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Propagation guidée entre deux plans

Deux plans infini conducteurs parfaits délimitent une cavité vide entre z =0 et z = b.
On cherche une solution de I'équation de d’Alembert sous la forme

E(x,z,0) =P(2) iiy cos(w? - kx)
a) Montrer que f vérifie I'équation différentielle

2
2 _k2|p@ =0
%

ﬁ”(z)+(

b) Justifier que les conditions aux limites s’écrivent $(0) = f(b) = 0.

¢) En déduire que 'onde ne peut exister que si w > kcy et résoudre dans ce cas
I'équation différentielle en 3.

d) En utilisant les conditions aux limites, montrer que la relation de dispersion
s’écrit

2= 0% n?n?
cg p?

ol n est un entier naturel non nul. Quelle est la valeur minimale de w ?

Invariances et symétries du champ électromagnétique du dip6le oscillant

A partir des expressions données dans le cours, vérifier les propriétés de symétrie
et d'invariance habituelles en électrostatique et en magnétostatique pour le champ
électromagnétique créé par le dipole oscillant.

Conservation de I'énergie rayonnée par le dipole oscillant

Le vecteur de Poynting de 'onde électromagnétique rayonnée par le dipole oscillant
a pour valeur moyenne dans le temps

o poPgsinzew“ .

32m2r2cy
a) Lélément de surface en coordonnées sphériques s’écrit
ds = r?sin0d0dyii,

Calculer la puissance moyenne < 22 > rayonnée a travers une sphere de centre O
et de rayon r.

b) Vérifier que cette expression prouve la conservation de I'énergie et expliquer ce
résultat.

Rayonnement et perte d’énergie

Dans le modele classique de 'atome d’hydrogene, on considere qu'un électron est
en mouvement circulaire uniforme de rayon rg = 10719 m, 2 la vitesse angulaire o au-
tour d'un proton immobile. Ce mouvement est la superposition de deux dipdles oscil-
lants perpendiculaires, d’amplitude Py et de pulsation . On donne e =1,6-10719 C,
me=9,11-10731 kg et £y =8,854-10712 F-m~!. Calculer les valeurs de w, Py, de
I'énergie mécanique Em du systeme, et expliquer 'anomalie énergétique de ce mo-
dele.
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Diffusion Rayleigh, bleu du ciel

On assimile un atome hydrogénoide a un nuage électronique sphérique de centre N,
de rayon Ry, de charge —e et de densité volumique de charge uniforme dans lequel
se trouve un noyau positif ponctuel de charge +e.

a) On retire le noyau positif et on considére un point P dans le nuage électronique

b

d

)

)

e)

f)

h

=

défini par NP = r i, avec r < Ry. Déterminer le champ électrique créé par le nuage
électronique en P.

En déduire la force électrique f subie par le noyau positif quand il est placé en P.

Justifier que cette force est assimilable a celle exercée par un ressort tendu de
longueur a vide nulle et de constante de raideur k (prononcer kappa) entre le
noyau et I'électron. Donner I'expression de k.

On suppose que le noyau est fixe et que 'électron de masse m, est libre de se
déplacer a I'autre extrémité du ressort sur un axe (B x). Donner I'expression de la
pulsation wg de cet oscillateur harmonique et donner un ordre de grandeur de sa
valeur.

On ajoute un frottement fluide F = —a7 et on soumet I'atome a un champ
électrique extérieur E = Eg iy cos(w?). On repere la position de I'électron par
PN= Xxiiy et on suppose P immobile. Justifier qu'en régime sinusoidal forcé,
I'atome se comporte comme un dipole oscillant a la méme pulsation w et dans
la méme direction que E.

Expliquer coment ce modele explique la luminosité du ciel (par « diffusion Ray-
leigh ») le jour et le noir de la nuit.

La formule de Larmor (voir exercice 12.25) donne la puissance moyenne rayon-
née par un dipo6le oscillant a la pulsation o :

4
w
<¢@>:-@0§

En supposant que & est indépendant de w et en considérant que I'acuité de I'ceil
humain est beaucoup plus grande dans le bleu que dans le violet, expliquer le
bleu du ciel le jour, le jaune du soleil au zénith et le rouge du soleil couchant.

[Analyse documentaire]. Un observateur analyse la lumiere diffusée par les mo-
lécules de 'atmosphere dans une direction perpendiculaire a celle du Soleil. La
lumiere solaire est assimilée a une superposition d'OPPH polarisées rectiligne-
ment, de vecteur d’onde k = kiiy (selon 'axe Soleil-Terre) et de champ électrique
E orthogonal a %, mais de direction aléatoire pour chaque train d’ondes.

y

Observateur
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E peut étre décomposé sur les deux axes iiy et iz : E=E;+E. By (respectivement Ey)
excite les molécules en leur conférant un moment dipolaire oscillant dans la méme
direction : p = Py iy (resp. pp = P2 iiz).

Yy
Soleil E,
z
Observateur
Soleil
Observateur

On rappelle I'expression de I'onde électromagnétique rayonnée par un dipole oscil-

lant : R
E(M, 1) =Eq- " sinBiig cos [ (- L)]
BM, 1) = E_Cﬂ.r_rosineli(pcos [(t-1)]

Justifier que l'observateur percoit une lumiere diffusée polarisée rectilignement.
Comment peut-il la mettre en évidence ?
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Du mal a démarrer

On remplace k par son expression, on sépare les exponen-
tielles réelle et imaginaire pure et on prend la partie réelle.

En élevant au carré, on élimine le +, puis on passe du forma-
lisme complexe au formalisme réel.

En formalisme complexe, les dérivations se raménent a des

multiplications. Quand on éléve un complexe au carré, son module
est élevé au carré et son argument est multiplié par 2. Il est facile
d’imaginer le processus inverse.

Le raisonnement est analogue a celui effectué au chapitre 11.
La résolution approchée de I’équation de dispersion est basée sur
la relation v1+e=(1 +e)%.

Le raisonnement est analogue a celui effectué au chapitre 11.

L’équation de dispersion fait apparaitre deux cas distincts de part
et d’autre d’une pulsation de coupure.

Le rasisonnement est analogue a celui effectué au chapitre

11, mais la tension de la corde n’est pas constante, on pourra la
prendre nulle en z=L.

Pour la quetion (b), on doit remplacer la somme des cosinus
en produit et faire apparaitre ainsi I’enveloppe et la porteuse.

Application numérique immédiate, qui illustre la notion
d’étalement de train d’ondes.

L’étalement des trains d’onde correspondant aux différents
bits provoque le brouillage du signal.

La loi des gaz parfait permet de déterminer le nombre
d’atomes d’hélium par métre cube.

On obtient vy et vg en appliquant les formules du cours.

Démonstration élémentaire de cours, nécessitant la conjonc-

tion de I’équation de conservation de la charge, la loi d’Ohm locale
et 'équation de Maxwell-Gauss.

L’ordre de grandeur d’une dérivée par rapport au temps peut
étre estimée en travaillant en grandeurs complexes.

Application numérique immédiate grace a la formule du
cours, c’est le commentaire qui demande un peu de réflexion.

On calcule B grace a I'équation de Maxwell-Faraday. Le cal-
cul de la puissance Joule nécessite une intégrale triple.

Par application des formules du cours, il suffit d’effectuer

une division pour calculer la vitesse de phase et une dérivation
pour calculer la vitesse de groupe.

0

Il faut éliminer P entre les différentes relations proposées.
Le raisonnement ressemble a celui développé dans le cours sur le
plasma, ol c’est U qu’on doit éliminer.

Le passage en formalisme complexe permet d’éliminer tour a

tour D, J, B et finalement E pour trouver I’équation de dispersion.

Conformément a la méthode donnée dans le cours, on tra-
duit les relations constitutives données par une relation complexe
dont on tire la conductivité complexe du milieu, puis n. En cher-
chant, sans le calculer, les signes des parties réelle et imaginaire
de k, on peut conclure.

La densité de courant est dans le plan de S, ses deux compo-

santes selon y et z sont trouvées grace a la relation de passage et
au calcul du champ magnétique résultant des ondes incidente et
réfléchie en x =0".

En utilisant les lois de la trigonométrie, on peut remplacer
la somme ou la différence de deux cosinus par un produit, et on
obtient des ondes stationnaires.

(a) Le champ électrique est tangentiel donc nul en x = 0.

(b) Toutes les réponses a cette question se trouvent dans la nul-
lité du champ énoncée a la question (a), elle est vraie pour tout
t, pour tout y et pour tout z. Il suffit d’identifier les coefficients
dans les exponentielles. (c) L’égalité des pulsations entraine celle
des normes des vecteurs d’onde. (d) Conséquence immédiate des
résultats précédents.

(a) L’EDA est valable dans le vide, mais ce n’est pas une onde

plane qu’on consideére ici, il est donc exclu de passer en grandeurs
complexes. (b) C’est une conséquence de la présence des plans
conducteurs. (c) On éliminera les autres cas. (d) L’apparition d’'une
quantification est liée a la nullité d’une fonction trigonométrique.

Le plan (O, iy, tig) contient les deux charges a tout instant.
. . TU =3 _ 4
On pourra utiliser la relation f5_sin®6d6 = 3.

L’électron est en mouvement circulaire uniforme sous I'ac-

tion de la force centrale newtonienne de Coulomb. L’application
de la loi de la quantité de mouvement donne une relation fonda-
mentale entre w et 7. on en déduit I’énergie mécanique.

Le noyau subit la force électrique proportionnelle au champ

électrique créé a la distance r de don centre, qu’on calcule grace
au théoreme de Gauss. En régime sinusoidal forcé, on pourra tra-
vailler en grandeurs complexes.
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a)

b)

)

Corrigés des exercices

On remplace G, et k par leurs expressions
Glx, 1) = Goeicpei(wt—k’x—ik”x)

" . ’
s0it G(x, 1) = GgeX el (@I=K x+¢)

et on prend la partie réelle de cette expression :
k" x /
G(x,1) =Gge™ “cos(wt—k'x+)
On remarque que

G(0,1) =cos(wt+ )

ole-

donc G(x, ) = e"*.G (0, r—

et on peut écrire

1"
Glx, 1) = eK ¥ cos

oo

q
oy
x

Ce qu'on peut interpréter ainsi : « ce qui se passe en x a la
date ¢ est ce qui s’est passé un peu plus tot en 0 (a la date
[—TavecT= %’, retard de 'onde ou délai de propagation
x

entre 0 et x) et avec un facteur d’'amplitude ek"% . Londe
se propage donc bien dans le sens des x croissants. Notons
qu’on a mis en évidence une vitesse de propagation de la
phase du cosinus

el =

_(,U
ULP—F

Comme l'onde se propage dans le sens des x croissants,
le facteur d’amplitude est une fonction croissante de x si
k" > 0 et 'onde s’amplifie, décroissante si k"’ < 0 et 'onde
s’atténue.

On leve 'ambiguité sur le signe en élevant la relation au

carré :
2o 0 2iwge @
- C2 C2 C2
1 20 w?
soit — (—ik)(—ik) = - (i) (iw) - > (iw) - —2
C C C

donc (—ik)(—ik)G(x, 1) =

| 2w . wf
— () ((w)G(X, 1) + —5~ ((0)G(x, 1) + — G(x, 1)
[ C [

396

et en utilisant 1'équivalence complexe-temporelle on en dé-
duit 'EDP

a)

b

=

)

Gl 0 _ 1 0°Gx, 1) , 200 3G(x, 1)

9 G0
= + —G(x, 1
0x2 ¢z o2 ¢z ot c2

En utilisant les régles de dérivation de la grandeur com-
plexe G(x, t), on obtient

ik (~ikGx, 1) — iz(iw)(iw)g(x. 0 - 22 (iw)G(x, 1) =0
C C

Avec la notation proposée, on obtient
.Wo 2

K=k —i—K,
£ 0, "o

k'2

) k N L
On remarque que le carré de % possede une partie réelle
positive et une partie imaginaire négative. Il a donc un mo-
dule qu'on note p2 et un argument dont une détermina-

tionestf e |-%,0[.
k\? ;
= 2 ,i0
=\ =p2%¢
( ko ) .
Une de ses racines carrées complexes est donc le complexe
dont le module est p et 'argument g, l'autre est 'opposé :

k12 5 i?
—_ = R
ko] p“e :>k0 +pe'2
avec 9 €]-1,0[.
1
1
e
0 0 k/k o
1§ .
(k/k o)

Lune des solutions a pour partie réelle k' > 0 et pour partie
imaginaire K’ < 0 (celle représentée sur le plan complexe),
C’est le contraire pour l'autre. Dans les deux cas, k’ et k"
sont de signes contraires donc k'k” < 0.
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d) Londe est donc atténuée d’apres le cours.

a) Le tronc¢on de corde est soumis a la tension a ses deux ex-
trémités et a la force de frottement.

JE———

T(x+dx,t)

En projection sur les axes x et z, on obtient donc

0=-T(x,f)cosa(x, )+ T(x+dx,t)cosa(x+dx,1)

2
% =-T(x, O)sina(x, )+

T(x+dx,t)sina(x+dx, t)— hdx %

pdx

En faisant 'approximation des petits angles, la premiere
équation donne

0T (x, 1)

=0doncT(x, ) =Ty
0x

En remplacant dans la seconde équation, on obtient donc

3%z(x, 1) o Qrdx D —ann 0206 1)
W ~70 dx ot
0%z(x, 1) dalx, ) | 0z(x, 1)
. - B
soltp or2 0 3x h ot

et en utilisant la relation entre a et z :

azz(x, 1) v azz(x, 1)  h 0z(x,0b)
- - =0
ox2 Top dr2 Tg Ot

b) Avec les notations proposées, cette EDP s’écrit

%z(x, 1) B i 0%z(x, 1) e Oz(x, 1) 0
dx2 2 or? 2 ot

En passant au formalisme complexe, on obtient

2
w .WcwW
—KP2(x, )+ — 2(x6, 1) — i —5—2(x, 1) =0
C C

¢) On en déduit

d) En factorisant, on peut écrire
2
® ®
@[]
c o)

Le terme % est tres petit devant 1 donc on peut faire le
développement limité

1
w w 2 w w
k=x2[1-i28) =2 18
- c w C

e) On en déduit I'expression de 'onde en grandeurs com-
plexes
206,10 = Zleicpei(u)t—%xﬂ%x)
20,1 = Zle—‘;—gxei(u)tf%xﬂp)
La conditon aux limites en x = 0 donne

Zoeiwt _ Zlei(ther)
doncZ; =Zgpetp=0dou
z(x, 1) =7ge™ 2 Yel(01= )
donc z(x,t) = Zoef%xcos (wt— %x)

f) Lapseudo-longueur d’onde est la période spatiale du cosi-
nus : )
T
A="==
¢ f

ol f= % estla fréquence de la vibration en x = 0.
g) Lexponentielle réelle du coefficient d’amortissement
s’écrit
2c  2y/Tu
==

x
5 avec 6 = —
We

we
e 2t =¢e

On se place dans les notations habituelles de la corde tendue

a ses extrémités. La force nouvelle étant verticale, perpendicu-

laire aux déplacements de la corde, la tension reste égale a la

tension a I'extrémité, Tg.

a) En projection sur |'axe vertical, en négligeant le poids, en
faisant 'approximation des petits angles avec a = sina =

_ 0z .
tana= g7 :
0%z
—Tga(x) + TRa(x + dx) —azdx = pdxa?
soit T 0% az = 0%z
Eax Har
. 2z 193%z =z
Soit — — — —=

ox2 c2oar2 &2
_ /Te _./Te
en posant ¢ =/ 7 etd=1/4
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b) On passe en formalisme complexe :

2 w? 1
~kz+—5z=%z
2= §2%

[ed

et on en déduit'équation de dispersion

On a donc deux cas, en posant w.; = % (pulsation de cou-

pure).

¢ Premier cas : w < w¢. k estimaginaire pur, iln'y a pas de
propagation.

e Second cas : w > w¢. k est réel, il y a propagation sans
atténuation avec une vitesse de phase

c

2
1- wgﬁz

a) Laloi de la quantité de mouvement appliquée au brin de
corde s'écrit :

ar?

~T(2)sinalz, )+ T(z +d2)sinalz + dz, 1) = pdz &%
-T(z)cosa(z, t)+T(z+dz)cosa(z+dz, 1)+ pdzg =0

En projection verticale et avec I'hypothése des petits

angles, il vient g—g = —pg d’oly, avecla condition aux limites

T@L) =0 (ouT(0) = pgl)
T(z) =pngL-2)

b

=

En projection horizontale et avec '’hypothese des petits
angles, il vient

2

9 it @atz ) = X
0z Aoz D= 072

soit a(z t)a—T+Ta—(x— 62_x
Doz ez T Var

- _ 00X g .n
Ora =tana = oz d’olt
0x %x  0%x

L_ P —
0z ug(l.—2) 0z2

e “H5E

c) Laprésence de z (la variable spatiale) interdit I'écriture de
I'équation de dispersion.

398

=

d) SiL grand, 'EDP s’écrit

%x  ox . o%x

a2z 83z 87822
et en formalisme complexe

~o?x = igkx - gLk*

2

1 W
soitk? —i—k——=0
- L= gL
P _ 4u)2L7g s i
Le discriminant vaut A = e il est positif car L est

grand donc on pose A = LLZ et
0

1 1.
k=+—+—i
- 2Ly 2L
On garde la solution de partie réelle positive car 'onde se
propage vers le bas dans le sens des z croissants et on en
déduit la pseudo-OPPH

PSR 1Oy P SR B
x:Xe“pel(wt ZLOZ 30 i2)

soit x(z,1) = XeZ cos (u)t - Lz)
2Lg
Londe est donc amplifiée, ce qu’on peut interpréter éner-
gétiquement par le fait que plus on descend, plus la masse
de la corde restante suspendue est faible, et donc plus les
oscillations peuvent avoir une grande amplitude.

L'OPPH est moncohromatique, elle possede une pulsation
 unique, donc 8w = 0. Sa durée temporelle 6 est infinie.
Ces valeurs sont cohérentes avec la relation du cours écrite

sous la forme dw = %

Lutilisation de la relation de trigonométrie permet de
transformer la somme en produit :

S(x,t) =Acos(wyt—kjx)+Acos(wat—kox) =

2Acos
2 2 2 2

Avec les expressions proposées, on obtient

W] +w2 _k1+k2 ) ((,01—(,02 _kl—kgx

S(x, 1) = 2Acos(wt— k' x)cos(Bwt — 8k x)
S0it S(£) = Fx(f) -cos(wt — k'x)
avec Fy(t) = 2Acos(Bw?— k' x)
qu’'on identifie a 'enveloppe. La période temporelle de

I'enveloppe est identifiée a la durée temporelle

ot = Z—H donc 8¢ 6w =27
ow
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c)

a)

b)

)

Phénomeénes de propagation linéaires : absorption, dispersion, émission Chapitre 12

La porteuse s’écrit

cos(wt—k'x) = cos

]
w t_U
I3

donc sa vitesse de propagation est la vitesse de phase

_(JJ
ULP—F

L'enveloppe s’écrit

2Acos(dwt -8k’ x) = 2Acos

X
SUJ(Z'—E)
ok'

donc sa vitesse de propagation est la vitesse de groupe

dw

dw _do
dak’

Vg = g =

Le premier cycliste arrive a la date

100 000

n =10000s

Ala date t1, le dernier cycliste parti est 4 I'abscisse
X2 =—400+ vyt =49 600 m
La longueur du peloton est donc
dx =100 000 —49 600 = 50,4 km

11 y a donc bien étalement du groupe cycliste, la disper-
sion est la conséquence de |'écart de vitesse entre les diffé-
rents cyclistes, comme dans la théorie ondulatoire ou1 on
aun écart de vitesse de phase entre les différentes compo-
santes spectrales.

Si on admet I'analogie avec le code Morse, une breve im-
pulsion correspond a un zéro, une longue a un un, donc le
message est

10010

Linformation est donc portée par la durée du paquet
d’ondes, donc par lalargeur temporelle de I'enveloppe, elle
se propage donc a la vitesse de groupe.

D’une part, le cable est atténuateur donc l'information
sera impossible a décoder lorsque son amplitude sera in-
férieure au bruit. D’autre part, il est dispersif, donc les pa-
quets d’ondes s’étalent, et lorsque la largeur temporelle de
chacun d’eux sera supérieure a la période d’émission des
bits d’'information, ils se superposent et il devient impos-
sible de décoder I'information.

a)

b

=

)

d

=

Notons 1 le nombre d’atomes par métre cube dans
le gaz d’hélium. La loi des gaz parfaits donne

N
PV = nRT = —RT donc
7N

N P,
n=—=-—2-733.10%m73
\% RT
S’il devient un gaz totalement ionisé, chaque atome libére

7 =2 électrons donc
no=2ny =14,7-10** m =3

Par application de la formule du cours :

2
npe _
wp=1/—— =2,16-10"4 rad-s™*
EQMe
D’apres le cours
2_ 2
2= "%
2
)
donc k' = —\/1- —IZ)
®
On en déduit
o) c ;
Vp=— e
P K o2
1-2%
w
do _ 1 _ [ b
T A T aw T\ T2
dw
On remarque que
vg<c<uy

La vitesse de groupe est donc (heureusement) inférieure a
¢ et 'information ne peut se propager plus vite que la lu-
miére.

P v v, .
Voici I'allure des graphes de Tg et de T‘” en fonction de
=9

wp
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e) Lindice du plasma vaut donc

2
o)
n=1/1- —g
)
11 est plus petit que 1 alors que c’est impossible pour un
milieu transparent habituel. La deuxiéme loi de Descartes

ala réfraction s’écrit
1sini =nsinr doncr > i

Le rayon réfracté s’écarte de la normale au dioptre. Il n’est
défini que si

. .. sini . .
sinr <1 soit — <1 soiti <arcsinn
n
Langle limite de réfraction est donc

2
w
0

i}, = arcsin >
[

a) Léquation s'écrit div j + % =0.
b) En combinant cette équation avec celle de Maxwell-Gauss
etlaloi d’Ohm locale, on obtient :

diVizﬂ

€0
0 1 €
donc—p+—p:0avec1:—022-10718s
or v Y
La solution est p(M, 1) = pg e,

) p est presque nul au bout de 51 = 10717 5. Or la période de
'onde est de 10714 s> 51, donc p = 0.

d) Léquation de Maxwell-Gauss s’écrit donc div E = 0 soit, en
formalisme complexe

—iEEz 0 doncEJ_E

a) Lerapportdes ordres de grandeur s’écrit

il 1A

400

En ordre de grandeur :

X
€0

~-10'7 rad-s7!

etw=2nf< 10 rad-s7!
donc fD < f

b) Dans I'ARQS, on a deux différences. D'une part, p # 0.
D’autre part c’est devant rot B que le terme de courant de
déplacement est négligeable.

La formule du cours est

2
HoYw

<
Il

Pour le visible, on a
0=3nm

donc la lumiere ne pénetre quasiment pas dans le cuivre : il
est réfléchissant. Pour le courant domestique :

5=~9mm

A cette fréquence, le champ électrique, donc le courant élec-
trique ne pénéetre donc pas plus qu'a environ 56 = 4,5 cm, et
dans un cable conducteur cylindrique de 10 cm de diametre,
la densité volumique de courant électrique au cceur du cable
est presque nul. Il n'y a donc aucun intérét a encore augmen-
ter le diametre du cable, la résistance ne sera pas plus faible.

a) Léquation de Maxwell-Faraday donne :

o _z z

aax Ege 5cos(wt—8) OB
7 e T
0z

done & ZEoii, [ Lo § costor— 2) - Lo sin(or 5)]
OCat— (]I/ly 63 Cos(w 8 63 S w 8

doncB= E(%a [sin(wt— E)+cos(mt— E)]
T 0d 4 5 5

Eov2 _:z

soitB(z, 1) =
b) En utilisantla loi d’Ohm locale f: YE :
2 2z 2 z
py(z, 1) = YEge 3 cos”(wi— E)

E2 _2z
donc<p]>(z)=%e 5.
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Phénomeénes de propagation linéaires

¢) Enintégrant :

+ooyE
<P >= f f f —e ﬁdxdydz
x=0Jy=0Jz=

. a’ySE2

soit < P >= #.

d) < £ > est donc une fonction croissante de §, donc une
fonction décroissante de w. Leffet Joule est donc plus fort
pour les ondes de faible fréquence, donc pour les infra-

rouges.

En utilisant le résultat du cours, la partie réelle de k

est
K = /HoYW
2
On en déduit
[O) 1 20
yq) = _l = 7 = _—
ko HoY
o = do 1 [8w
7 ar — dk [ oy

do

On constate donc que vg = 2v.

a) II suffit d’'injecter les deux relations dans I'équation de
conservation de la charge pour obtenir

- 0p
divj+—=0
lV]+6t

b

=

En injectant dans I'équation de Maxwell Gauss, on obtient

(1 +X)diVE =0

doncdivE:Ocarl;é—l

Les équations de Maxwell Thomson et de Maxwell Faraday
sont inchangées. En injectant dans I'équation de Maxwell
Ampere, on obtient

-

rotB = poeo(1+ )aE
= Hogo(L+X) ==

On pose donc € = 1+ x et on obtient bien des équations
analogues a celles dans le vide.

: absorption, dispersion, émission Chapitre 12

¢) Sionpose 1+ = n?, et en notant la célérité dans le vide

1
Z=L
Ho€o
on obtient 'EDA
. n?o%E .
AE-—— =0
g or
donc c= c—,;’

=

d) Lindice de réfraction estdonc n=/1+x.
e) On peut faire le développement limité

1

2

w
x:,mfzzm(u_z)
(l_w_z) mo

Wy

avec xo =

2
Xo
1 1
( +X0)( +1+X0 wg)
1
02
itn=4/1 1+

soitn =4/ +X0( 1+X0 wg

doncn=+/1+%o (1 — w_z)

2(1+ Xo) g
OrAg = £ etw=2nf donc w? = an’ 20 et
f A2
47[202)(0
202/1+
= /Trxo+ —V N0
)\2
0
ce qui est bien la formule de Cauchy avec A = \/1+Xg et
B= 4m%c?yo
205/T+x0

a) Laprise en compte de la force de Lorentz donne

dv - L= m ., R
mE =—eEM,0)—eVvABM,t)— —U+mg
T

b

=

En grandeurs complexes, I'équation mécanique s’écrit
. - = m_
imwy=—eE——71
T
On en déduit la densité volumique complexe de courant

j=-noet = ———
- m(%ﬂ'w)
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c)

a)

et les équations de Maxwell, en utilisant la neutralité du
métal :

(MG) —ik-E=0 MT) —ik-B=0
(MPF) —ikAE=—-iwB (MA) —ikAB=poj +ioeopok

On simplifie et on élimine j grace a I'équation mécanique.

|
|
I
o
e
|
|3
I
o

A

[Eaxt]
|

@
—

I==11
I

w

DN

. Hompe w -
j 00" 7
1, .\"
m (; + zw)
D’oly, apres développement du double produit vectoriel et
simplification, I'équation de dispersion :

k]

A@AQ= — pogow’E

2
K2 = poggw? — Hompe
- 1
m (1 - m)
On en déduit le carré de I'indice complexe
- ]_(,'202
LA (JJZ

Si tw > 1, I'équation de dispersion se simplifie :

2
kz 2 Honope

K™ =Hogow™ —
Cette quantité est positive si

n
0 ~1,6-10'% rad-s7!
meg

w>e

Cette valeur correspond a une longueur d’onde dans le
vide

2mx3-108

A=————=118nm
1,6-1016

et corespond aux proches ultraviolets. Dans ce cas, k est
donc réel, il y a propagation sans atténuation d'une onde
électromagnétique ultraviolette dans le métal : il est donc
transparent.

D’aprés I'équation de Maxwell-Ampere, fest homogéne a
80 at , donc P est homogene a gyE, donc xg est sans dimen-

sion. Les deux termes qui définissent P sont homogenes,
donc T est homogeéne a un temps.
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b) Etablissons I'expression de la conductivité complexe. On

)

a)

peut écrire

donc i =iwgpxo[l+iTw] E
donc Y= iwegXo [1+iTw]
On en déduit, d’apres la formule du cours
i .
2:1_80_Yu) =1+xo+ixoTw
On peut mettre ce complexe sous la forme
1+ X0 +ixoTw = nZe'#

avec g € [0, 7] car la partie réelle et la partie imaginaire
du complese sont toutes deux positives. On en déduit

;%0
n=nge' 2 et
w now ;%
k:i—ﬂ_: 0—@’2
Cc c

Les parties réelle et imaginaire de k sont donc de méme
signe (K'k"" > 0), ce qui prouve que 'onde est amplifiée.

Le champ électrique est nulen x =0~ eten x =0". Le vec-
teur normal dirigé du métal vers le vide est 7i = —iiy. La
relation de passage en x = 0 donne donc

o .
0-0=—(-~1iy)donco =0
€0

Le champ magnétique est nul en x = 0" et le champ résul-
tanten x=0" est

Eo

o - - 2
Bo(1) =B; (07,0 +B, (07, 1) = — iz cos(wt)
c

La densité de courant surfacique est
Js = Jsyly + jszliz

La relation de passage en x = 0 donne donc

0 0 -1
0 -0= Ho ]'sy Al O
2E° cos(wt) Jsz 0
—MoJsz
donc { .
2E° cos(w?) = Ho sy

i 2EO -
8oit js = — iy cos(w?)
HocC
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b)

c)

d

=

e)

a)

Phénomeénes de propagation linéaires : absorption, dispersion, émission Chapitre 12

Cette languette se comporte comme un troncon de fil de
longueur L parcouru par un courant di = jsdz. Il subit
donc une force de Laplace

dFy, = di(Liiy) ABo ()
2

= 4Eq 2
dFy, =Ldziiy 5 cos”(wr)
MoC

Enintégrant sur z € [0,L] on en déduit

. 482
Fr = Lzﬁx—o2 cos?(wt)
Hoc

La valeur moyenne d'un cosinus carré est %, on en déduit
la valeur surfacique moyenne
. 2EZ

0 -
l:L,surf = 5 Ux
Hoc

Limpact des photons qui sont dotés d'une quantité de
mouvement non nulle se traduit par une pression photo-
nique ou pression de radiation qui est effectivement diri-
gée dans le sens de iiy.

Le champ électrique résultant est

E(x, ) =E;(x, 0 +Er (x, 0
E(x,0) = Eg tiy cos(wt — kx) —Eqiiy cos(wt + kx)
E(x, 1) = 2Bq iiy sin(w?) sin(kx)
Le champ magnétique résultant est

B(x,t) =B;(x, ) + B, (x,0
- E E
B(x, 1) = —Oﬁz cos(wt—kx)+ —Oﬁz cos(wt+ kx)
c c

= 2Eg .
B(x, 1) = — iz cos(wt) cos(kx)
c

Ces ondes sont toutes deux stationnaires.

On développe
%i -OM = kcosOx + ksin0y

et ky .OM = krxx+kryy+krzz

Le champ électrique est tangentiel et donc continu en
x =0. Il est nul dans le métal pour x = 0%, il est donc aussi
nul dans le vide (ou se superposent I'onde incidente et
I'onde réfléchie) pour x =07, soit :
vy, z t EO‘eiwte—ikcosﬂ-oe—iksinﬂy+
y ~y by 1

Eoreiw, te—ier-()e—ik,yye—ikrzz -0

b)

c)

d)

a)

b

=

)

Par identification, on en déduit que

Eg; +Eor =0, w=wy, ksinO=kyyet0=k/;
La relation de dispersion dans le vide pour les OPPH inci-
dente et réfléchie donne
2
k% cos? 0 + k% sin® 0 = “C’—Z ) ) )
22 _& donc kyy + ki =k
rx ry — Cg

donc k7 = k* — kfy, = k* - k* sin®0 = k* cos® 0

Or krx < 0 car I'onde réfléchie se propage de droite a
gauche donc k;x = —kcos0.

krz = 0 prouve que le rayon réfléchi est dans le plan d’in-
cidence (premiere loi de Descartes). Les vecteurs %,- et ky
sont symétriques par rapport a iy, le rayon réfléchi fait
donc avec la normale un angle r = -0 (deuxieme loi de
Descartes).

En remplacant dans I'équation de d’Alembert :
E=E(x,z,0 =E,(x,z 0iiy
1 8°Ey

P RPY
o or

donc AEy -

soit — k?p(2) cos(wt — kx) +B" (2) cos(wt — kx)+

02
—Zﬁ(z) cos(wt—kx)=0
%
02
doncp” (2) + (—2 -k B(z)=0
c
0

Les conditions aux limites s’écrivent E = 0 pour z = 0 et
z = b, pour tout ¢ et tout x, donc (0) = p(b) =0.

Siw < kcp, le terme entre parentheses est négatif et posons

2
5% = k% — ¥, La solution générale de I'équation vérifiée
C

0
par 3 est

B(2) = Ashg + Bchg

Les conditions aux limites donnent
—enz=0:0+B=0doncB=0;

- enz=»b :Ash% =0doncA=0.

Par suite 3(z) =0 etil n'y a pas d’onde. Si w = kcy, le terme
entre parenthéses est nul donc p”’(z) = 0 donc f(z) = Az+B.
Les conditions aux limites donnent
—enz=0:0+B=0doncB=0;

—enz=b :Ab=0doncA=0.
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d)

a)

Par suite f(z) = 0 et il n'y a pas d’'onde. Par conséquent,
w > kcg. et I'équation est du type oscillateur harmonique
donc

2 2

® o
B(z) =Acos|z —2—k2 +Bsin| z ——k2
) Co

Les conditions aux limites donnent
—enz=0:A+0=0doncA=0;
%—HQ:&
0
=0 etiln'y a pas d'onde, donc nécessaire-

- enz=>b :Bsin(

Si B est nul, B(z)

ment
2 2
sin|,| — —k2b| =0donc — - k2b = nn, n entier
Co &)

Le terme de gauche est strictement positif donc n est un
entier naturel non nul. On en déduit la relation de disper-
sion en élevant au carré :

2 2 2.2
) nem
— 12| B =n*n?donck® = — -
c2 o2 b2

0 0

Ily a une onde progressive si k est réel, donc si k% > 0, donc
si

0%  n?n? i nmncy
— - >0 soit w >
CZ b2

0

La plus petite valeur pour 7 est 1, donc wmin = 772

Le plan (O, iy, iig) contient ii; donc il contient les
deux charges en mouvement. C’est donc un plan de sy-
métrie des charges et E est bien dans ce plan. C’est aussi
un plan de symétrie des courants (les charges bougent sur
I'axe) et B lui est orthogonal. 1l y a invariance de la distribu-
tion de charges et de courants par rotation d’angle ¢ et les
champs ne dépendent pas de . Les regles « habituelles »
sont donc bien vérifiées.

Le flux du vecteur de Poynting a travers une sphére X de
rayon r est

# <fi>-dS=
s

En utilisant la relation félo sin®0d0 = %, on en déduit

bis Ostmzew
fe " ur~r2 sin0d0diir

C32m2r2¢y

Cette expression est la formule de Larmor.
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b) 1l n'y a pas de déperdition d’énergie électromagnétique

a

=

entre deux spheres de rayons différents. Ceci est cohérent
avec la formule de Poynting, I'espace étant vide, il n'y a pas
de puissance électrocinétique dissipée (fl:l =0) etlavaleur
moyenne dans le temps des énergies électromagnétiques
volumiques (¢, = zegE et uy, = 21 B2) est évidemment

=0).

constante (donc W

Lélectron possede un mouvement circulaire uni-
forme sous l'action de la force centrale électrique, la loi
de la quantité de mouvement s’écrit donc

e? - 2 v? -
- ZUr:—mer()(J) Ur =—M—Ur
4n£0r0 r
2 _
w=,/—%—=1,59-10'6 rad-s~!
donc Amegmery
2 2
Me

4ns0r
On remarque que i, = cos0iiy + sineﬁy avec O = wt donc

-

P =—eryiiy = —ergcos(wi)iix — ergsin(wi)ily

qui est bien la superposition de deux dipdles oscillants se-
lon les axes iix et iiy, de méme amplitude

Po=erp=16-102°C-m

Lénergie mécanique du systeme est la somme de I'éner-
gie potentielle d’'interaction électrique et de 'énergie ci-
nétique de I'électron :

1 2 e e
Em=Epg +-mev™ =~
2 4megr  8megr
2
doncEg=— =-1,2-107187
8megr

Or un dipdle électrique dissipe de 1'énergie par rayonne-
ment : I'énergie mécanique va donc se dissiper et 'élec-
tron ne peut pas avoir un mouvement circulaire uniforme.
Le modele classique est donc rejeté et remplacé par le mo-
dele quantique de I'atome.

La densité volumique de charge est uniforme, soit

P=71-1r3 R . Tout plan contenant OP est plan de symé-
3

trie des charges donc E est dans leur intersection, soit
E=E(r,0,@)ii,. 1l y a invariance de la distribution de
charges par rotations d’angle 0 et ¢ donc E = E(n)iiy. Ap-
pliquons le théoreme de Gauss a la sphere de rayon r, de
centre O, passant par P :

#EOTS) ant

€
doncE=—

4 3
soit 4772 E=p~§nr

er =
u
4meoRS "
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b)

c)

d)

e)

f)

Phénomeénes de propagation linéaires : absorption, dispersion, émission Chapitre 12

La force électrique est f = +¢E soit

&2

f - rﬁr
4megR3
Le vecteur position est OP = rii; donc f = —kOP qui cor-
respond a la force de rappel d'un ressort de longueur a vide
2
e
ameoRy

nulle et de constante de raideur k =

Léquation différentielle du mouvement de I'électron sur
I'axe (P, x) découle de la loi de la quantité de mouvement
appliquée a I'électron dans le référentiel galiléen du labo-
ratoire, en négligeant le poids devant la force électrique :

ra - . . . K
f =meddonc —xx =meXsoiti+—x=0
Ne

donc wg =/ mie ~1016 rad-s™! avec Ry = 10710 m.

La prise en compte de la force de frottement et de la force
électrique due au champ oscillant conduit a I'équation dif-
férentielle

—eEgcos(wf) —Kx —ax = meX

S0it meX + ax +xx = —eEgcos(w?)

En régime sinusoidal forcé, on cherche x(f) sous la
forme x(#) = Xcos(w? + ¢) soit, en grandeurs complexes :
x =Xe/@+®) On remplace dans I'équation différentielle :

—Mew? + jra+ k| Xel 1) = _oE e/t

et on en déduit X et ¢ en identifiant modules et arguments
des deux termes. Le systéme possede donc un moment di-
polaire P = eNP = —eXcos(of + )iy qui forme bien un
dipole oscillant.

La nuit, les molécules de 'atmospheére ne sont pas excitées
par 'onde électromagnétique solaire, elles n’émettent pas

g

h

=

de lumiere et le ciel est noir. Le jour, elles se comportent
comme des dipo0les oscillant vibrant en régime sinusoidal
forcé, excitées par I'onde électromagnétique solaire. Elles
émettent donc de la lumiere, le ciel est lumineux : méme
si le soleil n’éclaire pas une piece, celle-ci est éclairée par
diffusion.

La puissance diffusée augmente fortement avec w, donc
la lumiere diffusée par le ciel est décalée vers les hautes
fréquences, donc le bleu et le violet. La sensibilité de
I'ceil beaucoup plus importante pour le bleu que pour le
violet fait apparaitre le ciel bleu. Lorsque la lumiere so-
laire blanche traverse 'atmosphére, 'absorption par I'at-
mosphere est elle aussi plus importante dans les hautes
que dans les basses fréquences. Lorsque le Soleil est au
zénith, la lumiere nous parvient apres traversée sous in-
cidence normale de 'atmosphere (une quarantaine de ki-
lometres). Elle est donc apauvrie en radiations violettes
et bleues, on percoit donc la couleur complémentaire, le
jaune. Au coucher du Soleil, la lumiére nous parvient apres
traversée sous incidence tres oblique de 'atmospheére (plu-
sieurs centaines de kilomeétres). Elle est donc apauvrie en
radiations violettes, bleues, puis vertes, on percoit donc
la couleur correspondant aux plus faibles pulsations, le
rouge.

La formule donnant!'onde électromagnétique prouve que
l'onde rayonnée dans la direction de l'axe du dipdle os-
cillant est nulle. Lobservateur ne per¢oit donc que 'onde
rayonnée par le dipole p; oscillant sur I'axe y. L'observa-
teur est dans la direction relative définie par 'angle 6 = 7.
Le champ électrique est donc dirigé seon le vecteur iig,
c’est-a-dire le vecteur —iiy. Londe rayonnée par le dipole,
percue par I'observateur est donc polarisée rectilignement
selon iiy. La mise en évidence est possible en placant un
polariseur (analyseur), en tournant son axe et en détectant
une extinction lorsque son axe transparent est orthogonal
ala direction de polarisation, donc quand il est selon iiy.

405






© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

CHAPITRE 1 3

Physique quantique

Thémes abordés dans les exercices

Fonction d’onde.

Densité de probabilité de présence.
Normalisation.

Equation de Schrodinger.

Etats stationnaires.

Relations de Planck-Einstein et de de Broglie.
Paquet d’'ondes quantique.

Vitesse de groupe, vitesse de phase.
Courant de probabilité.

Inégalité de Heisenberg spatiale.
Puits de potentiel.

Energie de confinement.

Effet tunnel.

Barriere de potentiel.

Double puits symétrique.
Oscillations quantiques.

LR R R R IR IR I - R IRV R S IR R R R R o

‘Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

o Effectuer la séparation des variables dans I'équation de Schrédinger.
o Identifier la particule libre a un paquet d’ondes.

o Etudier une particule dans un potentiel constant par morceaux.

o Etudier une particule dans un puits.

o Expliquer I'effet tunnel et la radioactivité alpha.

o Etudier les oscillations quantiques.
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Les méthodes a retenir

Effectuer la séparation des variables
dans I'équation de Schrodinger.

408

La fonction d’onde quantique & une dimension y(x, f) est une gran-
deur complexe dont le carré du module est la fonction densité de
probabilité de présence

dP(x, 1)
dx

plx, 1) = Iw(x, l‘)|2 =yx, -y (x 1) =

avec dP probabilité de trouver la particule a la date ¢ dans l'intervalle
[x, x + dx]. La fonction d’onde vérifie 'équation de Schrodinger et la
condition de normalisation. Pour une particule sur I’axe x, soumise
a un champ de forces dérivant de I'énergie potentielle (on dit simple-
ment potentiel) indépendant du temps V(x)

or T2m ox?

S plx,Ddx=1

X

{ FRARD o B IO |y (1)

Les solutions stationnaires forment une famille fondamentale de so-
lutions

w(x, 1) = u() - ex)

On écrit dans ce cas I'équation de Schrédinger en séparant les va-
riables, et I'égalité de fonctions de deux variables indépendantes t et
x impose leur égalité a une méme constante qu’on identifie a I'éner-
gie E de la particule :

1 du(p n* o d*e(x)
h— =- +V
T dr 2me(x) dx? =
1 dun) _
L dut _p
donc A o
{ _thp(x) d‘izx +V(x) =E

" u(t) = e int
SO1 2
0L 1 28 (B~ V(x))p(x) = 0

en prenant la constante multiplicative de u(¢) arbitrairement égale
a1 (c’est ¢p(x) qui porte la constante multiplicative).

Ce calcul est un préalable incontournable a une grande majorité de
sujets d’oral et d’écrit de physique quantique, il faut absolument le
maitriser. Dans la suite du chapitre, V(x) sera presque toujours une
fonction constante ou constante par morceaux.
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Exemple :

On peut mettre en évidence deux termes importants.
a) Par identification, on peut définir la pulsation de 'onde
w et
e 9" = ¢=i% ! donc E = hw
qui forme la relation de Planck-Einstein.
b) Si on identifie E a I'énergie mécanique, alors

E-V(x)=Ec

énergie cinétique de la particule. Mais cette analogie est
beaucoup trop naive, et applicable seulement, avec des
précautions, dans le cas de la particule libre. Dans d’autres
situations, on verra que la particule peut exister (avoir une
probabilité de présence non nulle) méme si E - V(x) <0,
alors qu’'une énergie cinétique est toujours positive en mé-
canique classique.

< Exercices13.1,13.2,13.3.

Identifier la particule libre a un paquet
d’ondes.

La particule libre n’est soumise a aucune force, le potentiel est uni-
formément nul et 'énergie E de la particule est positive. La démarche
de résolution est tres spécifique et se fait en deux temps.

a) Léquation spatiale (du type oscillateur harmonique)

d*p(x) . 2mE
dx? h?

Px)=0

se résout en grandeurs complexes (et pas en fonctions trigonomé-
triques) en utilisant la relation E = Ao :

. k2 — 2mw
k.
@(x) = yoe'™ avec " hwh— h2R
~ 2m

On en déduit la solution du type onde plane progressive harmonique
W(x, 1) = u(D)p(x) = yoe '@
Mais cette solution n’est pas normalisable car

p(x, 1) =Wow, = po € R}

dont I'intégrale sur la droite réelle diverge.
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b) Par linéarité de I'équation de Schrédinger, toute superposition de
solutions du type précédent convient. On forme donc un paquet
d’ondes de spectre continu en pulsation spatiale k

123 .
v D= [ welke @ gk

ky

On admet un résultat théorique : la largeur spatiale de la fonction
d’onde Ax (qui représente 'intervalle des valeurs de x ol la fonction
d’onde n'est pas nulle) et la largeur spectrale en pulsation spatiale Ak
(ici ko — k) verifient la relation

Ax-Ak =2n

On forme ainsi une solution qui résout les deux problémes simulta-

nément :

¢ la fonction d’'onde est normalisable car on integre p(x, £) sur un in-
tervalle de taille Ax fini ;

e la particule n’est plus délocalisée sur la droite réelle infinie, ce qui
n’avait pas de sens physique.

amplitude v onde monochromatique p
ANVANVANVANE
I EAVARVERVERV
k non normalisable
amplitude f! ,]\\ paquet d’ondes
/ \
------ AP
V \/V
normalisable
-« P E—
Ak Ax

Ce modele du paquet d’ondes conduit a une convergence entre le
point de vue de la mécanique classique et celui de la physique quan-
tique, comme nous le montrons dans I'exemple, qu’on doit considé-
rer comme une question de cours aussi incontournable que celle du
paragraphe précédent.

Exemple :

La particule libre au sens de la mécanique du point pos-
sede une masse m, une vitesse U = vii,, une énergie méca-

nique égale a son énergie cinétique Ec = %mvz, une quan-
tité de mouvement p = muv.
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La physique quantique décrit la particule libre par un pa-
quet d’ondes, la fonction densité de probabilité de pré-
sence permet de I'assimiler a un nuage (comme !'orbitale
de I'électron en chimie) d’extension spatiale non nulle et
finie. Si on teste la présence de la particule a I'extérieur de
ce nuage, la probabilité de I'y trouver est presque nulle, si
on teste cette présence au voisinage d'un point du nuage,
et qu'on réédite I'expérience un grand nombre de fois, on
a une fréquence de présence qui tend vers la probabilité
quantique. Rapprochons les grandeurs mécaniques et les
grandeurs ondulatoires.

 On identifie les énergies

E=ho=LE h
E:Ecavec{ (1» zm p doncp=hk=—
Ec=imv* =2 A

C’est la relation de de Broglie.
e La largeur spectrale Ak en pulsation spatiale est donc
proportionnelle a I'incertitude Ap sur la quantité de mou-
vement

Ap =hAk

La relation admise entre la largeur spectrale et la largeur
spatiale du paquet d’ondes donne donc

Ax-Ak=2n=>Ax-Ap=h

qui est conforme a I'inégalité de Heisenberg spatiale.
o La relation k? = Z’"T‘” permet de calculer la vitesse de

phase et la vitesse de groupe

hw

2mw Vp=T=1/52
k=1/—— donc k Zm
h v, = do —  /2he

§=dk =\ m

Il'y a donc dispersion avec étalement du paquet d’'ondes.
 On identifie la vitesse de groupe a la vitesse de la parti-
cule

vy =/ 2o
§ m donc p=mug
p=hk
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e Comme en diffusion thermique, en diffusion de parti-
cules, en électricité, en mécanique des fluides, on peut dé-
finir un vecteur densité de courant de probabilité

. hk
J(x,8) = p(x, D) Vg (x, 1) =W(x, DY (x, t)%

< Exercices 13.4, 13.5.

Ftudier une particule dans un potentiel
constant par morceaux.

412

Soit une particule de masse m et d’énergie E dans un champ de force
dérivant d'un potentiel constant par morceaux, dans une suite d’in-
tervalles

Vxe€lap, byl, V(x) =V

Voici les regles de calcul pour déterminer les solutions stationnaires.
a) La pulsation w vérifie I'équation de Planck-Einstein

E=hw

b) On résout I'équation spatiale de Schrodinger dans chaque inter-
valle.
e SiE >V, alors

- - 2m(E-V,)
@(x) :Ape’kx+Bpe_‘kx avec k = Tp
e SiE <V, alors
. . 72
x)=A,es +B,e s avecd=1/ ———
PR =By By 2m(V,—E)

e SiV, = +ooalors ¢(x) =0.

A ce stade, les inconnues sont les coefficients complexes A, et B,.

c) On écrit les relations de continuité. Soit x,, une abscisse de saut de
potentiel.

e Il'y a toujours continuité de ¢ en x,

@(x,) = @(x})

o Sila discontinuité IV(x;;) - V(x;)l est finie, il y a aussi continuité de
la dérivée de ¢ en x,,.
¢'(x,) = @' (x)
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d) La fonction densité linéique de probabilité vaut

—iot

p(x, 1) = W(x, B) - " (x, 1) = "' @(x) - e " p* (x)

donc p(x, 1) = p(x) = P(X)* (x) = |p(x)|?

et la condition de normalisation s’écrit

f px)dx=1

=—00

Cette intégrale est la somme des intégrales sur chaque intervalle.

Exemple :

Une particule d’énergie E est placée dans un puits de po-
tentiel rectangulaire infini

0sixe[0,al

V(x) = . .
+oosix<Oou six>a

N
7 /// %
0 a =

a) La pulsation vaut w = %
b) Le terme spatial de la fonction d’onde vaut

Ae'** 1 Be~ikx gi x € [0, al

(p(x)z‘ Osix<Oou six>a

c) Le saut de potentiel est infini en x =0 et en x = a. On
n’écrit donc que la continuité de ¢, pas celle de sa dérivée.

@e(x=07)=@x=0" i« A+B=0
px=a)=¢x=a") Ae'k@ 4 Beika =

4 B=-A
ONCY 2iAsin(ka) = 0

Sisin(ka) # 0, alors A = 0 donc B = 0, et la fonction d’'onde
est uniformément nulle, il y a absence de particule.
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On exclut ce cas donc
sin(ka) =0 soit ka=nn, neN
27 .
ou-——a=nnsoita=n—
A 2

qui correspond a la quantification des longueurs d’onde
d’une corde fixée a ses deux extrémités.
d) On en déduit

L .. nux 5 . o NTX
@(x) =2iAsin(kx) = 2iAsin — et p(x) = |A|“sin” —
a a

On en déduit |A| par la condition de normalisation, son ar-
gument ne pouvant étre déterminé que grace a la condi-
tion initiale.

< Exercices 13.6, 13.7,13.8.

Ftudier une particule dans un puits.

414

Une particule d’énergie E placée dans un puits rectangulaire infini de
largeur a posséde une pulsation spatiale quantifiée, imposée par les
conditions aux limites. On en déduit la quantification de I'énergie et
de la quantité de mouvement

ka=nmn, neN

E. = n’n’h?

k= ZIY;E = n— 2n]vza2
I Pn= n2_7
a

p=x

Pour n =1, on en déduit deux propriétés quantiques importantes.
a) Lénergie minimale de la particule est 'énergie de confinement

2 h?

2ma?

Econt =

b) Dans une interprétation classique, la particule est délocalisée et
I'incertitude sur sa position est Ax = a ; dans ce puits, elle effectue
des allers-retours permanents entre les deux bords, sa quantité de
mouvement est p = J_r%ilx. Lincertitude sur la quantité de mouve-
ment est donc I'écart entre les deux valeurs extrémes

o=z (e - 2
p= 2a 2a

On retrouve ainsi 'inégalité de Heisenberg spatiale

a

Ax-Ap=hdoncAx-Ap=h
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Le puits rectangulaire infini est un modele peu réaliste. Pour un puits
de profondeur finie, la fonction d’'onde n’est pas rigoureusement
nulle dans les domaines x < 0 et x > a. On observe alors des ondes
évanescentes dans ces deux domaines, qui ont pour effet un élargis-
sement effectif du puits de potentiel. Lincertitude spatiale est donc
plus grande, et d’apres I'inégalité de Heisenberg spatiale, si Ax croit,
Ap décroit, donc p décroit, donc k décroit, donc E = % décroit. On
retient donc les propriétés qualitatives
» élargissement effectif : la largeur effective du puits de profondeur
finie est plus importante que celle du puits infini ;
+ abaissement des niveaux d’énergie : 1'énergie de confinement et
les énergies quantifiées du puits de profondeur finie sont moins
importantes que celles du puits infini.

Exemple :

Le plus simple des puits de potentiel de profondeur finie
est le puits rectangulaire

i a
Vosix<—5

V(x)=| 0si -9<x<4$ avecO<E<V,
Vosix>§
AV
Vo
E
X
—a/2 0 a/2

Posons

_ [2mE _[2mV, ] h?
k= hz ,ko— hZ et5— Zm(VO—E)

Les solutions stationnaires dans les trois domaines
s'écrivent Y (x, 1) = e”"!¢(x) avec

Ajes +Bre s six< 4
@x)=| Ae’*™*+Be 't si -4 <x<
Aged +Bye s six>4

SIS

La divergence des fonctions exponentielles conduit a
prendre B; = A, =0.
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Cherchons les solutions paires @p en prenant A = B et
A1 = Bz.

B,es six < -5
@p(x) =| Acos(kx)si —§<x<¢
Bye 5 si x> g
La discontinuité de potentiel étant de hauteur finie en

x =4, ilya continuité de ¢ et de sa dérivée ¢’ :

Acostt =B,e % donc tan ka 1
—kAsin%:—%e‘% 2 kS

En utilisant les expressions de k et §, et en élevant au carré,
on en déduit

tan? &2 = Y-t soit sin® & = 2 cos? &2 — cog? &8
tan%zo tank—z" =0
2ka _ E _ K ka| _ k&
doncd % 27w RE |cos | = £
tan % >0 tan £ >0

_ ka _ 2 5 : ) 4ot
Enposant u= 3 etf = 2% cette équation s’écrit
|cosu|=Puavec tanu =0

Cette équation se résout graphiquement en cherchant I'in-
tersection entre les deux courbes.

Bu

U
0 =2 3n/2 512 2

Il'y a donc un nombre fini de solutions paires du type
b1
Uy, < ng avecn=2N+1, NeN

n?n?h?

ma?

U
soit k< n— doncE <
a

Ce qui prouve 'abaissement des niveaux d’énergie par rap-
port au puits infini.

< Exercices 13.9, 13.10.
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Expliquer l'effet tunnel et la La barriere de potentiel est un cas particulier de potentiel constant
radioactivité alpha. par morceaux. Une particule de masse m et d’énergie E <V subit un
ensemble de forces dérivant du potentiel

| Vosixe[0,al
v = Osix<Oousix>a
AV
Vo
E
X
0 a

On parle de barriére car, en mécanique classique, il est impossible
pour la particule de se trouver dans l'intervalle [0, a] puisque son
énergie E est inférieure a I'énergie potentielle V,, et I'énergie ciné-
tique serait donc négative.

Les solutions stationnaires de I'équation de Schrédinger s’écrivent

Aleikx + Ble‘ikx six<0
—iwt

Yix, 1) =e """ @(x)avec p(x) = Aset +Bye i si0<x<a
Aselk* L Bie k¥ si x> a
2mE h?
avec k = etd= ————
h? 2mVo — E)

La détermination complete des six constantes d’intégration com-

plexes est assez fastidieuse, et inutile pour expliquer qualitativement

I'effet tunnel : une particule incidente dans le demi-espace x < 0

donne naissance a une onde évanescente danslazone 0 < x < a, avec

une épaisseur de peau d.

e Si a > §, cette onde s’évanouit réellement et 'onde ne peut pas
franchir la barriere.

e Si a est inférieur a environ 58, I'onde évanescente créée en x = 0
n’est pas nulle en x = a et peut donner naissance a une onde pro-
gressive d’amplitude non nulle qui se propage dans le demi-espace
X > a, la probabilité de franchissement de la barriere par la parti-
cule n’est pas nulle.

Le coefficient de transmission fourni par 1'énoncé est le rapport

entre les normes des vecteurs densité de courant de probabilité

&> al
<0l

et peut étre assimilé a la probabilité de traversée de la barrieére.
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On explique ainsi la radioactivité alpha. Un noyau instable est sus-
ceptible de libérer un noyau d’hélium, appelé particule alpha. Pour
se libérer, cette particule doit vaincre les forces de cohésion du noyau,
dont I'énergie potentielle associée forme une barriere de potentiel.
Par effet tunnel, la probabilité de libération est donc celle de traversée
de la barriere. On explique ainsi le caractere aléatoire du processus.

Exemple :

Une expression approchée du coefficient de transmission
est
B2

T=Toe 5 avec 5=/ ————
2mVo —E)

Si un flot de particules d’énergie E aborde cette barriére,
déterminons la valeur de a permettant de ne laisser passer
qu’une particule sur un million par exemple.

-6

a a 1 0
Toe 25 =107% donc —2—= =In — soit a = — In(10°Ty)
o) Ty 2

. h 6
soit a = ———————1n(10"Ty)

2v2mVy—E)

< Exercices13.11,13.12,13.13,13.14.

Etudier les oscillations quantiques.

418

La superposition de deux états stationnaires n’est pas un état sta-
tionnaire. En particulier, deux solutions stationnaires d’énergies dis-
tinctes E; et E, sont asscoiées a des pulsations différentes w; et w;.
La densité linéique de probabilité de présence est alors la somme des
densités de chaque état et d'un terme d’oscillations quantiques entre
les deux états de pulsation

E,—E;
h

W2 =

Cette relation fondamentale met en évidence la possibilité de cou-
plage entre un atome a deux niveaux d’énergie et une onde électro-
magnétique de pulsation w2, a la base du phénomene d’émission
stimulée dans un laser.
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Dans le respect du programme, I'étude est axée sur le cas d'un poten-
tiel V(x) pair. Voici la démarche du raisonnement.

a) L'étude mécanique d'un point matériel de masse m soumis a un en-
semble particulier de forces conservatives permet d’exprimer I'éner-
gie potentielle Ep(x) dont leur somme dérive.

b) On trace I'allure de son graphe et on le modélise par un champ de
potentiel V(x) constant par morceaux et pair.

c) On cherche les deux états stationnaires symétrique (¢pp fonction
paire) et antisymétrique (¢; impaire). On calcule les énergies asso-
ciées Ep et E;.

d) On en déduit la pulsation des oscillations quantiques

|Ep —Ej
Wpp = —n

Exemple :

Considérons le puits infini rectangulaire défini par

i
v =| 0=s
+0051|x|>5
~

e
—a/2 a2

Les solutions stationnaires paires et impaires s’écrivent
W(x, 1) = u(t)yp(x) avec respectivement

ck

@p(x) = Acos(kx) _/2mE
@1(x) = Bsin(kx) week=\ 7z

Les conditions aux limites donnent respectivement

kpa T
2= =T+nn

doncy§ 2, 2

== =mn

{ cos%zo
2

sin%zo

En prenant n = 0 et m = 1, on en déduit les premiers états
stationnaires

r/z 2

@p(x) = Acos % avec Ep = E, = ;-7
( = Bsi 2nx E.=E, =4E _ 2R’
@1(x) =Bsin == avec E; = E; = 4E; = = —
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Voici les allures des amplitudes et des densités de probabi-
lité.

iy
’
:.g
s
Ve

Ve
V
~

La pulsation des oscillations entre les deux états est

EI —Ep _ 3hT[2

Wpp =

L 2ma?

< Exercices 13.15,13.16, 13.17.

Enoncés des exercices

420

Séparation des variables pour la solution stationnaire de I'équation de

Schrodinger

Léquation de Schrédinger pour une particule de masse m soumise a un ensemble

de forces dont la résultante dérive du potentiel énergétique indépendant du temps

V(x) s’écrit

opix, ) K Py
or  2m  0ox?

On cherche une solution stationnaire sous la forme

ih

+V(X)y(x, 1)

W(x, 1) = u(t) - @(x)
a) Donner les expressions des dérivées partielles

dw(x, 1) w(x, b
et
or 0x2

en fonction de u(#), ¢(x) et de leurs dérivées.

b) En déduire que I'équation de Schrédinger peut s’écrire sous la forme de 1'égalité
entre deux grandeurs homogenes a une énergie

A1) =B(x)

¢) En déduire les équations séparées vérifiées par u(z) et @(x).
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Particule libre sur un cercle

On donne les expressions du Laplacien en coordonnées cartésiennes et en coordon-
nées cylindriques :

AV + 20 0 e ) R A
or) r200%2 09z2

v 9%V 9%V 13 ( GV) 192V 9%V
Tox2 0y2 8z? T ror

Une particule de masse m est libre de se déplacer sur un cercle de rayon R. La posi-
tion d'un point M est repérée par I'angle polaire 0.

a) Par analogie avec I'équation de Schrédinger unidirectionnelle, proposer une
équation indépendante du temps pour ce probléme.

b) Quelle condition aux limites peut-on proposer pour une fonction d’onde station-
naire g ?

¢) En déduire 'ensemble des solutions stationnaires v (0) ol n est un entier de
quantification.

Particule dans un potentiel hyperbolique

Une particule d’énergie E évolue dans un potentiel

+oosix<0

A
-3 six>0

Vx) =

On donne, poura >0 :

* n_ —ox n'
x'e dx=——
=0 o+l

a) Ecrire'équation de Schrodinger spatiale vérifiée par le terme @(x) de la solution
stationnaire de pulsation w.

b) Chercher une solution du type

@(x) = Cxe k¥

Déterminer les expressions de k et de E correspondant a ce type de solution. Don-
ner l'allure des profils énergétiques en tracant E et V(x) sur le méme graphe.

c) Calculer la valeur de C, supposé réel positif.

d) Calculer < x >.

Normalisation d'un paquet d’ondes

La superposition d'un nombre fini de fonctions d’'ondes planes progressives mono-
chromatiques, de vecteurs d’onde kj iiy, ..., ky tix et d’amplitudes complexes

Wor, -+ Wop

s’écrit sous la forme d'une somme discréte

n .
w0 =) yose @itk
i=1

421



Chapitre 13 Physique quantique
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Un paquet d’'ondes possede un spectre continu dont la densité spectrale est

a(k) = % et dontla fonction d’'onde est une somme intégrale

+00 +00 , k +00 , k
W(xrt):f dw(x,t):fk dwo(k)efl(‘”tf X) :f (x(k)eil(“’t* x)dk
(0.0}

=—c0 k=-00

Un paquet d’ondes possede un profil spectral rectangulaire s’il possede un spectre
continu dont la densité spectrale est constante sur un intervalle : a(k) = ag pour k €

[k - ATk, ko + ATk ] etnulle partout ailleurs. Ak est la largeur spectrale et on suppose
que Ak < ko.

a) Pour k = kg, donner 'expression de la pulsation w(k = ko) = wg et de sa dérivée
vg = % (k = ko) en fonction de ky et de la masse m de la particule.
b) On fait le développement limité au premier ordre

w(k) =w0+%~(k—k0) =wo +vgk—ko)

onpose x =X+vgtetK=k—kp. Ecrire la fonction d’onde sous la forme
Ak
w(x, 1) :age_lﬁf o X ax
-2

ol on donnera I'expression de 3 en fonction de X et de ¢.

¢) En calculant explicitement I'intégrale, montrer que

sinu

—ip . XAk .
v(x, 1) =age PAk sinc > avecsinc u =

et en déduire I'expression de la densité linéique de probabilité p(X).

d) Lafonction sinc?u passe par un maximum absolu égal a 1 pour u = 0. Expliquer
pourquoi vg est la vitesse de groupe.

2

=

e) Lafonctionsinc®u s’annule pour u = +7 et elle est presque nulle en dehors de I'in-
tervalle [—m, 7t]. En déduire la largeur AX du paquet d’ondes et vérifier I'inégalité
d’'Heisenberg spatiale.

f) Ondonne ffgg’ sinc?udu = . en déduire la valeur de la constante de normalisa-
tion oay.

Equation de conservation particulaire

Une particule de fonction d’'onde complexe y(x, ) et de densité linéique de probabi-
lité p(x, 1) = w(x, 1) - W™ (x, 1) vérifie 'équation de Schridinger a une dimension dans
le champ potentiel V(x).

a) Ecrire'équation de Schrédinger (E) vérifiée par .

b) Ecrirel'équation combinaison linéaire (E') = [y* - (B)] — [y (B)*].

¢) On pose J(x,1) = %n? U %—i’ —\yaalx]. Traduire I'équation (E’) en fonction de

p(x, 1) etde]J(x, 1).

d) Justifier que pour une particule libre de pulsation w J(x, #) coincide avec la densité
de courant donnée par le cours.
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Normalisation de la fonction d’onde dans un puits rectangulaire infini

Une particule de masse m et d’énergie E > 0 est placée dans un puits de potentiel
infini de largeur a. On a montré en cours que ses états stationnaires sont quantifiés
par un entier naturel » non nul et que

@(x) =2iAsin(kx)

ol A est un complexe.
a) Donner 'expression de la fonction d’'onde y(x, t). On prendra yg = 1.

b) On pose A = —ia ot a est un réel. Déterminer la valeur de o pour assurer la nor-
malisation de la fonction d’'onde.

c) Représenter graphiquement ¢(x) et p(x) pour n =2.

Butée sur une marche de potentiel de hauteur supérieure a E

Une marche de potentiel (0 — V() est un potentiel stationnaire (indépendant du
temps) défini par
0 pourx <0

Vi = Vo >0pourx=0

Une particule incidente de masse m bute sur cette marche de potentiel, c’est-a-dire
qu’elle se propage dans le sens des x croisants, en venant de —oo, avec une énergie
E <Vp.

I\

Vo

E

V=

a) Donner les solutions pour les termes spatiaux de la fonction d’'onde ¢(x) pour
les deux domaines x <0 et x > 0, en fonction de 4 constantes d’intégration com-
plexes, de la pulsation spatiale k et de I'épaissseur de peau 8 définies par

2
k= @ etS: hi
h2 \/ 2m(Vy —E)

b) En déduire les fonctions d’onde y(x, ) dans les deux domaines et justifier que
I'une des constantes d’intégration est nulle.

¢) Ecrireles relations de continuité en x = 0, en déduire deux relations entre les trois
constantes restantes.

d) Exprimer la densité de probabilité dans le domaine x > 0. Pourquoi sa non-nullité
est-elle un phénomene purement quantique ?
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Réflexion et transmission sur une marche de potentiel de hauteur infé-
rieurea E

Une marche de potentiel (0 — V() est un potentiel stationnaire (indépendant du
temps) défini par
0O pourx<0

Vi = Vo >0pourx=0

Une particule incidente de masse m aborde cette marche de potentiel, c’est-a-dire
qu’elle se propage dans le sens des x croisants, en venant de —oo, avec une énergie
E > Vp.

Ay
E

Vo

V=

a) Donner les solutions pour les termes spatiaux de la fonction d’'onde ¢(x) pour
les deux domaines x < 0 et x > 0, en fonction de 4 constantes d’intégration com-
plexes et des pulsations spatiales

_|2mE _[2m(E-Vp)
=)\ Gz et =\ T

b) En déduire les fonctions d’'onde y(x, t) dans les deux domaines et justifier que
I'une des constantes d’intégration est nulle.

¢) On définit les vecteurs densité de courant de probabilité associés aux trois termes
restant, qu’on nomme respectivement

Ji, Jret]s

pour incident, réfléchi et transmis. Exprimer ces trois vecteurs en fonction des
trois constantes restantes.

d) En déduire les coefficients de réflexion et de transmission

AP
171 17

en fonction de kj et ky.

e) Donner le sens physique de R et T, donner et interpréter la relation algébrique
tres simple qui les lie.

f) CalculerRetT siVy= %
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Potentiel harmonique

Une particule de masse m se déplacant sur I’axe (O, x) a pour fonction d’onde

mw0x2 .Wo )

V(x, 1) =Aexp o 2

On donne, poura >0 :

+00 B 2 T +o00 B 2 T
f e ¥ dx=,/—etf e % dx = —
X=—00 [0 =—00 4

a) Préciser les dimensions de A et wy.

b) Déterminer les valeurs possibles pour A.

¢) Déterminer I'énergie de la particule.

d) Déterminer le potentiel V(x) associé a la fonction d’'onde proposée.

e) On prépare N particules, avec N > 1, dans cet état et on mesure pour chacune
d’elles I'abscisse x. Exprimer la valeur moyenne < x > de ces mesures.

A . 1 2.2
f) Méme question pour < 5 mwgx~ >.

Puits semi-infini
Une particule de masse m est placée dans un champ énergétique de potentiel
+oo pour x <0
V(x)=| Opour0=x<a

Vo>0pourx>a

On cherche une solution stationnaire d’énergie E de I'équation de Schrédinger et on
suppose que 0 < E < V(. On pose

2mE 2mvV, 2
ke )2E k= /2O gy T
h2 h2 2m(Vo —E)
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a) Justifier qu'on peut chercher le terme spatial de la fonction d’onde sous la forme

Opourx<0
o) =| Aretf* +Bre k¥ pouro<x<a
X X
Agpe 3 +Boed pourx>a

b) Justifier que By = 0.

¢) Par application des conditions de continuité, écrire le systeme de trois équations
vérifiées par A1, Ao et By.

d) En éliminant ces trois constantes entre les équations, établir la relation entre k, a
et 8. Montrer qu'on peut I'écrire sous la forme |sin(ka)| = k—ko avec tan(ka) < 0.

e) Cette équation se résout graphiquement. Voila I'allure des fonctions |sin(x)| et %
pour =% et pourf =57 :

124 124

H / 7\\\ RN
o8] // \ [
061 / /

/

047 |
021/

0 1 2 3 4 5 6

X

En déduire que :

- si kg < 75, le probleme n’a pas de solution stationnaire ;

- si ko > 75, il n'y a qu'un nombre fini de valeurs possibles pour I'énergie et le
probléeme est quantifié ;

— sikyg> %, on retrouve la quantification du puits infini.

Expression du coefficient de transmission dans I'effet tunnel

Le coefficient de transmission d'une particule d’énergie E > 0 a travers une barriere
de potentiel de hauteur Vo > E et de largeur a est

T Akt ky ky = YZE
= avec
(k§ + k3)2sh? (kp a) + 4K k3 _ J20T]

a) Que représente la grandeur klz ?

b) Justifier que la barriére est pratiquement infranchissable si elle est trés haute
(Vo — +00) ou si elle est tres large (a — +00).

¢) SiE estdel’ordre de grandeur de V et a > kiz’ montrer que T =Ty e 2kea
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Microscope a effet tunnel

ATéchelle nanoscopique, la surface d'une plaque métallique posséde un relief tres
tourmenté. On dessine un carré de 10 nanometres de cOté et on le subdivise en cent
cellules de 1 nanometre de coté. Le relief du grand carré pourra étre reconstitué si
on peut mesurer 'altitude moyenne de chaque cellule, mesurée par rapport a une
altitude de référence. Pour cela, on déplace une pointe trés fine a une altitude parfai-
tement constante au dessus de chaque cellule et on cherche a mesurer la distance a
entre la cellule et la pointe.

. I AXx
pointe |
I
pointe | “
cellule a |
|
cellule \; : 0
V0 |
|
|
I
E
plaque

La plaque et la pointe sont au potentiel électrique nul U = 0 et I'espace vide qui
les sépare au potentiel U = Ug. La masse d'un électron est m = 9,1-1073! kg, sa
charge est —e = —1,6-10719 C. Son énergie E est de I'ordre de grandeur de kgT (ol1
kg =1,38-10"23 J.K~! estla constante de Boltzmann et T = 300 K).

a) A quelle condition le systeme {cellule,pointe} est-il assimilable 4 une barriere de
potentiel énergétique ? On notera désormais Vg = eUj.

b) Le coefficient de transmission des électrons de la cellule vers la pointe vaut

_2a h?
T=Tpe & avecd={/ ———
2m(Vo —E)
On suppose que E est du méme ordre de grandeur que Vy ; calculer I'ordre de
grandeur de a qui permet de distinguer nettement les valeurs des altitudes des
différentes cellules.

¢) Pourquoi un courant électrique peut-il étre détecté dans la pointe ?

d) Comment la mesure de ce courant donne-t-elle acces au relief de la plaque ? Faire
une réponse en cing lignes ou sous la forme d'un diagramme explicatif.

e) Un dépot a été réalisé sur une partie de plaque parfaitement plane. En déplacant
la pointe en différents points de la surface de la plaque, on mesure une intensité
du courant maximale supérieure de 19 % a I'intensité minimale. Quelle est|'épais-
seur du dépdt si on prend § = 10 nm ?

427



Chapitre 13 Physique quantique

428

Radioactivité o

Un atome d’hélium 4 est constitué d'un noyau formé de deux protons et de
deux neutrons, et d'un nuage électronique formé de deux électrons. La radioac-
tivité o est 'émission par un atome d’'un noyau d’hélium ; la radioactivité B~
est 'émission d'un électron. On donne e = 1,60-10712 C, me = 9,11-1073! kg,
MH§4: 4,00-1073 kg-mol~!, A, =6,02-10% mol™!, h =6,62-10734 J.s5, h = 1,05
10777 J-s.

a) Approximation WKB. On considere une barriere de potentiel non uniforme :
Vxe€la,bl, E<V(x)avecV(a) =V(b)

On cherche une solution de I'équation spatiale de Schrédinger sous la forme

@) = f(x)e®™

Lapproximation Wentzel, Kramer, Brillouin consiste a négliger le terme f”(x)
devant les autres termes dans I'équation.

i) Montrer que

2m(E-V(x))

F00"(x0) +2f (00" (x) =0 et 0% (x) = =

i) Onpose 0(x) = ia(x) ol1 a(x) est une fonction réelle de x. En déduire que

X —
@x) =@ [V(x) —E]fé e %™ avec alx) =f \/ %du
0

iii) Montrer que le coefficient de transmission est donné par

2 b [2mVW-E
:e—zfa,/iflz du

o)

T \
¢(a)

b) Radioactivité a. On consideére la réaction suivante
226 222 4
88 Ra— 86 Rn+ ,He

Les termes radium (Ra), radon (Rn) et radioactivité ont la méme racine étymolo-
gique. La particule alpha est le noyau d’hélium. On considére un modele simple
ol cette particule est attachée au noyau par une force électromagnétique, et peut
s’en détacher a condition qu’il franchisse la barriere de potentiel dont la forme
mathématique est

-Vpsir<R
2(2*2)62 avec Z =88

Vi(r)= .
Imegr SIT> R

i)  Expliquer la forme proposée pour V(r) et tracer I'allure de cette fonction pour
r>0.

2
ii) Lénergie de la particule o est E € ]0, % [ Expliquer par quel effet elle

peut se libérer de 'atome de radium et expliquer en quelques mots com-
ment on pourrait calculer la probabilité de libération grace a l'approximation
WKB.



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Physique quantique Chapitre 13

Effet Ramsauer

La vapeur d’hélium peut étre, dans certaines conditions, parfaitement transparente
a un faisceau d’électrons : c’est 'effet Ramsauer dont on veut donner un modele
quantique simplifié.

Premiére partie : étude du profil énergétique.

On assimile 'atome d’hélium a un noyau ponctuel immobile en O de charge 2e au
centre d'un nuage électronique sphérique de rayon rg et de densité volumique de

charge uniforme py = 72%.
370

|
o
S
V=

r
0

a) Par application du théoreme de Gauss, montrer que le champ électrique en un
point M a la distance r de O vaut

Osir=rg
E=E(r) i, avec E(r) = e
2megry

rZ
0 r :
- SI1T =T
r2 70 0

b) En déduire le potentiel électrique U(r) en prenant un potentiel nul a I'infini
et en assurant sa continuité en r = ry. On donne en coordonnées sphériques
grad U(r) = %—[rj .

¢) Un électron provient de x = —oo sur un axe (H, x) ou H est situé a l'intérieur du
nuage électronique, 4 la distance OH = "2 du noyau. Donner I'expression de son
énergie potentielle V(x) = —eU(x) en distingant x < —a, x € [-a,a] et x > a, ol on
précisera 'expression de a en fonction de ry.

d) Tracer I'allure de V(x) (I'étude de la fonction n’est pas demandée, on pourra se
contenter de reproduire la courbe obtenue a la machine).

Deuxiéme partie : calcul du coefficient de réflexion.
On modélise le potentiel énergétique V(x) de la question précédente par un potentiel
constant par morceaux :

Osix<-a
V(x)=| -Vgsi —asx<a

Osix>a

On braque dans la direction et le sens de iy un faisceau d’électrons de masse m, de
vitesse v d’énergie E = %mv2 >0>—Vp. On pose

2mVy 2m(E +Vp) 2mE
o=V TR VTR T T
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a) Dans la zone [—a,a] (ou le potentiel est constant égal a —Vj), on cherche une
solution stationnaire de I'équation de Schrédinger sous la forme

w(x, 1) = u(®)-@x)

Etablir I'expression de u(f) (on précisera la relation entre w et E) et 'équation
différentielle du second ordre vérifiée par ¢(x).

b) Justifier en quelques mots qu’on peut prendre
A1eK¥ 1 BleKY six < q
@) =| Arelk* +Bye k¥ gi —g<x=<a

AzeX¥six>a

c) Ecrire le systeme d’équations liant les différents coefficients complexes.

d) On note les vecteurs courants de densité de probabilité
- K. hK - hK
Ji =181 — iy, Jr=—IB>— iy, et]; = |Ag]* — ily
m m m

Et on définit les coefficients de réflexion et de transmission

e Ul 101
171 7

Quel est le sens physique de T et de R et quelle est la relation qui les lie ?

Troisieme partie : effet Ramsauer.
Pour la suite, on admet les expression suivantes (le lecteur intéressé pourra les éta-
blir)

pZsin?(2ka) 1 ks
= - etT = - avecf=——
1 +p2sin?(2ka) 1+ p2sin2(2ka) 2kK
Voici I'allure des variations de R (noté y sur le graphe) avecE (onaprisVg=1,a=1
2m
etsy =1) :
hZ

0.06

0.05

0.04

¥/0.03 §

0.029 ||

0.014

a) Pour quelles valeurs de E, R s’annule-t-il ? Est-ce cohérent avec la courbe don-
née ?
b) En quoi les résultats obtenus prouvent-ils I'effet Ramsauer ?

¢) Donner 'expression de la vitesse minimale v qu’il faut donner aux électrons pour
observer cet effet.
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Oscillations quantiques entre deux états
Une particule posséde deux états stationnaires d’énergies respectives E et Ej.
a) Donner les pulsations correspondantes w1 et wo.

b) Exprimer les fonctions d’onde correspondantes en notant ¢1(x) et @2(x) les
termes spatiaux associés.

c) Exprimer les densités de probabilité p; (x) et p2 (x) correspondantes.

d) On pose

D(x) = o1 () (x) = r(x)e!OW

Donner I'expression de la densité p(x, t) de la superposition des deux ondes en
fonction de p1(x), p2(x), r(x), 8(x), E1 et E2. En déduire la pulsation wqs.

Superposition dans un puits

On considere la superposition de deux états d’'une particule dans un puits infini de
largeur a :

. (mxy _;Eut . [2mx) _;Eat o h2m?
q;(x,t):Alsm(—]e h+Aosin|——|e "h avecE,=n >
a 2ma

a) Une particule de masse m et d’énergie E > 0 est placée dans un puits infini
de potentiel situé entre x = 0 et x = a. En cherchant une solution stationnaire
w(x, 1) = @(x) - u(?), montrer que son énergie est quantifiée et justifier 'expres-
sion proposée pour E;.

b) Etablirla relation entre Ay et Ay.

c) Pour la suite, on prendraA; = A = \/LE’ vérifier que ces valeurs conviennent.

d) Représenter p(x, 1) = |y (x, )| pour des valeurs de ¢ bien choisies.
e) Quelle estla période T des oscillations quantiques ?

f) Calculer et commenter le produit AE x T ol AE est l'incertitude sur |'énergie.

Systéme a double puits, oscillations quantiques

Le modele mécanique (1) modélise le systeme quantique (2) :

(1) :unmobile ponctuel M de masse m se déplace sans frottement sur un axe (O, x)
horizontal ; il est relié a deux ressorts identiques de constante de raideur k et de
longueur a vide €y, dont les extrémités sont fixes en F et G distantes de FG = 2b
avec b < {y ;

(2) :unemolécule est modélisée par une structure pyramidale dans laquelle 'atome
central est fixe en O, d’axe (O, x) et les trois atomes P, Q et R se déplacent en res-
tant coplanaires, dans un plan IT d’abscisse x ; lorsque x change de signe, le mou-
vement conjoint des trois atomees évoque le retournement d'un parapluie ; la mo-
lécule d’'ammoniac NH3 est un bon représentant de ce modele.

P
o ¢
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Question préliminaire : donner l'expression de l'énergie potentielle élastique V(x) du
systeme (1) en fonction de la variable x. La courbe représentative de V(x) est la sui-
vante :

On suppose que cette fonction représente correctement le potentiel énergétique
dans le systeme (2) et on le modélise par le potentiel continu par morceaux suivant :

+oopour x < —-3aoux>3a
V(x)=| OpourxEe€[-3a,—aluUla,3al
Vo pour x €] — a, al

2mE
h2
5=/ ﬁz—E) On suppose enfin que E « V) ce qui entraine que k8 = ﬁ « 1.

a) Comment peut-on expliquer que la particule puisse passer des valeurs de x néga-
tives a des valeurs de x positives, et réciproquement ?

On considere une particule de masse m et d’énergie E > 0. On pose k = et

b

=

On cherche les solutions stationnaires de I'’équation de Schrédinger sous la forme

-E
Wix, ) = yop(x)-e 'R’ oll p(x) est une fonction de x a valeurs réelles. Justifier
que p(x) = y(x, 1) -y* (x,1) est une fonction paire. En déduire que ¢(x) est une
fonction impaire qu’on notera ¢; ou paire qu'on notera @p.

¢) On propose les solutions suivantes

X [-3a,al |—a,al la,3al
@;(x) | —Isin[k;(Ba+ x)] I(]Sh% Isin[k; (3a—x)]
¢@p(x) | Psinlkp(3a+x)] Poch% Psin(kp(3a—x)]

Vérifier ou traduire les conditions aux limites en x = a et en x = 3a. En déduire
que

i

tan(2k;a) = —Ic,~6,~th8i et tan2kpa) = —k,ng,gcothSi
p

d

=

Expliquer pourquoi ces deux équations définissent deux énergies distinctes B
etE;.

e) Ces équations peuvent étre résolues graphiquement par tracé sur un méme gra-
phique des fonctions tangente, tangente hyperbolique et cotangente hyperbo-
lique pondérées par le coefficient k6. Elles se croisent au voisinage de ka = % ;
a quelle énergie E cette égalité correspond-elle ?

f) Les valeurs approchées de E), et de E; sont trés proches 'une de 'autre, et tres
proches de Egy. Donner l'allure des courbes représentatives des fonctions ¢; (x)
et pp(x).
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g) On considere maintenant les superpositions de deux états stationnaires :

1 1
v, f) = 7 (Wpx, ) —y; (x,0)] etyp(x, 1) = 7 (Wp(x, 6) +y; (x, 1)

Si on fait 'approximation E; = Ep, monter qu’on définit ainsi deux ondes station-
naires. Tracer dans ce cas l'allure des fonctions spatiales g (x) et ¢p (x) associées,
puis celle des densités linéiques pg (x) et pp (x). Expliquer les indices G et D choisis.
Expliquer le choix du coefficient Lz

h) E; et Ep sont légerements différentes : E; —Ep = 8E < Eg. Exprimer la fonction
densité linéique p(x, t) en fonction de pg(x) et pp(x) et mettre en évidence un
phénomeéne quantique qu’on peut nommer « oscillations de retournement ». Ex-
primer la pulsation de ces oscillations en fonction de 8E.

Du mal a démarrer

La méthode de séparation des variables nécessite d’isoler les

termes en t d’un coté, ceux en x de P'autre, puis on identifie ces
deux termes a une méme constante.

) o dPe)
On identifie P

Sur un cercle, on a une périodicité de période angulaire 2.

au laplacien, qu’on exprime pour ¢(6).

La solution proposée doit étre injectée dans I'équation de

Schrodinger spatiale, et par identification, on en déduit E et k. La
condition de normalisation permet de calculer C.

Les questions (a), (b) et (c) sont bien guidées. Pour la ques-

tion (d), le pic de probabilité correspond au maximum de la fonc-
tion sinc?. Pour la question (e), la largeur du paquet est définie
par les deux annulations de part et d’autre du maximum de la
fonction sinc?.

Tous les calculs se raménent a des combinaisons linéaires et

a des conjugaisons de grandeurs complexes.

La normalisation de la fonction d’onde nécessite le calcul de

Iintégrale d’une fonction sinus carré, qu’on linéarise, et le résultat
se simplifie grace a la relation de quantification dans le puits.

Les solutions dans les deux domaines sont des combinai-

sons linéaires d’exponentielles complexes la ou I’énergie est su-
périeure au potentiel, d’exponentielles réelles la ou I'énergie est
inférieure au potentiel. La divergence de I'une des exponentielles
réelles quand x — +oo permet d’annuler I'une des constantes. La
discontinuité du potentiel en x = 0 étant finie, il y a continuité de
@etdeqy.

Les équations de Schrodinger spatiales sont du type oscilla-

teur harmonique pour x <0 et pour x > 0. Les solutions font donc
apparaitre deux sommes d’exponentielles complexes, et quatre
constantes d’intégration. Celle qui est nulle est celle qui corres-
pond a une onde venant de +oo. Les continuités en x = 0 per-
mettent dans un premier temps d’exprimer les coefficients de ré-
flexion (r) en amplitude et de transmission (f) en amplitude. On
en déduit Ret T.

(p

La condition de normalisation permet de calculer |A|. L’iden-

tification de la formule de Planck-Einstein donne E. L’introduc-
tion de la solution proposée dans I’équation de Schrédinger donne
I’expression de V(x). Le calcul des valeurs moyennes est assimi-
lable a un calcul d’espérance mathématique.

Les relations de continuité donnent un systéme de relations

qu’on combine pour éliminer les constantes d’intégration, on en
déduit une relation entre k, 8 et a. En élevant cette relation au
carré, en utilisant les formules de trigonométrie et les expressions
de k et de 8, on en déduit I'équation qui définit k. Cette équation
est résolue de facon graphique.

Toutes les questions peuvent étre traitées en utilisant les li-
mites et équivalents des fonctions exponentielles. On rappelle que

u u
_ e —e
shu= %=

La traversée par I’électron de la barriére de potentiel par ef-

fet tunnel est régie par une loi statistique. Le nombre d’électrons
qui passent est proportionnel a T, et ce nombre donne directement
I’intensité du courant électrique. On en déduit que i dépend de la
distance entre la pointe et la plaque, on peut donc reconstituer le
relief de la plaque grace a la saisie des valeurs de i.

En injectant la solution proposée, et en identifiant les coef-

ficients de i d’une part, les autres d’autre part, on en déduit un
systéme d’équations en f et en 0. Leur intégration donne 'expres-
sion attendue.

La premiére partie est un simple exercice d’électrostatique.

L’allure du potentiel évoque bien un puits de profondeur finie.
Dans la deuxieme partie, les solutions en exponentielles com-
plexes donnent des relations de continuité symétriques en x = +a.
Les coefficients R et T peuvent étre interprétés comme des proba-
bilités dont la somme vaut 1. La troisiéme partie est une exploita-
tion graphique des résultats.

Le développement de la densité de probabilité associée a la

somme des deux ondes fait apparaitre deux termes carrés (py et
p2) et deux termes rectangles qui se simplifient grace a I'introduc-
tion de r(x) et 0(x).
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La question (a) est une question de cours. La normalisation

donne une relation entre Ay et Ay, il est inutile de chercher a la ré-
duire a la question (b). A la question (c), on vérifie que les valeurs
proposées conviennent, il faut pour cela calculer trois intégrales
de fonctions trigonométriques.

Les relations de continuité donnent des relations entre sinus,
sinus hyperbolique, cosinus et cosinus hyperbolique. On en déduit
les relations demandées. La fin de I'exercice nécessite I'utilisation
d’un outil de tracé de fonctions.

Corrigés des exercices

a) Les dérivées partielles s’écrivent

i Py, "
—at =u (Dp(x) et 76x2 =u(@y (x)

b) Enremplacant dans I'équation de Schrédinger
hZ
ihd (De(x) = - o u(De" (x) + V@ u(t)p(x)

En divisant par y(x, 1) = u(#)@(x)

5 u' (1) 12

1
=- \4
u(r) 2me(x) ¢ +V)

qui est bien du type A(f) = B(x).

¢) Si on dérive cette derniere égalité par rapport au temps,
puis par rapport a x, on obtient

A1) =0
{ B'(x) =0 donc A(t) = cste = B(x)
Comme B(x) est homogeéne a V(x), il est homogene a une
énergie et on identifie la constante a 'énergie de la parti-
cule E. On en déduit les deux équations données dans le

cours ,
ipu(t) _
{ lhw =E
i " _
—m(p (x)+V(x) =E

a) Léquation de Schrodinger spatiale unidimensionnelle
s’écrit, pour une particule libre (V(x) =0) :

d%(x)
dx?

2mE
+ ?(p(x) =0

. 2mE
SOit Ap(x) + ——¢p(x) =0
B2
Pour la particule sur un cercle, on écrit donc par analogie

2mE

1 d%p(®
¢ )+7(p(9):0

R do?
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b) Par périodicité, ¢(0) = @0 +2m).

¢) Léquation se résout en

mR2E
0+ a

@(0) =Acos

La condition aux limites donne

2mR2E
hz

2n=n-2n, neN

2mR2E
hZ

donc =n? et Pn0) =Aycos(nb+ay)

donc y, (6, 1) = Aye” 7 cos(nd+ay)

On pourrait déterminer A, par normalisation de la fonc-
tion d’'onde sur 6 € [0, 27].

a) D’apresle cours,

” 2m
@ (x)+ ) (E-=VX)px) =0

b

=

On vérifie que ¢(0) = 0, conformément a la loi de conti-
nuité de ¢ en x = 0. Calculons la dérivée seconde de ¢ :

@' (x) = Ce k¥ — kCxe **
¢ (x) = —2kCe™ ** + k2 Cxe k¥

et on injecte dans I'équation spatiale

2mE 2mA
—2kCe k¥ 4 k2Cxe k¥ + h—ZCxeka + S "ce k=

h2

soit, apres simplification et identification

_ _h%k?

{ E=- 2m
k= Am
hZ

¢) Lénergie est donc négative, et le profil énergétique est le
suivant :



=

=
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V=

La condition de normalisation donne

+0o

wix, Oy* (x, Hdx =1
(o0}

Comme C est réel, ¢(x) aussi ; de plus, ¢ est nulle pour
x <0, donc

+00
f cpz (x)dx =1
X

2
2 2! ce

c?x?e ¥ ax=c =——=
(k)3 4k3

+00
soit f
x=0
3
donc C =2k2

La valeur moyenne est

3Ic: 3

+00o +00
<x>:f xp(x)dx:f CPxle Pk gp= "2 = =
X=—00

=0 @kt~ 2k

Larelation de dispersion s’écrit

B hik?
o =—Kk? donc wg = -0
2m 2

La vitesse de groupe s’obtient en dérivant la relation de dis-

persion :
dw h hk(]

— =—kdoncvg = —

dk m £ m
La fonction a(k) est égale a la constante ag dans l'inter-
valle [k - AT]‘, ko + AT]‘], nulle partout ailleurs. Exprimons

I'intégrale, limitée a cet intervalle, en remplagant k et x par
les expressions fournies par I'énoncé :

k'0+ATk .
W, 1) :f . (X()eil(wo t+vgkt—vgkot—kX-kvgt) 7.

k'0+ATk .
wix 0 = 0‘0[ o~ i(wot-vgkot=kX) 47
k=ko— 4k
Effectuons le changement de variable d’intégration pro-

posé par I'énoncé K = k — kg donc k =K+ ky et dk = dK :

Ak
2 —i - —_ -
\V(x,t):(xof A € i(wot—vgkot—KX kOX)dK
K=—Ak
2
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Ak

y(x, 1) = (xoe_i((‘*’o_"8k0)t—k0x)fT

" KX gK
K=-Ak

On retrouve donc bien la formule donnée par I'énoncé
avec = (wg — vgko)t — koX.

¢) Le calcul del'intégrale est simple :

Ak ) Ak

2 ; x| 2
1= e XK= [KelKX N
K=—4k i _ak

~ Ak ~ Ak ..
. X% _ i X Zzsm)%k Ak
soit 1= i = .
iX gl'X_gk

XAk i XAk
soitI=Ak-sinc — doncw(x, 1) =ag ¢~ B Ak sinc >

qui est bien la forme attendue. La densité linéique de pro-
babilité est, par définition :

px, ) = wix, ) - w* (x, 1) = a3 Ak? sinc? %k

d

=

Le pic de probabilité correspond au maximum de p(x, ),
et est donc atteint, a la date ¢, lorsque X = 0 (maximum de
la fonction sinus cardinal carré), soit

X—vgt=0soitx=vgt

vg est donc la vitesse de déplacement du maximum de
la fonction p, c’est donc celle de déplacement du paquet
d’ondes, ce qui est bien la définition de la vitesse de
groupe.

e) Lesbords del’enveloppe délimitant le paquet d’ondes sont
obtenus pour

Ak . 21
—— =xmsoitX=+—
2 Ak

La largeur du paquet est donc

AX_Z_H_(_Z_H)—4—HdoncAX Ak = 4m
Ak U Ak) T Ak -

Or Ak = A—ﬁp donc

A
AX- Fp = 47 s0it AX-Ap = 2h

qui est conforme a I'inégalité d’'Heisenberg spatiale (on
rappelle que h n’est que I'ordre de grandeur du produit, et
le coefficient 2 n’est donc pas génant.
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f) La condition de normalisation s’écrit

XAk
()(%Ak2 sinc? 2=

+0o +00
f v(X, 1)dX =1 soit f aX=1
X=—00 X=—00
Effectuons le changement de variable u = XAk soitX = A—L]é

etdX = Aik du. La condition de normalisatlon s’écrit donc

+00 2
cx(Z)Asz sinc® u- —du=1
X=—00 Ak

et en utilisant le résultat donné par 'énoncé :

2

2012

agAk“-m-— =1doncag =
0 Ak 0

1
V2nAk

a) D’apresle cours :

® VD B2 0%y(x, 1)

ot 2m ox2

+VEOW(x, 1)

b) Les deux termes de la combinaison linéaire s’écrivent :

(W -E] : vy zh—w] — +V(x)ww
hZ aZw*
[y-E*] :w[ =y VY
La soustraction des deux relations donne
I I T i P T
E') : iR — — = —_— =
(E) =i ["’ ar "V o am |V ox2 TV o2

¢) Calculons la dérivée temporelle de p et la dérivée spatiale
de].

op _Oyy* oy Oy”
or ot Var Vo
o __ihfoyroy Py dyoyr 3Py’
ox dx Ox a2 ox ox VY oxZ
o[,
ox  2m 0x? 9x?
L équation (E’) s’écrit donc :
., 0p 0] 0] 0p
— = —jh— soit — + —=0
e T T e Mo Tar

qui est bien 'équation de conservation particulaire du
cours.
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d)

a

=

b

=

c)

Pour la fonction d’onde y(x, £) = yge (@I=k9) .

* i(wt—kx)

W e i(wt—kx) _

J(x, 1) = -ikyge”

—i(wt—kx) (= lk)u/* i(wt—kx) |2@

woe S

qui est bien I’expression de ] donnée dans le cours pour la
particule libre.

Par définition de la fonction d’onde stationnaire :
=woe " p(x)

La densité linéique de probabilité est égale au carré de la
fonction d’onde est

w(x, 1) =2iAsin(kx)e”[®f

p(x) = W(x, ) w* (x, 1) = 4|A* sin® (kx)

La condition de normalisation s’écrit
f +00
X=-00

On linéarise le sinus carré : sin®(kx) =

a
p(x)dx =1 soit f 4]A1 sin® (kx) = 1

x=0

lfcos(zkx) donc

2|A|f (1-cos(2kx))dx = 2/A [ w
0
sin(2ka)
— 2P fa- 22
S Y

Or la relation de quantification pour le puits de potentiel
infini de largeur a s'écrit k = n7; oli n est un entier naturel
non nul, donc

sin(2ka) = sin(2nn) =

La condition de normalisation s’écrit donc

2 . 1
2|A|“a =1 soit |A| = E
En prenantA = —ia :
a=|A|= L
V2a

En remplacant A par son expression, on a donc

. 2 . 2nx 2 | 92mx
@(x) =2asin(kx) =/ — sin — et p(x) = — sin” —
a a a

VoiciI'allure des deux graphes :

o(x) p(x)

V
V-
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a)

b)

c)

d)

a)

b)

Les solutions dans les deux domaines s’écrivent pour x < 0
et x > 0 respectivement :

@1(x) = A1k 4+ B~ ikx
{ @200 = Aze’ +Bye”d
X
Lorsque x — +oo dans le milieu 2, e% — +oo, il est donc
nécessaire que Ay = 0.
La hauteur de la marche étant finie, il y a continuité de ¢
etde ¢’ en x =0, donc

A1 +B1 =B
ik(A-By) = -5

Pour x >0, ) .
W(x, ) =Boe ®Te™5

donc p(x, 1) = w(x, Dy* (x, ) = [By2e” 5

Cette densité décroit exponentiellement avec x mais n’est
pasnulle, il est donc possible de trouver une particule dans
le domaine x > 0, alors que c’est interdit par la mécanique
classique car I'énergie potentielle V(x) = Vp étant supé-
rieure a I'énergie mécanique E, 1'énergie cinétique serait
négative.

Les deux équations spatiales de Schrédinger sont du type
oscillateur harmonique ; notons avec l'indice 1 les gran-
deurs pour x <0et2 pour x>0 :

@1(x) =A1e/F1¥ 4+ B emih1x
P2(x) = Agelke¥ 4 Bye~ikex

La particule incidente se propage dans le milieu 1 dans le
sens des x croissants ; si elle passe la marche, elle conti-
nuera a se propager dans le milieu 2 dans le sens des x
croissants ; si elle rebondit sur la marche, elle se propa-
gera dans le milieu 1 dans le sens des x décroissants ; En
aucun cas, elle ne peut se propager dans le milieu 2 dans
le sens des x décroissants. Voici les ondes associées aux
quatre termes définissant @ et ¢, :

Wi(x, 1) = (pl(x)e—iu)t =A e—i(wtfklx) +Ble—i(wt+k1x)

Wa(x, 1) = (pg(x)efiwt :Aze—i(wt—kzx) +Bze—i(wt+k2x)

Les arguments du type wf — kx traduisent une propaga-
tion dans le sens des x croissants, ceux du type wt + kx
dans le sens des x décroissants. Londe d’amplitude Ay est
donc l'onde incidente (sens des x croissants dans 1), celle
d’amplitude Ay est 'onde réfléchie (sens des x décrois-
sants dans 1), celle d’amplitude B; est 'onde transmise
(sens des x croissants dans 2), et nécessairement By = 0
(pas d’onde dans 2 dans le sens des x décroissants).

)

d

=

e)

f)

Physique quantique Chapitre 13

La hauteur de la marche étant finie, il y a continuité de ¢
etde ¢’ en x=0, donc

B A
Ay +By=Ay donc 4 VTR
ikiAy —iki By = ikpAy 1_%:%%

_B _ A . N
Enposantr = z- et £= 37, on obtient le systeme

— _ki-k
1+r=t r=
{ k, donc { B k{,glkz

1-r= =
ky k1+ko

Les vecteurs densité de courant de probabilité associés aux
trois ondes sont respectivement

T ki - hky -
Ji = Iwilz—l Uy ——A%—l Uy
F _ _p2hk -

], =-B2a

7 %k -

It——AZZ—ZuX

On en déduit les rapports des densités de courant de pro-
babilité :

po el _ (5)2. ki Uk = ko)?

T AL ko Gk + k)2

T:"T_r":(ﬁ)?@:m
i \AL) ko (k+ko)?
R est la probabilité de réflexion et T celle de transmission

d’une particule incidente sur la marche de potentiel. On
remarque que

K t2kika+ kG Hakiks

R+T
(k1 +k2)?

ce qui prouve que la somme des probabilités vaut 1.

Exprimons les deux termes :

E
fr = 2mE b = 2m(E-Vp) _ Zm(E—j)_ mE
S -l il 72

donc k1 = kov/2. On en déduit

R (k1 —k2)?  (koV2-k2)? 3-2V2
(k1 +k2)%2  (koV2+k2)2 3422

_ 4k ko _ 4k§\/§ _ 42
(k1 +k2)2  (koV2+kp)2 3+2V2

Par définition du coefficient de transmission, la probabilité
de transmission d'une particule est de 0,971. Statistique-
ment, sur 1 000 particules incidentes, 971 sont transmises.

~0,029

~0,971
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a)

b)

c)

d)

e)

La densité linéique de probabilité de présence p est expri-
mée en m~! donc y est exprimé en m ™2 et il en est de
méme de A. wg est en radian par seconde.

Ona
mwoxz

p(X) = w(x, O™ (x,1) = [Al?e™ R

La condition de normalisation s’écrit

+00
f p(x)dx=1
X

=-00

: _ muwo
Soit, en posant o= T

1
2 :
|A|2,/3:1donc|A|=( m‘”o)
o4 h

1
2mwo 4
0) eze

doncA= (

Par identification a la solution stationnaire

i B h
y(x, 1) = efl%tcp(x) doncE = %

En remplacant y(x, t) dans I'équation de Schrodinger, ou
mauw,
@(x) =Ae” 5% dans I'équation spatiale

d@(x)
dx?

2m _
+ ) (E-=VX)epx) =0

On calcule

_mwg (2
cp’(x)z—A%xe zh ¥

2.2 mw,
@"x) =A [_% + %XZ e*z_hoxz
202
mwg MWy 5, 2m
donc - —— + x“+—(E-V(x
3 2 2 ( (%))
et en utilisant I'expression de E obtenue a la question (c)
_1 20
V(x) = 2 mwyx

On reconnait 1'énergie potentielle d'un oscillateur élas-
tique de pulsation propre wg = 1/ % doncV(x) = %kxz.
La valeur moyenne est
+00
<x>= f xp(x)
X=-00

Cette intégrale (convergente) est celle d'une fonction im-
paire, elle vaut donc zéro.
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f) De méme

1 1 +00
< —mm(z)x2 >= —mw(z)f x2p(x)
2 2 x

=—00

En utilisant I'intégrale donnée par I'énoncé

2
1 1 b mw

< —muoéx2 >= —muuélAl2 — = 0
2 2 Viaod 4«

1 hw
< —mm%x2 >= 20
2 4

a) Pour x <0, le potentiel est infini donc la probabilité de pré-

sence est nulle. Les formes proposées sont celles données
dans le cours dans le cas x € [0, a] ol I'énergie est positive
et le potentiel nul, et pour x > a ou I'énergie E est infé-
rieure au potentiel Vg.

b) ¢ ne peut pas diverger pour x — +oo, donc nécessaire-

ment Bo =0.

c) Les conditions de continuité donnent :

e en x = 0, il y a une discontinuité infinie du potentiel
doncil y a continuité de ¢ :

@0 =0

e en x = a, ily adiscontinuité finie du potentiel doncil y a
continuité de ¢ et de sa dérivée :

¢pa)=¢@") ety (@) =¢' @)
Les trois équations sont donc :

A1 +B1 =0

Aretka Bremika—p,e
. . a

ikAye'k — ikBjemika = 22075

a
5

d) Le systeme s’écrit

_a
o

2iA;sin(ka) =Aze
2ikAj cos(ka) = —A—ge

By =-Ajet {

ol

En divisant ces deux égalités, on en déduit que

E

tan(ka) = —kd = —
Vo-E

Conservons I'information tan(ka) < 0 et élevons au carré :

E
tanz(ku) =—
Vo-E

soit (Vo —E) sin?(ka) = Ecos?(ka) = E—Esin?(ka)

E E k
soit sinz(ku) = V_O donc |sin(ka)| = \ | V_o = k_o
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e) Posons x = ka :1'équation s’écrit alors

. X . . X
|sinx| = — soit |sinx| = = avecp = kga
koa p

avec tan(x) < 0 donc x € | 5 + pm,m+ pm|, p entier. En utili-

sant les graphes proposés par I'énoncé, on constate que

e Ssif< % soit kg < %, la seule solution de I'équation est
entre 0 et % donc sa tangente est positive et on la rejette ;
le probleme n’a donc pas de solution stationnaire ;

e sif > 7 soit ky > -, il y a un nombre fini de solutions ;
en particulier pour § = 57, soit kg = 57”, le graphe donné
par I'énoncé prouve quil y a 5 solutions de tangentes
négatives, et que les premieres sont proches de x =«
(k=1), x=2n (k=28), x=3n (k=3Z) ;ilyadonc un
nombre fini de solutions stationnaires et le probléeme est
quantifié ;

e pourf} >> % soit kg > %, la droite est presque confon-
due avec I'axe des abscisses, il y a donc un trés grand
nombre de solutions qui sont proches de x = nn soit
k=%, n entier naturel non nul, qui est bien la relation
de quantification pour le puits de potentiel infini.

a) & = klz est la distance caractéristique de pénétration,
aussi appelée épaisseur de peau.

b) Considérons les deux cas.
e Barriere tres haute : Vo — +oo donc kp — +oo et
sh(kpa) — +o0. Léquivalent de T est :
212 2
- 4k7 k5 _ 4ky o
kysh?(kya)  k3sh®(kya)

o Barriere tres large : a — +oo donc sh(kp a) — +oo. L'équi-
valentde T est :
212
e 4k7 k5 o
T2 4 12)2gh2
(k7 + k5)“sh” (kp @)
Dans les deux cas, le coefficient de transmission tend vers
zéro et la barriére est pratiquement infranchissable.

c) Sia> klz’ alors akp > 1 et le sinus hyperbolique a pour

équivalent
kz a _ e~ kz a kz a

sh(kpa) = ef = 82

Comparons les ordres de grandeur des deux termes du dé-
nominateur en estimant leur rapport : comme E est du
meéme ordre de grandeur que Vo, k1 et k» sont du méme
ordre de grandeur (k; = kp = k) et

4Kz k2 4k L
=~ =~ <
(k2 + k2)2sh?(kpa)  (2k2)2sh?(kya) ~ e2k2a

a)

b

=

c)

d

=

e)
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On en déduit I'équivalent :

212 212
4k K2 16KEKS 5ty
(k2 + k3)?

T g2, 2 etk T
(k1+k2) 1
212

16K2 k2

qui est bien la forme attendue avec Tp = —5—=%5.
(k7 +k3)

D’apres le cours, la barriere est constituée si eUg > E, soit
V() > E.

Lexponentielle varie de 0 a 1 lorsque son argument %“ va-
rie de 0 a 5 environ. Pour pouvoir distinguer les variations
de a, il faut que la dérivée de 'exponentielle reste signifi-
cativement non nulle, ce qui est le cas quand %“ reste de
'ordre de 1 donc si a = 8.

Un courant électrique est détecté si certains électrons par-
viennent a franchir la barriere de potentiel énergétique.
Cette possibilité, interdite en physique classique, est pos-
sible en physique quantique : c’est |'effet tunnel.

La mesure du courant donne acces a la probabilité de tra-
versée de la barriere de potentiel par les électrons :

. dq dN _2a
i=—=e =p-T=pTpe 3

La connaissance de T donne acceés a a d’apres I'expres-

sion exponentielle. Si on note d la distance de la base de la

plaque ala pointe, I'altitude de la cellule estdonc z = d —a.

La connaissance de z pour chaque cellule donne acces au

relief de la plaque.

Le rapport des intensités est égal au rapport des coeffi-
cients de transmission :

2a

19 T, Toe™ &
To=T1+—T1o—==1L,19¢ ———=1,19

100 T, BT

Toe 3

2
soit e5@~a) =1 19

o)
doncay—a; = Eln1,19:0,87 nm
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a) Approximation WKB.
i)  Calculons les dérivées de ¢ (x)

(p/(x) = f’(x)eie(x) + if(x)@'(x)eie(x)
(pl/(x) = f//(x)eie(x) +2if/(x)9/(x)eie(x) +
if(x)@”(x)eie(X) —f(X)G/Z(x)eie(x)

On injecte dans I'équation de Schrédinger spatiale
[f"(x) —f(x)S’z(x)] 00 4

i[2f' (00 (x) + (00" (1)] 00 +

2m (E—V(x))
o2

En simplifiant par 219 on ng gligeant le terme £/ (x)

selon I'approximation WKB, et en identifiant les coef-
ficients de i et les autres

21 ()0 (x) + f(x)08" (x) = 0
~f 0% (0 + Z2ENOD p) = 0

soit {

i) Laseconde équation donne

f(x)eie(x) — 0

Zf’(x)el(x) +f(x)e”(x) =0
912(x) _ 2m(EF;2V(x))

2m(V(x) —E)

—O(,Z(X) == K2

Or V(x) > E donc

’ 2m(V(x) —E)
=TT
X —
em(x):f JEmvw-B
0 h?

La premiere équation s’écrit

[l 0"
fo 20/

En primitivant chaque terme

In[f(x)] = —%lnla’(x)|+K

1
donc | f(x)] = Kola' (x)] 2
et en jouant sur le signe de Ko

NI~

2m((V(x) —E)

Fx) =Ko 2
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=

. 2m 1
soit f(x) =Ko [ [V(x)-E] 4

)
soit f(x) = o [V(x) —E]_‘ll

En reconstituant!’expression, on a bien
-1 _ax)
@) =po[V(x)—E] 1e
iii) On peut écrire

ob) _
¢(a)

1
V(b)‘E] 1 —alb)+al@
V(a)—-E

OrV(a) =V(b) et

b —
a(b)_a(a):f ‘/wd“
a h

On en déduit

)
@(a)

2 b [2m(V(w-E)
:efzfa,/ihz du

T-|

b) Radioactivité a.

i)  Voicil'allure du graphe, qui laisse apparaitre un puits
de potentiel quand la particule alpha est dans le
noyau, puis une énergie potentielle d’interaction élec-
trostatique entre le noyau d’hélium de charge +2e et
le noyau fils de charge (Z-2)e.

AV \

\

VY~

|
|
R
|
|

7\6_4

ii) Lénergie E est inférieure a la barriere de potentiel,
mais cette barriere est de largeur finie, la probabi-
lité de franchissement par effet tunnel n’est donc pas
nulle. On identifie la probabilité de franchissement ra-
diale au coefficient de transmission T, on calcule ce
coefficient grace a la formule intégrale.
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Premiére partie.
a) Les symétries et invariances sont celles de la sphere donc
E=E(n)iir

Choisissons pour surface de Gauss X une sphéere de rayon
r. Le flux du champ électrique vaut

# =E(r)-4nr?
z

Sir = rg, lacharge intérieure est la charge totale de I'atome,
ellevautOetE(r)=0.Sir<rq

4 3 r3
Qint=2e+pg-znr’°=2e|1-—
3 r3
0
2

e r r

donc E(r) = 5 —g——

2nsor0 r ro

b) On en déduit le potentiel électrique en primitivant
E=—grad U(r)

Ksir=rg
U(T): e

5 /
Zrcor? - +K'sirsrg

2
.
*tor

Le potentiel étant nul a I'infini, K = 0. En assurant la conti-
nuitéen r =ry

e 1 ,
5 [1+5[+K =0
2megry 2
2 2
T r 3
doncU(r) = 5 L, 2 sir<rg
2megrg | T 20 2

¢) Lénergie potentielle est nulle si I'électron est a I'extérieur
du nuage, donc si x < —a et x > a. Sil'électron est a I'inté-
rieur du nuage, par application du théoréeme de Pythagore

doncV(x) =-eU(x) = — ¢ + - =

2negry | [r2 2ro 2
4+ +x?

d) Voicil'allure du graphe.

V=

Physique quantique Chapitre 13

Deuxiéme partie.

a) Parla méthode de séparation des variables, on obtient

u(t) = e~ avec E = ho
d’@(x) . 2m(E+V)
2

a2z T h

@) =0

b) Pour —a < x < a, on reconnait la solution complexe de
I'équation d’oscillateur harmonique. Pour x < a et x > a,
on a la méme type d’équation différentielle en remplacant
Vo par 0, donc le méme type de solutions en remplacant
k par K. Pour x > a, le terme manquant est B3 e iKx qui
correspond a une fonction d’onde

Bs e—i(w t+Kx)

se propageant dans la zone x > a dans le sens des x dé-
croissants. Cette onde ne peut correspondre qu’'a un flot
d’électrons venant de +oo, alors que I'énoncé précise que
le faisceau vient de la gauche, donc B3 = 0.

c) Les relations de continuité pour les marches de potentiel
de hauteur finie en x = —a et en x = a s’écrivent

Ale*l’KIZ +BleiKll :Aze*l‘ku +Bzeika
iKAj e~ Ka _ KB eKa = jgp, e~ Tka _ kB, elka

Ageik“ +Bze*ika :ABQiKa
ikAg etk — i kB, e'Ka = jKAze'Ka

d) R et T sont les coefficients de réflexion et de transmis-
sion du flot d’électrons sur la cuvette rectangulaire. Ce sont
aussi les probabilités de réflexion et de transmission, et
leur somme vaut 1.

Troisieme partie.

a) Rs’annule quand

nmn
sin(2ka) = 0 soit 2ka = nn soit k = 2a’ neN

soitE=E, = 2 _y
1 = = —
" 8ma? 0

Avec les valeurs numériques données,

n?n?

Ep=

—1doncE; =1,5, E» =8,9, E3=21,2,...

ce qui est cohérent avec le graphe.
b

=

Lorsque R =0, T =1 et les électrons traversent les nuages
électroniques sans étre absorbés, d’ou 'effet de transpa-
rence de Ramsauer.
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c) Pourn=1,ona

a) D’apres la relation de Planck-Einstein

w1 =

E;
n

b) Les fonctions d’onde s’écrivent

h

E
tu)g——z

—iEly —if2y
yilx, ) =e "hi@rx)etya(x,n)=e "R T@2(x)

¢) On en déduit les densités linéiques de probabilité de pré-

sence.

{ p1(x,1)
p2(x, 1)

d) Lasuperposition des deux ondes est

y(x, 1)

La densité associée est

=y1(x, 0w (x,0)
=ya(x, 0w (x, 1)

=1 (02
= |2 ()12

=yi(x, ) +y2lx, 1)

*l‘E—ll‘ *l’E—Zl‘
plx,n)=1e T pi(x)+e " @a(x)|-
_1 _2 "
Rl () +e' T gy (x)
pLx,0) = [91 ()] (0] + (02 ()93 ()]
B )
+ 010003 (e’ S +@1 (Op2(x)e” l%t]

. (Eo—-Ey)
P06, 1) =p1 () +p2 () + D)l T !

p(x, 1) =p1(x) +p2(x) +r(x)e

r(x)|e

E
p(x, £) = p1(x) +p2 (x) +2r(x) cos

C’est donc une fonction périodique du temps, il y a oscilla-

i0(x) i (Ep

r(x)e

p(x, 1)

tions quantiques de pulsation

442

w12 =

h

|E2 —Eq|

i0(x) l Eo— El)

* — E2 ED)
+®" (x)e 2

t

+

—i0(x) ,—i 2

=p1(x) +p2(x)+

El) o= 1000 pi Eerl) ]

_E
Zh Lirow

a) Onreprend le raisonnement du cours, on exprime

2mE

@(x) = Ae'** L Be kX gvec k = e

Les conditions aux limites s’écrivent

A+B=0 L

Aeika 4 Be-ika - donc 2iAsin(ka) =0
W n?

donclmzm‘retEn:n2 2,n(—:N
ma

b) La densité de probabilité de présence est

X 21X
p(x, 1) = wx, Oy (x, 1) = [A1]? sin® —= +|Ap|?sin® ===+
a a

" _l(El—Ez)t " BB x| 2mx
AjAse o +AjAze R sin — sin —
a a

La relation de normalisation s’écrit
a
Vi, f plx,dx =1
x=0

¢) Pour les valeurs proposées, on obtient

2mx 1 . o 2mx

plx, 1) = —sm + —sin® —+
a a a

2 (E1—E2)t . mx . 2mx

— Cc0s ————— sin — sin —

a h a

Les trois intégrales se calculent sans difficulté.

J§sin? Zdx = 4 3
J§sin? 21X 2’”‘ dx
Jo' sin 2% 22" dx=0

a 1 a 1 a
dOﬂCf ple,f)=—-=+—-~+0=1
0 a 2 a 2

La condition de normalisation est bien vérifiée.

d) On peut tracer]'allure de la fonction quand le cosinus vaut
-1,0etl.

A p(x)

V=
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On voit bien les oscillations de la particule entre les deux
bords de la cavité.

e) Lapériode des oscillations quantiques est

21 2nh 8ma?

w12 |E1—Eal  3h

f) On assimile

3R2n%  3n?

AE=Ey —E; = =
27 T oma?  8ma?

doncAExT=nh

Cest conforme a linégalité de Heisenberg temps-
énergie.

Préliminaire. Lénergie potentielle élastique est

1
Ep= Ek(@—eo)z

La longueur de chacun des ressorts, par application du théo-
réme de Pythagore, est £ = v/ x2 + b2 donc

2
Vi =2x %k(\/x2+b2—80]

Le graphe est bien celui de cette fonction.

a) Lénergie est inférieure a Vo, le franchissement de la bar-

riere de potentiel est possible par effet tunnel.

b) Le potentiel est symétrique par rapporta x =0 ; la densité

linéique de probabilité de présence est donc elle aussi sy-
métrique par rapporta x = 0, donc p est une fonction paire
de x :

p(-x) = p(x) soit 2 (—x) = ¢ (x)
soit [@(—x) —@(xX)] - [@(—X) + p(x)] =0
donc @(—x) = @(x) ou P(—x) = —P(x)

¢ est donc paire ou impaire.

¢) Ilyaapriori6 relations de continuité :

o continuité de ¢ en x = —3a (discontinuité infinie de po-
tentiel) ;

 continuité de ¢ et de ¢’ en x = —a (discontinuité finie
de potentiel) ;

 continuité de ¢ et de ¢’ en x = a (discontinuité finie de
potentiel) ;

o continuité de ¢ en x = 3a (discontinuité infinie de po-
tentiel).

d

=

f)

Physique quantique Chapitre 13

On vérifie sur les solutions proposées que
9;(=3a) = p;(3a) =0 et pp(-3a) = 9, (3a) =0

Les relations de continuité en x = —a et en x = +a donnent
les mémes relations ; il suffit donc de les écrireen x = a :

Ipsh & =1Isin(2k; a) Pochg =Psinkya)
Ipch& = —k;Icos(2k; a) Posh% =—kpPcoskpa)

En faisant le rapport entre les égalités, on élimine les
constantes :

a

1
6i‘[hi =———tan(2k;a) et §pcoth

1
3 = % —k—tan(zkpa)

5p  kp

Ce sont bien les deux relations demandées par I'énoncé.
En remplagant §; et k;, on obtient une équation en E;, et
de méme pour Ep.

La condition ka = 5 donne

, mw _2mE w® n2H?
k° = —5 80it —5— = — soit E=Ej avecE; =
4a h 4a

C’est I'énergie minimale (voir section 14.3) de la particule
dans un puits de potentiel infini de largeur 2a ; en effet,
E <« Vj et la situation est proche de celle ou x € [-3a, a] et
X € [a,3a] forment deux puits de potentiel infini de méme
largeur 2a.

8ma?

Les deux fonctions sont continues et de dérivée continue
en x = +q, nulles en x = +3q, @; est impaire et ¢, paire.
Voici l'allure des courbes :

VRN 1.8 VRN
16 /

141

1.2

0.8
0.6+
0.4+
0.24

e LR TR
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g SiE; =Ep, les fonctions d’onde

B JE;
Yplx, 1) = (pp(x)e_’Tpt ety;(x, 1) =@;(x)e 'R T

. . E ..
ont méme pulsation w = w; = wp = ﬁo Les superpositions
sont donc stationnaires

E
Ep
it

1 _;E
Vg, 1) = % @px)e Fix)e? il

7

- , -ifoy
Yo p( D) =[pp) g;(x)]e '

Les allures des fonctions spatiales g (x) et ¢p (x)

444

et celles des densités associées pg(x) = (sz(x) et pp(x) =

95 (%)

font apparaitre respectivement un lobe de probabilité im-

portante a gauche (G) ou a droite (D)

un coefficient de normalisation.

. Le coefficient - est

V2

h) Le calcul estle méme que celui du cours : il y a oscillation

quantique entre les deux états (G) et (D), donc oscillation

de retournement a la pulsation :



Sixiéme partie

Thermodynamique
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CHAPITRE 1 4

Thermodynamique statistique

Themes abordeés dans les exercices

LR R R IR IR A R R R

‘Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

o Exploiter la loi de la statique des fluides.

o Identifier et interpréter un facteur de Boltzmann.

o Caractériser un systeme discret a niveaux d’énergie indépendants non dégénérés.
o Justifier I'évolution de < E > avec la température.

o Exploiter le théoreme d’équipartition de I'énergie.

<o

Loi de la statique des fluides.

Loi de I'hydrostatique.

Poussée d’Archimede.

Modeéle de 'atmosphere isotherme.
Facteur de Boltzmann.

Systemes a niveaux d’énergie discrets.
Energie moyenne.

Capacité thermique.

Théoréme d’équipartition de I'énergie.

Gaz parfait.
Loi de Dulong et Petit.

Introduction a I'entropie statistique.
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Les méthodes a retenir

Notations et outils mathématiques. Dans ce chapitre, nous noterons

e R=8,31]-K!-mol™! la constante des gaz parfaits ;

o N, =6,02-10%° mol™! la constante d’Avogadro ;

e ky=1,38-10"22J-K"! la constante de Boltzmann.

Quelques notions de trigonométrie hyperbolique sont requises. On

définit ainsi Lo
shx = &5~
chx = &2

_ shx _ e'—e”
thx = chx = ef+e

x

Voici quelques propriétés de ces fonctions

sh’x =chx
etth'x =

2. M2y —
ch“x—sh“x 1,{ h'x = shx Ix

Voici I'allure des courbes représentatives des trois fonctions

th x

Exploiter la loi de la statique des fluides. La loi de la statique des fluides vue en premiére année

ar

E——Hg

est un cas particulier d'une loi plus générale

gradP+vaolzﬁ

448
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La force volumique la plus courante est le poids pg. On peut aussi
prendre en compte la force d’inertie d’entrainement —pd, en référen-
tiel non galiléen en translation ou en rotation uniforme (voir chapitre
1) les forces de gravitation ou la force électrique sur la particule de
fluide. Celle-ci étant immobile, elle ne subit ni force d’inertie de Co-
riolis ni force magnétique de Lorentz. Voici la méthode de détermina-
tion de la pression et des autres grandeurs du probléme.

(a) La projection du gradient et des forces sur les axes du repere choisi
conduisent a un systeme d’équations aux dérivées partielles vérifiées
par la pression P(x, y, z) en coordonnées cartésiennes ou P(r,0, z) en
coordonnées cylindriques.

(b) On écrit I'équation d’état du fluide étudié, de préférence en
termes de masse volumique

~m _nM
W=V TV

(c) On écrit les autres lois mécaniques ou thermodynamiques reliant

les variables.

(d) On integre les équations en introduisant a chaque étape les

constantes vraies ou dépendant des autres variables.

Exemple :

Déterminons la loi d’évolution de la pression avec I'alti-
tude dans le modéle de 'atmosphére isotherme.

(a) En choisisant I'axe z vertical ascendant, la loi de la sta-
tique des fluides s’écrit

oP(x,y,2) _
ox =0
oP(x,y,2) _ 0
opys) |
X,z —
—5— tHx, 1,28(x,,2) =0

(b) On assimileI'air a un gaz parfaitisotherme a la tempéra-
ture T, de masse molaire moyenne M = 29-107° kg-mol ™.
On en déduit

P(x,y,2M = u(x,y,z, )RT

(c) On suppose l'altitude suffisamment faible pour consi-
dérer que 'accélération de la pesanteur est constante

2

g(x,y,2)=g=9,8m-s”
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(d) Le systeme s’écrit donc

aP(x_:vylz) =0doncP(x,y,2) =P(y,2)

g—i =0donc P(y,2) =P(z) et u(z) = P(}f%M
) _ db _ _Mgp
0z dz RT

Cette derniére équation est a variables séparables. On I'in-
tegre entre le sol

z=0etP(0)=Py=1,0-10° Pa

et l'altitude z (on Saffranchit de la regle mathématique
interdisant de noter la borne et la variable avec la méme

lettre) : p y
fZ g V4
=—— dz

=0 P 2=0

donc In @ =
Py

Mg . _ Mgz
———250it P(2) = Pge™ ®t
RT

— Exercices 14.1, 14.2, 14.3, 14.4, 14.5, 14.6.

Identifier et interpréter un facteur de
Boltzmann.

450

Létude de I'atmosphere isotherme conduit a une expression remar-
quable de la densité particulaire. On note dN le nombre de particules
dans une tranche parallélépipédique de base S située entre z et dz et
n(z) = % la densité particulaire. On obtient

_msz

R _ mgz
Mx =nge BT

_ Mgz

n(z) = nge ® =npge

ol m est la masse de la particule, mgz son énergie potentielle de pe-

santeur et kgT une énergie caractéristique de I'agitation thermique

des particules. En intégrant entre z = 0 et +00, on en déduit le nombre

total N, de particules dans la colonne verticle de base S. On en déduit

enfin la probabilité élémentaire qu'une particule se trouve entre les
altitude zet z+dz :

mgz

dN _mgz
dpr([Z;Z""dZ]) = F =Ae kT

t

_ep
-dz=Ae ®T-dz
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Thermodynamique statistique Chapitre 14

Le terme exponentiel est appelé facteur de Boltzmann et A est une
constante de normalisation. On généralise cette expression. Soit un
systeme de particules, a 'équilibre thermodynamique avec un ther-
mostat a la température T. Si E est I'énergie caractéristique d'un état
physique &, alors la probabilité pour une particule donnée d’étre
dans l'état & (cas discret) ou au voisinage de I'état & (cas continu)
est proportionnel au facteur de Boltzmann

BE,T) = e T

Schématiquement, on dit que c’est I'agitation thermique kT qui per-
met aux particules d’atteindre 1'état d’énergie E, et que cette possi-
bilité décroit exponentiellement avec le rapport entre ces deux éner-
gies.

Exemple :

L'accélération de la pesanteur varie avec I'altitude :

(géﬁ” =9,81m-s~2. On en déduit
T

On pose gy =

-2
¥4
s@= 2 g1+
(1+R—ZT) B

Pour z <« Ry, on peut faire le développement limité
@ (1 2z )
z) = -—
g 8o Ry

On assimile 'atmosphere a un gaz parfait isotherme. La loi
de la statique des fluides s’écrit donc

dP P(z)M 2z
s

dz  RT
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Cette équation a variables séparables d’intégre entre z = 0

ouP=Pyetz:
%)
7— =
Rt

(-#)

Cette forme est un facteur de Boltzmann

p

Py

_Mgo
RT

_ Mgy
doncP =Pye

2
mao(= i
kT

P(z) =Pge”

2z ’ 2 . . .
et mgo (z - R—T) est'énergie potentielle de pesanteur modi-
fiée par la prise en compte des variations de g avec l'alti-
tude z.

< Exercices 14.7, 14.8.

Caractériser un systéme a spectre
discret d’énergie.

452

Un systéme de N particules indépendantes est a ’équilibre thermo-
dynamique avec un thermostat a la température T. Chaque particule
peut occuper un ensemble discret d’états &; d’énergies respectives E;.
Les niveaux d’énergie sont non dégénérés c’est-a-dire qu'il y a une bi-
jection entre les états et leurs énergies. Voici la méthode d’étude éner-
gétique de ce systeme.

(@) On exprime les probabilités selon la statistique de Boltzmann

E;
pi=pE=E)=Ae &7

(b) On calcule la constante de normalisation en exprimant que la
somme des probabilités des états est égale a 1
1
A= —
e ™

Remarque : la somme des exponentielles qui apparait au dénomina-
teur est appelé la fonction de partition

E;
Z=) e W
i
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(c) On en déduit la valeur moyenne de I'énergie qui est 'espérance
mathématique de la variable aléatoire réelle E

(d) On en déduit I'énergie interne molaire et la capacité thermique
molaire

{ Up=MNM<E>
Cpp =L

Exemple :

La caractérisation du systeme a deux niveaux d’éner-
gie non dégénérés —e et +¢ figure explicitement au pro-
gramme.

(a) Les probabilités des deux états sont

p =pr(-¢) :AekBLT_
p*=pr(+e) =Ae &7

(b) La condition de normalisation s’écrit
p +p =1doncA=ebT +¢ T

On en déduit les probabilités et les effectifs des deux ni-
veaux, en notant N le nombre total de particules

_E_ _E_

- efT — _ NeFsT
A N ===
o e e BT

+_ _e '8 +_ _Ne ™8
P = —=—= N'=———=

£ £ __£_
eTT ¢ FgT e k8T o kgT
(c) Lénergie moyenne vaut

—-N"e¢+N'e €
— = —¢th——

<E>=p - (-g)+pF-(+e) = N T
B

(d) On en déduit I'énergie molaire et la capacité thermique

molaire
U,=MNM<E>= —,/VAethk‘;—T

_ 00Uy _p_x* _ e
C =R 7 AVeC X = 15

m= aT ch’

< Exercices 14.9, 14.10.
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Justifier I'évolution de < E > avecla
température.

454

Voici quatre axes de travail pour justifier les évolutions de la valeur
moyenne de I'énergie des particules dans une situation a deux états
possibles.

(@) Le gap énergétique A est la différence entre I'énergie haute et
I'énergie basse de deux états. L'énergie thermique caractéristique est
kgT. Comparer A et kgT permet de mesurer I'aptitude des particules
a passer d'un niveau a I'autre grace a leur énergie thermique.

(b) Le rapport entre les populations de deux états dont les énergies
sont séparées par un gap A est

Y= Nhaut
Nbas

= e_HAT
(c) Si kgT < A, les particules ont une énergie thermique insuffisante
pour franchir le gap, y est proche de 0, et < E > est proche de I'éner-
gie du niveau bas.

(d) Si kgT > A, les particules passent tres facilement d'un niveau
a l'autre, il y a indifférence des particules entre les deux états, y
est proche de 1 (mais reste inférieur a 1) et < E > est proche de la
moyenne des énergies des deux niveaux.

Exemple :

Etudions le comportement du systéme a deux niveaux
d’énergie opposés +e.
(a) Le gap est A = 2e. La comparaison entre A et kgT met
en évidence une température critique T, = i—i
(b) Le rapport des effectifs des deux niveaux est

N* 2

- :e_kBT
Y N-

(©)SiT< T, y=0doncN*=~0etN~ =~Net

€
<E>=-eth——=—¢
kgT
L'énergie thermique des particules ne leur permet pas d’at-
teindre le niveau +¢, elles sont trés majoritairement au ni-
veau —¢.
@SIT>T,y=1,N =JetN =Tet

<E>= —zzthL =0
kgT

Il y a indifférence des particules, et donc équiprobabilité
des deux états.

< Exercices 14.11, 14.12, 14.13.
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Exploiter le théoréme d’équipartition
de I'énergie.

La particule, constituant individuel du systéme thermodynamique,
peut désigner un atome ou une molécule d'un systéme gazeux, li-
quide ou solide. Lorsqu’on exprime son énergie mécanique appa-
raissent des termes quadratiques indépendants du type

1 2
—pu
L

ol u peut étre une variable métrique (x, y, z, r), angulaire (8, ¢) ou
la dérivée temporelle de cette variable (%, y, 2, 7, 0, ¢). La valeur
moyenne de chaque terme quadratique est égale a %kBT et I'éner-
gie moyenne de la particule est égale a cette valeur multipliée par le
nombre de termes quadratiques indépendants.

Deux atomes voisins A et B formant une liaison covalente admettent
trois modélisations distinctes.

(@) Si on admet que la distance entre eux ¢ = AB reste constante,
I'énergie cinétique du systéme qu'’ils constituent comporte six termes
quadratiques

- msz + 1I’I’ZA_)./2 + ll’l’ZAZ.2 + 1I’I’ZB.).(,'Z + lI’VLB_)./Z + lI’I’ZBZZ
2 A 2 A 2 A 2 B 2 B 2 B
mais la condition de liason

(xg — Xa)* + (¥ — Ya)* + (2 — za)* = €% = cste

fait passer le nombre de degrés de liberté quadratiques indépendants
de6abs.

(b) Sous la méme hypothese, on peut adopter le point de vue de la
mécanique du solide. Soit G le centre de gravité du bipoint, celui-ci
tourne autour de deux axes orthogonaux et on note Jp et J, les mo-

ments d’inertie associés.
‘/'-4

\/

L'énergie cinétique du bipoint s’écrit alors
1 o 1 o 1 o 1o 1,
E(mA-l-mB)xG-l-E(mA+mB)yG+E(mA+mB)zG+§]ee +5](p(p

et on retrouve bien les cinq degrés de liberté quadratiques indépen-
dants.

455



Chapitre 14 Thermodynamique statistique

(c) A partir d'une certaine température, on dit qu'il y a dégel de la
vibration et la liaison peut étre représentée par deux points matériels
reliés par un ressort. On perd alors la condition de liaison et I'énergie
mécanique de la molécule est la somme de 7 termes quadratiques
indépendants

1

1 1 1 1 1 1
22 -2 22 22 -2 22 2
—MpXy+ —M + —MmMpZy+ —mMgXg+—-—m +-—mpzs+—k(€—-2¢
2 ArAA 2 AYA 2 A<p 2 BAB 2 BYVB 2 B4<B 2 ( 0)

Exemple :

Dans le cas du gaz parfait monoatomique, chaque atome
est assimilé a une bille ponctuelle de masse m, sans inter-
action avec les autres. Son énergie mécanique est donc

1 1 1 1
—mi® = —mi* + -my* + —mz*
2 2 2 2

On compte 3 termes quadratiques indépendants donc
1 U
<E>=3x EkBT donc {

Dans le cas du gaz parfait diatomique, a une température
inférieure a celle du dégel de la vibration, chaque molécule
est assimilée a un bipoint AB de longueur constante et son
énergie mécanique est celle d'un solide

1 o 1 o1 o 1o 1,
5(mA+mB)xG+E(mA+mB)yG+E(mA+mB)ZG+E]99 +£I¢(p

On compte 5 termes quadratiques indépendants donc

1 =2
<E>=5x EkBTdonc{ Um_éz
2

< Exercices 14.14, 14.15.

Introduction a I'entropie statistique.

456

Ce paragraphe n'est pas explicitement mentionné au programme.
Lentropie statistique est une expression de I'entropie d’'un systeme
cohérente avec le second principe. Son expression fait apparaitre une
formule de dénombrement :

SB = ]CB InQ
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ou Q désigne le nombre de complexions microscopiques équipro-
bables des constituants, c’est-a-dire le nombre de manieres micro-
scopiques distinctes et équiprobables dont peuvent étre décrites les
constituants, conduisant a I'état macroscopique actuel du systeme.
Deux familles d’exercices utilisent cette expression.

(a) On peut vérifier sur des cas simples 'adéquation entre la variation
d’entropie calculée grace a cette formule et celle calculée de fagon di-
recte grace a une identité thermodynamique.

(b) En utilisant un raisonnement proche de celui de la thermochi-
mie, on peut définir un potentiel thermodynamique qui est extrémal
al’équilibre d'un systeme et en déduire une relation entre ses descrip-
tions macroscopique et microscopique.

Exemple :

On considére un cas extrémement simplifié de systeme
dans lequel les N constituants sont tous identiques de
taille nulle (ce sont des points matériels), ont tous la méme
énergie cinétique et ne subissent aucune force extérieure
autre que celle qui les fait rebondir sur les parois. On
est donc dans '’hypotheése du gaz parfait monoatomique.
Les constituants sont répartis dans une enceinte adia-
batique de volume 2V et divisée par la pensée en deux
demi-enceintes de méme volume V, que nous nomme-
rons gauche et droite. L'état du systéme est supposé par-
faitement déterminé par sa température, son volume et
sa pression. La description microscopique du systéme est
définie par la répartition des constituants entre les deux
demi-enceintes :le constituant numéro 1 est a gauche ou
a droite, le deuxieme a gauche ou a droite, etc. La descrip-
tion microscopique d'un systéme a six constituants est par
exemple GGDGDG.
(a) Accord entre I'entropie statistique et 'entropie clas-
sique. Dans 1'état initial, le gaz est réparti dans celle de
gauche uniquement et une paroi sépare les deux demi-
enceintes. Dans I'état final, la paroi est 6tée.
Dans I'état initial, il existe une seule complexion microsco-
pique possible pour décrire le systéme : GGGGG...G donc
Qi =1let

S;i=kglnl=0J-K!

Le systeme est parfaitement ordonné.
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Dans l'état final, le nombre de complexions microsco-
piques est le nombre de maniéres de choisir indépendam-
mentl'une de 'autre la case dans laquelle se trouve chaque
constituant, soit Q = 2N. On en déduit que

Sr=ks In2N = kgNIn2 = kg - n#, In2 = nRIn2
La variation d’entropie statistique vaut donc
AS=S;—-S;=nRIn2

Or on reconnait la détente de Joule Gay-Lussac, adiaba-
tique dans le vide, pour laquelle le premier principe donne
dU =0 (isoénergétique). Lapplication de la premiere iden-
tité thermodynamique donne

P dav
0=-PdV+TdS doncdS = —-dV =nR—
T \Y4
Voqv 2V
donc AS = an d— =nRln— = nRIn2
v V vV

et les deux résultats sont bien en accord.

(b) Maximisation de I'entropie et état d’équilibre. Le sys-
téeme évoluant de facon adiabatique et a température
constante (la détente de Joule Gay-Lussac pour les gaz par-
faits est isoénergétique donc isotherme), I'état d’équilibre
correspond a une entropie maximale. Décrivons |'état ma-
croscopique du systeme par le nombre p de constituants a
gauche, et donc N — p le nombre restant a droite. Il y a

o-(3)

complexions microscopiques correspondant a cet état ma-
croscopique et son entropie statistique est donc

S=kgln ————
p!(N - p)!

Elle est donc maximale quand Q est maximal, et I'obser-
vation des coefficients binomiaux dans le triangle de Pas-
cal prouve que c’est le cas pour p = % (2 une unité pres).
L'équirépartition des atomes correspond bien a I'égalité
des pressions dans les deux enceintes, donc a 1'équilibre
mécanique du systéeme.

< Exercice 14.16.
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Enoncés des exercices

Hydrostatique et poussée d’Archimede

a) Un liquide incompressible de masse volumique constante et uniforme p dans le
champ de pesanteur uniforme (g = —gii;) a pour pression de surface Py en z = 0.
Etablir 'expression de P(z) (loi de I'hydrostatique).

b) Un solide cylindrique de hauteur H et de section S est immergé dans le liquide,
ses faces paralléles sont aux cotes respectives zg < 0 et zyp — H. Déterminer la ré-
sultante des forces de pression sur le cylindre.

c) Vérifier 'identité de cette résultante a la poussée d’Archimede.

Loi de 'atmospheére a gradient de température uniforme

On assimile 'atmosphere a un gaz parfait de masse molaire M, soumise a un champ
de gravitation uniforme g et de température variant avec l'altitude selon la loi
T(z) = To — Az. Déterminer le champ des pressions P(z) en notant Py la pression au
sol.

Pression au cceur d’'une planete

Une planéte dépourvue d’atmosphére est assimilée a une sphére de rayon R, de
masse M et de masse volumique p uniforme (magma liquide). Le champ de gravi-
tation est donné par la loi

4
g(r) = ggnpr

Déterminer la pression au centre de la planéte en fonction de la constante de gravi-
tation ¢, de la masse M et du rayon R.

Atmosphere de Titan (analyse documentaire, ENSTIM 2008)

Dans le modele de 'atmosphere polytropique, on suppose que la pression et la
masse volumique, a l'altitude z, du gaz qui la constitue vérifie la loi

P(z)u~%(2) = Popy®
avec Pg = P(0) et pp = p(0). L'accélération de la pesanteur g est supposée uniforme,

le gaz est assimilé a un gaz parfait de masse molaire M, on note R la constante des
gaz parfaits.
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a) A quels cas particuliers correspondenta=0?a=12a=y= 8—\1’/ ?

b) Pour a =1, établir 'expression de P(z) en fonction de Py et T, pression et tempé-
rature en z = 0.

¢) Méme question pour o # 1.

d) Lasonde Huygens a traversé 'atmosphere de Titan, une des lunes de Saturne, en
janvier 2005. On donne ci-dessous I'allure du relevé de la pression (axe de gauche
en échelle logarithmique) et de la température (courbe) en fonction de I'altitude
(axe de droite en échelle linéaire pour z > 125 km). L'accélération de la pesanteur
est de l'ordre de g = 1,6 m-s~2, et I'atmosphere est constituée 4 95 % de diazote
de masse molaire moléculaire My, =28 g- mol~! et de 5 % de méthane de masse
molaire moléculaire Mcp, =16 g- mol~!. Peut-on valider, dans un intervalle d’al-
titude, I'hypothese d’atmospheére isotherme ? '’hypothése d’atmosphere isentro-
pique (polytropique avec a =y = %) ?

P (Pa) Z g‘sm)
—1
10 T
425
101
325

1
10 T

2
10 T

3 125
10 T

|
10+ 50
|

5
10 5 ; ; ; 0
50 100 150 200
T(K)

Masse de 'atmosphere (résolution de probléme)

La masse molaire moyenne de I'air est M = 29-1073 kg-mol~!. La constante des gaz
parfaits vaut R = 8,31 J- K~ -mol~1, 'accélération de la pesanteur  basse altitude
est g =10 m-s~2, la pression moyenne au niveau du sol est de I'ordre de 1,0-10° Pa,
le rayon terrestre est R = 6,4 - 108 m et on prend I'hypothese d'une atmosphere iso-
therme a T = 290 K. Estimer la masse totale de 'atmosphére.

Verre d’eau en rotation

Un verre cylindrique, de rayon R et de hauteur H = 2R, est rempli a moitié d’eau. Il
est posé sur un plateau tournant horizontal a la vitesse angulaire Q, I'axe de rotation
étant confondu avec I'axe de révolution du verre.

a) Déterminer1'équation (z = ¢(r)) de la surface. Préciser sa nature géométrique.
b) Citer une utilisation de ce phénomene en astronomie.

c) Lorsque Q augmente, observera-t-on d’abord le débordement ou d’abord I'asse-
chement du fond du verre ?
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Aspirateur rotatif

Dansle dispositif suivant, le tube coudé plonge dans un liquide de masse volumique
He. Il tourne a vitesse angulaire constante Q autour de 'axe (O, z). On note Py la
pression de 'air extérieur.

@y 1,
Jle oM ()
®) r H
YR!
h
(Po) Ol

a) Le point M est repéré par son rayon x. On suppose que la masse volumique de
l'air est une constante uniforme . Calculer la pression P(x).

b) Déterminer la dénivellation h. Faire I'application numérique avec
Q=100nrad-s~!, 7 =0,100 m, pte = 103 kg-m ™3 et j1g = 1,3 kg-m 3.

¢) Le point M est repéré par son rayon x. On prend maintenant en compte les varia-
tions de la masse volumique de I'air avec la pression selon la loi des gaz parfaits
isothermes. Calculer la pression P(x).

d) Peut-on définir un facteur de Boltzmann ?

Loi d’Arrhenius

On considere la réaction chimique
A+B=C+D

La théorie du complexe activé propose le mécanisme suivant

k-1

k k;
A+B = [AB* =CD*] = C+D
ol AB* est une sorte de macromolécule instable, identique 2 CD*, qui se forme en
raccordant A et B et se scinde en C et D. Le systeme thermodynamique formé de une

molécule de A et une molécule de B possede un spectre discret d’énergies :

E(A+B)=E;, E([AB*=CD*])=E* et E(C+D)=E; avec Ez < E; <E*
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Le diagramme suivant donne le profil énergétique en fonction de I'avancement.

\E
N AB*=CD*
E \

E, A‘f'B \

\

E, C+D £

La vitesse de réaction se met sous la forme

__dIAL__diB) _
re dt ~  dt = kLAl

La loi d’Arrhenius est une loi empirique énoncée historiquement sous la forme
dink Eq
dT  RT?
ol E, est I'énergie d’activation molaire, R la constante des gaz parfaits et T la tem-
pérature absolue.

a) Aune date donnée, on note d[A] la variation infinitésimale de [A] pendant la du-
rée infinitésimale d¢. Justifier qualitativement qu’on peut écrire :

d|A]=-\-P([A+B=AB"])-dt

ol A est une constante dont on ne cherchera pas I'expression.

b) Exprimer la probabilité P ([A+B = AB*|) en fonction de [A], [B] et d’un facteur de
Boltzmann.

c) En déduire la loi d’Arrhenius.

Capacité thermique électronique du chlore

Létat d’'un atome de chlore est décrit par le niveau d’énergie n de son unique élec-
tron célibataire. Celui-ci peut occuper deux niveaux d’énergie tres proches —e ou +¢
séparés d'un gap d’énergie A = (+¢&) — (—€) = 2e = 0,109 eV. On considére un systeme
formé de N atomes au contact d'un thermostat a la température T.
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a) On suppose dans un premier temps que les niveaux d’énergie sont non dégéné-
rés. Exprimer les probabilités p; = pr(n = +¢) et p— = pr(n = —¢), N4 le nombre
d’atomes a +€ et N_ le nombre d’atomes a —¢, le rapport T = N4 /N_ et calcu-
ler celui-ci a la température T = 300 K. En déduire I'énergie interne U du sys-
teme, I'énergie interne molaire Uy, et la capacité thermique molaire électronique

dau
Chel = dTm :
b) Onprend maintenanten compte la dégénérescence qui est de 2 pour +¢ et 4 pour
—¢g, c'est-a-dire que

p+ =2ARB(+¢,T) et p— =4ARB(—¢,T)

ol 2B désigne le facteur de Boltzmann. On pose 6 = T CLX= %

i)  Donner 'expression de < 1 > et en déduire celle de I'énergie molaire électro-
nique sous la forme
Ul =~ A& ()

En utilisant un outil informatique, tracer I'allure de — f'(x) pour x € [0, 5].

ii) Vérifier graphiquement que la capacité thermique est maximale au voisinage
de T* = 0,450, nulle a basse et a haute température. A la température T*,
calculer sa valeur maximale

% _ dUm _ dUm dx
mel ™ g7 " 4T dr

Paramagnétisme de Langevin
On modélise un systeme thermodynamique a N particules par un ensemble de di-
poles magnétiques de moment individuel iy = i kS k (1nten51te multipliée par vec-
teur surface). Le moment magnétique total est .4 = YN r=1 fix- On place ce systeme
dans un champ magnétique extérieur B trés supérieur a celui créé par les dipoles.
On néglige les intercations entre les dipdles devant celles entre B et les dipoles dont
I'énergie individuelle est € = —[i; -B. On constate expérimentalement la loi de Curie
-~ Cx
M = =B
T

ot C est la constante de Curie.
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a) Modele discret. On pose B = Byl et on suppose que le moment dipolaire indivi-
duel ne peut prendre que deux valeurs opposées : fi = +|pii. On pose €9 = HoBop.

b)

i

ii)
iii)
iv)
v)

vi)

Quelles sont les hypothéses qui permettent d’appliquer la statistique de
Maxwell-Boltzmann ?

p* =pr(fix = +po i)

p~ =pr(fip =—Holl)

Exprimer < g >.

Exprimer {

Exprimer < fij >.
En déduire < .4 >.

pour u — 0, thu=u

. La loi de Curie est-elle vérifiée ?
pour u — +oo, thu=1

On rappelle que {

Modele continu. On pose B = By ii; et {i;. = Wy il en coordonnées sphériques. On
constate que pour un angle de latitude dans un intervalle [0,0 + d0], le nombre
d’orientations possibles du moment dipolaire est proportionnel au rapport entre
l'aire de la zone hachurée et celle de la sphere.

i

ii)
iii)

iv)

v)

Justifier que la probabilité infinitésimale pour un dip6le d’avoir son moment
dans l'intervalle angulaire est

dpg = pr[fij pointe dans la zone [0,0 + d0]] = A% (0, T) - sin0d0

ol1 28(0,T) désigne le facteur de Boltzmann.
Calculer la constante de normalisation A.

En passant des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes, le
moment dipolaire s’écrit

Fik = Mo cosOiiz + Hosind [cosiix +sin iy

Les symétries du probléeme impliquent que < fi; > est selon ii,. Calculer son
expression.

En déduire < 4 >.

2
pour © — 0, ucothu =1+ %
pour u — +oo, cothu =1

On précise que { . La loi de Curie est-elle vé-

rifiée ?
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Evolution de la capacité thermique avec la température

Dans le systeme a deux niveaux d’énergie +¢, on pose x = =

a)

b)

c)

€
kgT*

Montrer que la capacité thermique molaire s’écrit

En utilisant un outil graphique, tracer I'allure des variations de C;;, avec x.

Justifier qualitativement les valeurs de C;;; a basse température et a haute tempé-
rature.

Dégénérescences

a)

b)

Sens physique de la dégénérescence. Une particule portant la charge Q au point
O crée sur une autre particule M de charge g un champ d’énergie potentielle

p= 4%7), avec r = OM. Sur une droite (O, x), deux particules de méme charge
Q sont placées aux points O1 d’abscisse x; = —a et Oz d’abscisse x = +a. Une
particule M de charge g est astreinte a se déplacer sur le segment [O1,02] et
on suppose que son abscisse ne peut prendre que cinq valeurs distinctes : x €

—%“ —%, 0, %, %"} La variable x caractérise I'état de la particule M. On pose

’

Qq
4mega”
i)  Montrer que la particule M appartient a un spectre discret d’énergies. Préci-
ser les valeurs possibles E;.

€=

i) Montrer qu’il y a dégénérescence de certains niveaux d’énergie, c’est-a-dire
que plusieurs états différents (x distincts) correspondent a une méme éner-
gie.

iii) On note g; le niveau de dégénérescence de I'énergie E;, c’est-a-dire le
nombre d’états distincts d’énergie E;. Montrer que la probabilité pour un

_Ei
particule de charge g d’occuper le niveau d’énergie E; est p; =A-g;e *8T
ol A est un facteur de normalisation.

iv) Calculer la foncton de partition Z du systeme et les probabilités des énergies
du spectrelorsque kgT = €. Que remarque-t-on ? Calculer I'énergie moyenne
<E>.

v) Dans un systeme comportant N particules identiques de charge g, chacune
d’elle peut-elle étre considérée comme indépendante des autres ? Quelle est
la valeur maximale possible pour N ?

Température d’inversion. On considére un systeme formé de N particules iden-
tiques, indépendantes et ne pouvant prendre individuellement que trois énergies
E; =0non dégénéré (g1 = 1), Ex = e de dégénérescence g» =2 et E3 = 2e de dégé-
nérescence g3 = 4.

i) Déterminer les probabilités p; d’occupation de chacun de ces états E; pour
une particule donnée.

ii) Calculer ces trois probabilités a la limite T — 0.
iii) Calculer ces trois probabilités a la limite T — co.

iv) Pourquoi la température Ty = m est-elle qualifiée de température d’in-
version ? Peut-elle étre mesurée expérimentalement ?
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Ftude d’'un systéme a 3 spins

Un systeme comporte 3 particules identiques, discernables, et dotées d'un spin non
nul noté o. Sous 'action d’'un champ magnétique extérieur, le spin de chaque parti-
cule peut s’orienter dans le sens de B appelé sens direct | 1> ou dans le sens inverse
| |>. Les énergies respectives de ces deux états sont —oB et +0B.

a) Pour un systeme a une seule particule, calculer la probabilité de chaque état.

b) Dénombrer les états possibles du systeme a 3 particules et calculer leurs énergies
respectives. On pourra noter I'un de ces états par trois fleches verticales entre les
symboles | et >.

¢) Calculer les probabilités de chaque énergie du systéme.

d) Calculer!’énergie moyenne < E >. Interpréter le résultat obtenu a basse et a haute
température.

Capacité thermique des gaz parfaits triatomiques

Déterminer la capacité thermique molaire d'un gaz parfait triatomique dans les mo-
deles suivants :

(a) :1 (b) ;1 M (d) ;1
3 2 3 2 3 2 3

Loi de Dulong et Petit

On modélise I'état métallique par un ensemble d’atomes qui vibrent individuelle-
ment autour d’'une position d’équilibre stable. Leur mouvement se décompose sur
les trois axes cartésiens x, y et z, et les interactions avec les atomes voisins sont mo-
délisées par un systeme de trois ressorts de constantes de raideur ky, ky et kz, de
longueur a vide nulle, exercant un ensemble de trois forces de rappel élastique dans
le déplacement de 'atome sur les trois axes.

a) Donner 'expression de I'énergie mécanique d’'un atome de masse m en fonction
de x, y, z, %, ¥, Z et des constantes de raideur. On négligera le poids devant les
forces de rappel.

b) En déduire la loi de Dulong et Petit : la capacité molaire d'un métal est indépen-
dante de la nature de ce métal et vaut C;; = §-R. Donner la valeur de la constante
p.

¢) Voici les capacités thermiques massiques et les masses molaires de quelques mé-
taux.

c(I-K’l-kg’l) M(g~mol’1)
Li 3582 6,94
Fe 444 55,85
Cu 385 63,55
7/n 380 65,38
Hg 139 200,59
Au 129 196,97

Justifier le bon accord entre ces valeurs et la loi de Dulong et Petit.
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Modele pour I'élasticité d’'une fibre

Une fibre est modélisée par une succession de N maillons (N > 1) pouvant étre dans
deux états distincts : court (K) de longueur ¢ — a ou long (L) de longueur ¢ + a. Les
énergies de ces deux états sont les mémes. Un état microscopique de la fibre est donc
décrit par un N-uplet d’états individuels, par exemple (LKLLKLKKL). On applique
une force f al'extrémité de la fibre et on note £ sa longueur.

a)

Combien d’états microscopiques sont possibles au total ?

b) On note k le nombre de maillons dans I'état court (K) et on suppose que f = 0.

On rappelle la formule de StirlingIn p! = pInp — p.
i) Quelle estlalongueur £ de la fibre ?

ii) Combien d’états microscopiques Q(k) correspondent a une fibre de cette
longueur ?

iii) Lentropie de la fibre est S(k) = kg In[Q(k)]. A I'équilibre, elle est maximale.
Donner I'expression de S(k), déterminer la valeur de k a I'équilibre et en dé-
duire la longueur a vide % de la fibre.

On admet la relation

f-d% =-TdS

En déduire I'expression de f en fonctionde T et Z£.

d) Endéduire I'équation d’état reliantL, fetT :

e)

a
L=%+N ath—f
kT
Définir une température de transition T, et justifier que
e pour T > T, lafibre est décrite par le modele habituel de Hooke f = k(£ - %)

ol k (prononcer kappa) est la constante de raideur de la fibre ;
o pour T <« Tg, lafibre est figée.
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Du mal a démarrer

Le fait que p et g soient constants facilite I'intégration de

la loi de la statique des fluides entre la surface en z =0 et la cote
z < 0. La résultante des forces de pression sur le cylindre se ra-
meéne a la somme de ces forces sur les deux disques horizontaux.

La conjugaison de la loi de la statique des fluides et de la loi

des gaz parfaits (en termes de masse volumique) donne, quand on
exprime la température avec la formule de ’énoncé, une équation
différentielles a variables séparables (z et P) qu’on intégre entre le
sol et I'altitude z.

En exprimant g(r) dans la loi de la statique des fluides, on

obtient une équation différentielle en P(r) qu’on intégre grace a
la conditions aux limites P(R) = 0.

L’établissement des lois donnant P(z) dans les différents cas

se ramene a I'intégration de la loi de la statique des fluides cou-
plée a la loi polytropique. On pourra chercher sur le graphe ¢ une
zone isotherme ¢ une zone polytropique, en cherchant dans les
deux cas un profil particulier de température et en vérifiant si la
loi de pression est cohérente.

La faible épaisseur de I’atmosphére par rapport a son rayon

permet géométriquement de se ramener a un calcul d’intégrale
sur une forme cylindrique dont la surface est celle de la Terre et
de hauteur infinie (ce qui ne pose pas de probléme pour une forme
exponentielle).

La méthode décrite dans le cours s’applique bien dans cet

exercice. On détermine P(r,0,2) en intégrant successivement les
équations données par la loi de la statique des fluides en réfé-
rentiel en rotation uniforme. La détermination de la constante fi-
nale (Kg) nécessite I'écriture de la conservation du volume d’eau
entre la situation immobile (forme cylindrique) et la situation de
rotation (paraboloide de révolution). Le calcul de I’intégrale de vo-
lume peut se ramener a une intégrale sur r de cylindres coaxiaux
[r,r +dr] de hauteur @(r). Il y a asséchement si @(r) = 0, débor-
dement si @(R) =H.

Dans le tube horizontal, la loi de la statique des fluides

conduit (en négligeant le poids) a une équation différentielle qu’on
intégre grace a la condition aux limites en P(x = r) = P. A la ques-
tion (b), I’égalité des pressions de part et d’autre de I'interface air-
liquide permet de conclure (on pourra appliquer la loi de I’hydro-
statique dans le liquide). A la question (c), on reprend I’équation
différentielle de la question (a), mais on doit prendre en compte la
relation entre p et P, conséquence de la loi des gaz parfaits.

Pour que la réaction ait lieu, il faut que A rencontre B et

que A+B se transforme en AB*. La probabilité de la rencontre est
proportionnelle au produit des concentrations des deux réactifs,
celle de la transformation est proportionnelle au rapport entre la
probabilité d’observation de AB* (donnée par un facteur de Boltz-
mann ou apparait 'énergie de ce composé) et celle d’observation
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de A+B (donnée par un facteur de Boltzmann ot apparait I'éner-
gie de cette association). Le rapport des facteurs de Boltzmann
fait apparaitre la différence entre les énergies des deux systémes.

La question (a) est une question de cours. Dans la question

(b), les coefficients de dégénérescence modifient les expressions.
La méthode graphique de détermination de la capacité thermique
est basée sur I'étude des pentes des tangentes a la courbe de I’éner-
gie moyenne.

Dans le modeéle discret, on est dans un cas classique de sys-
téme a deux énergies +€g. On calcule le moment dipolaire moyen
comme on calcule I'énergie moyenne, en pondérant les moments
par les probabilités associées. Dans le modéle continu, le terme
sinBd0 est un coefficient de dégénérescence. Les calculs de nor-
malisation et de valeur moyenne remplacent des sommes (cas dis-
cret) par des intégrales, celles-ci demandent un peu de virtuosité
mathématique (IPP en particulier).

La dérivation de I’énergie interne molaire par rapport

a T la température se raméne a une dérivation composée

dg—Tm = dg;" % Les justifications qualitatives nécessitent un

choix de termes précis qu’on trouvera dans le cours.

Un tableau faisant figurer les cinq valeurs possibles pour x,

les rayons 7 et 1o, et I’énergie E permet de bien organiser les cal-
culs. La prise en compte des dégénérescences fait apparaitre une
expression des probabilités et de I'énergie moyenne avec des coef-
ficients exponentiels pondérés par les g;.

La question (a) est une question de cours. A la question (b),

on peut expliciter tous les cas possibles et on mettra en évidence
qu’a une valeur donnée d’énergie peuvent correspondre plusieurs
états microscopiques possibles. C’est donc une situation de dégé-
nérescence.

La détermination du nombre de termes quadratiques indé-

pendants peut étre faite sans expliciter ces termes, en comptant a
priori 3 termes d’énergie cinétique pour chaque atome, en retran-
chant autant d’unités que de conditions de liaison, et en ajoutant
les énergies potentielles élastiques de chaque ressort.

L’énergie mécanique comporte 3 termes pour I’énergie ci-

nétique et 3 énergies potentielles élastiques. Il faut convertir les
capacités massiques en capacités molaires grace aux masses mo-
laires.

Apreés avoir exprimé I'entropie statistique du systéme, le

ceeur du raisonnement est la dérivation de I’entropie par rapport a

k aprés simplification grace a la formule de Stirling. Cette dérivée
5

> S Phmil: _ ds _
s’annule a équilibre, et f=-T 75 = -T-f5.

A
»|E~ga~cr
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Corrigés des exercices

a) Laloi de la statique des fluides s’écrit

o°P _
— ] T
—grad P+ pug = 0 soit —520
& _pg=o0

donc P ne dépend que de z et

dP(z)
dz

=—-pg doncP(z) =-ngz+K
et la condition aux limites donne
Pp=0+KdoncP(z) =Py—pgz

b) La résultante des forces de pression sur la face latérale du
cylindre est nulle car le dispositif est symétrique par rap-
portatout plan passant par I'axe du cylindre. Les pressions
sur les faces planes supérieure et inférieure du cylindre
sont

{ P(z0) =Po — 1820
P(zp —H) =P — pg(zo —H)

On en déduit la résultante des forces de pression
F=—[Py—pgzo]Siiz + [Pg— nglzo — H)] Siiz
soit F = uSHgii,

¢) SH estle volume du cylindre, donc celui du fluide déplacé,
uSH est donc la masse du fluide déplacé, et F est 'opposé
du poids de volume du fluide déplacé, c’est donc bien la
poussée d’Archimede.

On associe la loi de la statique des fluides en projection sur
I'axe vertical et la loi des gaz parfaits

4EE) - (2)g donc FP@ __ PaMg
P(2)M = n(z)RT (2) dz R(Tp—Az)
soit dP(z) __ Mgdz
P(2) R(To —Az)

On integre cette équation a variables séparables entre
(z=0,Pg) et (z,P(2)) :

fzdP(z)_% 2 —Adz
o P(z AR Jy -Az+To

M
donc [InP(z) —InPgy] =

A—§ (In(=Az +To) - InTo]

Mg
To—Az | AR

To

soit P(z) =Py [

On écrit la loi de la statique des fluides en projection sur i,

dpP(r)
dr

4
—ugr) = —giénuzr

2
donc P(r) = —gﬁqnuzrz +K

La condition aux limites est la nullité de la pression a la sur-
face de la planete (en I'absence d’atmospheére, on est dans le
vide), soit P(R) =0, soit

2
0= —g%szz +K
2
doncK = g%'rszz
La pression au centre de la planete est
w2, 2.0
P(0) =K=Z9mu’R

Par définition de la masse volumique

M
H:
3nR3
donc P(0) 39M?
onc =
8nR4

a) La loi des gaz parfaits s'écrit PM = pRT. a = 0 donne

P(z) = Py, correspondant a une atmosphere isobare. a = 1
P(z) _ Po ;v RT(2) _ RTp _ )
donne 0@ = o soit =5~ = 51 donc T(z) = Ty, corres

pondant a une atmosphere isotherme. o = y correspond a
P(2)u Y (2) = Pop, ! soit P(2)VY =PoV{, loi de Laplace cor-
respondant a une atmosphere isentropique.

b) C’estle cas du cours, atmosphere isotherme :

dap PM _ Mgz
a8 donc P(z) =Pge” ®T
dz RTQ
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¢) Laloi polytropique donne

v}
1=

12 = Ho

o
S

Laloi de la statique des fluides donne donc une équation a
variables séparables :

1
dp Pa 1 -1
d_ = —uog—? =>P adP= —u(]gpo %dz
z POE

qu’on integre membre a membre entre (z = 0,P = Py) et
(z,P(2) :
-1

patl_p;

_1
= ~HogP, *[z-0]

1
a

On tire P(z) de cette relation

-1 a1
P(z) =Py [1_wz] !
aPy
:PO[l_(a—l).Mgz T
[0 RTy

d

=

On distingue clairement que pour z > 200 km, T est
constante et 'atmosphere est isotherme. La loi établie a la
question (b) donne alors

Mgz
InP(z) =InPy— ——
(2) 0~ o7
ce qui est confirmé sur le graphe ou l'échelle logarith-
mique en pression a gauche correspond a l’échelle linéaire
en altitude. Voici le tableau de correspondance

P (Pa) 102 100 [ 109 | 1071
InP 4,605 | 2303 | 0 | -2,303
z(10°m) || 200 290 | 380 | 470

La régression linéaire donne R = 0,99999 ce qui confirme
la validité de I'hypothese d’atmosphere isotherme. Le co-
efficient directeur vaut

M
28 5 558.107°
RT

En prenant T = 190 K, on en déduit M = 25 g-mol~!. La
masse molaire moyenne d'un gaz constitué de 95 % de dia-
zote et de 5 % de méthane est

M =0,95-28+0,05-16 = 27,4 g-mol !
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Laccord est donc acceptable. Pour des altitudes infé-
rieures, la loi de 'atmosphere polytropique combinée a la
loi des gaz parfaits et loi polytropique une relation

l1-apa _ pl-apa
P TOTY =Py T

. T \a-1
soit P :Po(—)
T

a T
donc InP =InPy+ —— —
a—1Ty
La courbe de température est sensiblement affine, de
pente positive en fonction de P en échelle logarithmique
pour z < 50 km, ce qui valide le modele. La pente vaut

o« In10*-In10°

— =0,177
75-88

a—1
En prenant Ty = 90 K, on identifie

o3 1
———=0,177donca =1,07
a—-1 Ty
Cette valeur est comparable a y, mais I'écart est assez im-
portant. Pour valider ou non le modeéle, on doit vérifier la
conformité de I’évolution avec I'altitude, méme sil'échelle
n’est pas réguliere aux basses altitudes. La loi théorique ob-
tenue pour P(z) donne une pression nulle quand

z= _ORTo =58 km

(a—1)Mg
ce qui n'est pas conforme au graphe. Le modéle isentro-
pique pour les basses altitudes est donc faux : il est en ef-
fet difficile d'imaginer une évolution adiabatique pour une
lune soumise au rayonnement du Soleil et de Saturne.

La loi de la statique des fluides pour un gaz parfait s’écrit
M
_ Mg,

ap _
{ dz — —H8 do —
PM = uRT dz  RT

Mgz
donc P(z) =Pge” RT en supposant g uniforme. On en déduit

_ Mgz e
la masse volumique p(z) = %e RT . On peut écrire I'expo-

nentielle sous la forme e~ 5 avec § = 1{{4—2 =8 300 m. Lépais-
seur de I'atmosphere est donc de I'ordre de 56 ~ 40 km < Rr.
A cette altitude, g a trés peu varié. De plus, on peut donc assi-
miler 'atmosphere a un cylindre de base S = 4nR%. On integre

1(2) entre 0 et 'infini :

+00
mg=S f p(z)dz
z=0
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+00 B SP 0
0 g
Ce résultat est treés naturel : avec les différentes approxima-

tions faites, Py est le rapport entre le poids total m,g de l'at-
mosphere et la surface S = 41'[R.2r sur laquelle il s’exerce, soit

mg=5-10'8 kg.

SPoM | RT _ Mgz
Mg = ———e RT
RT | Mg

a) Dans le référentiel non galiléen en rotation, 'eau est im-
mobile. La force d’inertie d’entrainement et I’équilibre de
la particule de fluide s’écrit, en coordonnées cylindriques,

—ugUz-gradP+pQ%ri, =0

0 g uZr |0
soit | 0 -1 g—g + 0 =|0
- op 0

ug oz 0

P ne dépend pas de 0. On intégre la relation sur r

0P(r,z)

1
= szr doncP(r,2) = - szr2 +K(2)
or 2

On injecte dans la relation sur z

K'(2) = —pg donc K(z) = —pgz+Ko

_L 22
e'iP(r,Z)—szr ugz+Ko

Ala surface libre du liquide, P = Py, donc son équation est

2

z=q)(r):z0+—r2
2g

Ko —Po
Hg

On écrit la conservation du volume de liquide pour déter-
miner zg. Quand le verre ne tourne pas, le volume est

avec zg =

H
V:HR2~E:HR3

Lorsqu’il tourne, le volume de la couronne cylindrique
entre r et r +dr est

dt=2nrdro(r)

On en déduit

R
V:f 2nro(r)dr
r=0

R 02
V:ZTrf zor+—r3 dr
r=0 2g

=

=

=
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R
20,
Z0—+—r

2 8g

V=2n

r=0
2

Z Q°R

2,

soit TR = 7R3 —
R 4g

Q%R?
4g
La surface libre du liquide est donc un hyperboloide de ré-
volution d’équation

donc zg =R—

z=@(r)=R+ T—; (Zrz—RZJ

Si le liquide est du mercure, on obtient ainsi un mi-
roir parabolique, instrument d’optique important dans les
grands télescopes.

Le niveau du liquide est minimal au centre et vaut zy. Il y
aura donc assechement quand

z0=0soitQ:2,/§
R

Le niveau du liquide est maximal a la périphérie du verre
pour r = R. Il y aura débordement si

@(R)>HsoitQ = 2\/§

Les deux événements sont donc concommitents.

Léquilibre de la particule de fluide d’air se traduit par la
nullité de la somme de la force de pesanteur qu’on néglige,
des forces de pression et de la force d’inertie d’entraine-
ment. En grandeurs volumiques :

—grad P+ ponxﬁx =0

HoQ? 2

soit — — + ppQ“x =0donc P =K+
dx
La pression vaut Py a 'extrémité du tube en x = r donc

2
2 et

Q
K=Po—”°2

2
p=py+ MO (22
2
Léquilibre de I'interface liquide-air dans le tube vertical se
traduit par I'égalité de la pression dans les deux milieux :
e dans le liquide, d’'apres la loi de I'hydrostatique,
P=Po—pgh;
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c)

d

=

a)

o dans l'air, sa masse volumique étant négligeable devant
celle du liquide, on peut considérer qu’elle est uniforme
sur la colonne verticale de 'axe du tube :

Q
Ho 2

P=P(x=0)=Py—

En identifiant les deux pressions, il vient

2
HoQ” »
h:
Mg > r
022
donch:“o r
2ug

Onprend g =10m-s~2 d’'ott h = 6,4 cm.

La loi des gaz parfaits en termes de masse volumique
s’écrit PM = pRT donc p = % et en remplacant dans
I'équation d’équilibre, il vient

dP PM ,
——+—0%=0
dx RT
dp  MQ?
soit — = ——xdx
P RT

On intégre entre r et x :

2.2
X
InP]f = —— | =
Pl RT | 2
P
soit In— = —(x2 - rz)
Py 2RT
Mo?
donc P = Pye™ 2RT (r?=x?)

Cette expression fait apparaitre un facteur de Boltzmann

% mQ2 (r2 —xz)
P=Pge kgT

ol % mQ2 (r2 - x2) est assimilable 2 une énergie potentielle
d’inertie d’entrainement.

A étant un réactif, [A] diminue au cours du temps, d[A] est

donc négatif. Il est proportionnel au nombre de complexes

activés qui se forment pendant la durée dt, car ils évoluent

vers C + D, donc proportionnel a

- laduréed: ;

— la probabilité que deux molécules A et B se croisent et
forment un complexe activé.

On en déduit que

dA] = —\-P([A+B=AB*])-dr
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b) L'événement [A+B=AB*] est la conjugaison des deux

)

a)

événements indépendants

— [A et B se croisent] et

— [A et B au contact 'un de l'autre forment le complexe
activé].

La probabilité du premier événement est proportionnelle

aux concentrations en A et B. A et B étant au contact 'un

de l'autre, ils forment un systeme {A, B} dont les trois états

possibles sont [A + B], [AB* = CD*] et [C + D]. La probabi-

lité de la transformation A + B = [AB* = CD*] est propor-

tionnelle au rapport entre les probabilités des deux états :

_E* .
P ([AB* =CD*]) _e kpT Y (Ek;“
E
P[A+B] eka_lT
En conclusion :
(E*-Ej)

P([A+B=AB*])=pe T [A][B]

Les deux relations établies donnent :

_(B*-Ep)
d[Al = -Ape 8T [A][Bldt

) dlA] _(E"-Ep)
tv=——m—->-=A kT A][B
soit v P pe [A][B]
C’est bien la loi de vitesse attendue avec
_(E*-Ep) E*—E
k=Ape T donclnk=InAp) - E -Ey)
kgT

Posons E; = A, - (B* —Ej) : c'est 'énergie d’activation
molaire correspondant au gap énergétique entre A+ B et
[AB* = CD*], et a la hauteur du col énergétique qu'il faut
franchir, en partant de A + B, pour atteindre C + D. On en
déduit

dink  Eq

Ink =In(Ap) T donc Fraiate;

qui est bien la loi d’Arrhenius.
On est dans le cas du systéme a deux niveaux d’énergie +€

du cours ol on trouvera le détail des calculs. Les probabili-
tés et les effectifs sont

__£€_ __E&

P = e kgT N+ _ Ne kgT

- € __€ - € —
eFBT 4o BT o BT 1¢ FBT

o= e FBT N Ne BT

- = € —_€ - = €
eFBT 4o KpT eFpT 4o KpT
On en déduit
. 2 _ 0,109x1,6:10719

T o Rl — 1381008300 = 421 — 0148
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La valeur moyenne de I'énergie électronique est

_ N+ Ghe)+N-- () _T-1,
- Ny +N_ T+l

<n>
On en déduit

-1
Um=M<q>:JVA€T—

T+1
(C du,, dU, dt 2 M€ 2¢€ _ki_ET
e = = —= .
mel T AT T Tdr AT (1412 kgT2
2¢ \? T
soit C =R|—| ———
mel ( kBT) (1+12
. 50,0148
$0it Cp ¢ = R(4,21) =0,255R

(1+0,0148)2
b) Prise en compte de la dégénérescence.

i) Lanormalisation des probabilités donne

PR

_ 2¢ kBT

P+=——=<  -—=

4ekBT o0 BT
4e kBT

_€ €
4ekBT 120 kBT
On en déduit

& — £

4eksT —2¢ kBT
N>=prO+p-(e=—t —
4ekst +2¢ kBT

1 1

2e2x —e¢ 2x

etUpel = —NMe—F—
2e2x +e 2x

Voici I'allure du graphe de —f'(x)

/)
ol 045 1 2 3 4 S X

—1/3+

—2/3+

i) Par définition,

d d
Conel = 5 (Nhe- () = Hpe- (—f' () d—i

N R
S0it Cpp 01 = TAS (=10 = 5 = )
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Cin,el st donc maximale quand f’(x) est maximale.
La pente de la tangente a la courbe est maximale pour
x = 0,45, donc la capacité thermique est maximale
pour T* = 0,45 6. On lit sur le graphe la pente

_=4

—f'(0,45) = 0~ 3
1,45-0

=0,92

* .
donc Cm,el =0,46R

A basse température, la courbe présente une tangente
horizontale donc f’(x) = 0. A haute température elle
présente une asymptote horizontale donc f'(x) = 0.
Dans les deux cas, la capacité thermique est donc
nulle.

a) Modéle discret.
i) Les particules sont indépendantes car on néglige les
interactions, et il n'y a pas de dégénérescence.
ii) On est dans le cas classique du cours a deux énergies
opposées teg. On a donc

€0

+_ ekpT
P == _—=_
eFoT +¢ FpT

__t0

_ ¢ ksT
p ) )

iii) On en déduit

_ €0
< >= o= + . = —gnth——
gx>=p (€0 +p -(e0) =—%p T T

iv) Le moment moyen est

N — _ - . €
<fig>=p* - (o) +p~ - (—poil) = poiith—=
kgT

v) Le moment total est donc
- N N 80
<M >=N<{i >=Npgiith——
kgT
. _ g
vi) Po§ons U= 1T
¢ A haute température (HT), T — +o0, u — O et

2
- . € NHO -
< Myt >=Npgli—— = —2
HT Ho keT _ kgT
. . e Np3
La loi de Curie est donc vérifiée avec C = T -
 Abasse température (HT), T — 0, u — +oo et
< .ﬂBT >=Nuoii

Laloi de Curie n’est donc pas vérifiée, le systeme est
dans un état de gel magnétique.
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Lo _ & 1 kgT
e®T 1o IcBT]_ B
€0

b) Modéele continu. I=
i) Laire hachurée est celle d'une bandelette presque rec-
tangulaire de largeur rd0 et de longueur égale au péri-

metre d'un cercle de rayon rsin6, elle vaut donc

£o_ _fo
e®T _e IcBT]

donc < iy >= iz

kgT €
-8 i coth—L
€0 T

rd0 x 277 sin© iv) Enposant u= ];—OT, ona

Laire de la sphére complete est 472, Pour une popu- <4l >=Npoii ucothu —1
lation de dipdles dont’angle du moment est dans 'in- “

tervalle [0,0 + d0], et dont'énergie est —gpcos0,ilya

donc une dégénérescence proportionnelle & v)  Etudionsle comportement asymptotique.

o Ahaute température (HT), T — +oo, u — 0 et
2nr?sin0dd 1

= —sin0d0 u sz
4nr? 2 < Miyr >=Npg—iiy = —2 B
HT Mo 3% 3T
On en déduit, en intégrant le coefficient % dans la )
constante de normalisation A : La loi de Curie est donc vérifiée avec C = 3—]5];’.

dpg = AB(O,T)-sin 00 o Abasse température (HT), T — 0, u — +oo et

. o e < Mgt >=Nygil
ii) Lasomme intégrale des probabilités vaut 1, donc BT Hoz

Laloi de Curie n’est donc pas vérifiée, le systeme est

bid £p cosO
A f sinBe T 40=1 dans un état de gel magnétique.
6=0
kBT €0 £p cosO
soit —A—— ———sin0Oe *T d0=1 .. ,
go Jo=0 kgT a) Onestdansles conditions de!’exemple du cours et on peut
KT [ 02080 1T partir de I'expression de I'énergie moyenne
soit —A—— [e kgT =1 e
€0 0 <E>=-¢ethxavecx = —
kgT [ -0 o kpT
soit —A—— [e kT —eksT | =1 o
€0 On en déduit
€0
doncA= ————— dU,, d<E> dx
Lo Up=M<E>=etCp=——= - .=
2kpTsh . mo A mTTar M ax ar
iii) Le vecteur moyen est 1 —€
donc Gy = — Mg+ )
b1 gpgcosO ch®x kBT
<fig>= Hoﬁzf cos0-Asinfe BT d0 €2
0=0 k}23T2 x2
Cm =k AN —— =R——
R . AkgT [T gy . . focosd ch®x  ch?x
<fig >=Holz (—cos0)- T sinBe T |dd )
€ JO B b) Voici l'allure de la fonction f(x) = =5
On fait une intégration par parties en posant
v=-cos0 v =sin0 N
c ggcosO et g0 cos0 041 / \
! _ s el / \
u ——H‘)Tsmee kgT u=e kBT \
03] | \
et en utilisant I'expression de A obtenue plus haut :
024
= Ho .
<Hp>= 5 Uzl N\
ZSth—T 0.1 N
ggcosh 17T T €( cosh o . , . e
avecI = |—cosfOe *T —f sinBe T 46 ! 2 .8 4 °
o Jo
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¢) La capacité thermique tend vers zéro a basse et a haute
température.

o Abasse température, 'énergie d’agitation des particules
est tres faible, et ne leur permet pas d’atteindre le niveau
d’énergie haut +&. Pratiquement toutes sont au niveau
d’énergie bas —¢, et Etot = —¢. La capacité thermique est
presque nulle car cet état est tres stable, une petite aug-
mentation de température 8T ne change pas le fait que
kgT est trés petit devant le gap d’énergie. Tres peu de
particules supplémentaires accedent au niveau haut +¢,
donc < E > ne varie pas et reste égal a —¢.

« Ahaute température, I'énergie d’agitation des particules
est tres grande devant le gap 2e séparant les deux ni-
veaux d’énergie, le rapport entre les deux facteurs de
Boltzmann vaut pratiquement 1, les deux niveaux sont
donc quasi équiprobables, et I'état le plus probable est
celuiolt % particules se trouvent dans chaque état, donc
< E >= 0. La capacité thermique est presque nulle car
cet état est tres stable, une petite augmentation de tem-
pérature 8T ne change pas le fait que kgT est trés grand
devant le gap d’énergie, donc < E > ne varie pas et reste
égalao.

a) Sens physique de la dégénérescence.

i) Les 5 états correspondent aux 5 abscisses possibles
pour la particule. Pour chacune d’elles, calculons les
distances 11 = O1M et r = O2M, et I'énergie du sys-
teme, somme des deux énergies d’'interaction avec les

particule de charge Q.
X | E
T T
-4 [ 28] 9e=2,25¢
0 a a 2e
-4 [22]28] Je=225¢
Y e

Les trois énergies possibles sont donc Ej =2e,
Ep =2,25¢ et E3 = 3,6¢.

ii) Lesétats Ep et E3 sont dégénérés car ils correspondent
chacun a deux états distincts.

iii) Onag) =1, go =2 et g3 = 2. La probabilité d’occuper
I'état Ep (par exemple) vaut :

pzzP([E:Egetx:—g] ou [E:Egetng]]:

Ep Ep

AB(Ep) +AB(Ez) =2Ae BT =A-gre FoT

iv) Par définition :

_E _Ep _E3
Z=e kBT +2¢ kT +2¢ k8T

Thermodynamique statistique Chapitre 14

Z=e"2+2e7225 120736 =0 401
On en déduit

2 207225
p1:7:0r338v p2=

=0,526

—-3,6

et p3 = =0,136

On remarque que le niveau d’énergie le plus bas (E;)
n'est pas le plus probable a cause de la dégénéres-
cence de I'état Ep : le facteur 2 entraine p» > p; bien
que AB(Ey) < B(E1). Lénergie moyenne est

<E>=p1E; +p2Es + ngg =2,35¢

v) Lénergie d'interaction électrique entre deux parti-
cules de méme charge g situées a deux abscisses dis-
tinctes n’est négligeable devant I'énergie individuelle

de chaque particule que si 4;7820 7 < 4]?;; 2 soit Q> gq.

Mais méme dans ce cas, deux particules ne peuvent

coexister au méme endroit, car la force de répulsion

deviendrait infinie : c’est un cas d’exclusion. Les par-

ticules ne sont pas indépendantes. En particulier, N

ne peut dépasser le nombre de places possibles pour

les particules, donc N < 5.

b) Température d’inversion.

i) Comme dans le cas précédent :

B _Ep L £ — 2
Z=e *T +2e T +4e %7 =1+2e *T +4e fBT

__£&
1 2e kT
pP1= € 2e p2= € 2

1+2e 8T +4¢ 8T 1+2e F8T +4¢ 8T

_ 2
4e kgT

et ps = PR _ 2

1+2e kT +4e k8T

i) QuandT — 0, les exponentielles tendent vers 0 et
Zo=1,

pro=1 p2p=0etp1p=0

iii) Quand T — oo, les exponentielles tendent vers 1 et

1 2
Zoo=1+24+4=7, Pie=72, pgoo:§etp100:—

7 7

iv) A basse température, c’est E; = 0 qui est I'énergie la
plus probable ; & haute température, c'est E3 = 2¢. A
la température Ty :

Zy=1+2¢"02 447202 -3

W

et pry = p2y = p3y =
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C’est donc la température a laquelle les trois éner-
gies sont équiprobables ; en dessous de Ty, E; = 0
est la plus probable, au dessus de Ty, c’est E3 = 2.
Il est donc vraisemblable que ce soit au voisinage
de Ty que la capacité thermique passe par un maxi-
mum. Ce changement d’énergie s’accompagne d'un
changement des états occupés. Toute propriété phy-
sique (autre que I'énergie) associée a ces états subira
donc un changement lorsque la température franchit
Ty. La mesure de Ty est alors possible expérimentale-
ment.

a) Par application de la loi de Boltzmann

oB_
=Ae kgT 1
Pi o avecA= 5 ob
pl:Ae kT e®T 4o kT

1 o
En posant T = f, on peut donc écrire

_ ePoB
pr= ePOB 1 o—PoB
_ ePoB
P| = 4poB 1 o-poB

b) Ilya23 =8 états possibles :

— létat| 111> d’énergie —30B ;

— lestrois états| |11>, | 1|1>et|11|> d’énergie —0B ;
— lestrois états||]|1>,]|1]>et|1||> d'énergie +0B ;
— létat| |||> d’énergie 30B.

=

¢) Ily a4 énergies possibles pour le systéeme. Leurs probabi-
lités respectives sont proportionnelles au nombre d’états
microscopiques qui y conduisent et au facteur de Boltz-
mann :
P(-30B) = A’ ¢3P0B
P(~0B) =3A’- ePoB
P(oB) = 3A - ¢ POB
P(30B) = A’ ¢~ 3P0B

1
A=
e3P0B 1 3. P0B | 3. ,—P0OB | ,—3p0B

avec

d

=

Lénergie moyenne est <E >=

—30Be3PB 4 _36BePOB 1 3B POB 4 36Be3P0B
e3P0oB | 3. ,P0B | 3. ,—PoB | ,—3poB

A basse température, poB est trés grand devant 1 et la frac-
tion est équivalente au rapport des termes de plus haut de-
gré

~30Be3P0B

<E>= S3poB =-30B

Lagitation thermique est insuffisante pour atteindre le ni-
veau d’énergie supérieur, les trois particules sont au niveau
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le plus bas d’énergie —oB et < E >= —30B.

Ahaute température, BoB est proche de 0 et la fraction vaut
< E >=~0.Lénergie thermique est trés grande devant le gap
d’énergie 20B, il y a indifférence entre les deux états, et
les trois particules occupent indifféremment les deux états
d’énergies opposées, la valeur moyenne de I'énergie du sys-
teme est donc nulle.

a

=

La molécule est un solide. Son énergie est égale a son
énergie cinétique. On peut la définir en décomposant le
mouvement en celui du centre de gravité G autour duquel
le solide est en rotation autour des trois axes principaux
d’inertie

1 1
Ec= E(m1+m2+m3)5Cé+§(m1+m2+m3)j/é

1 1.

5 my+mg+ m3)z2 + EJaeﬁ
1o, 1.
+§]beb+51666

On dénombre donc 6 termes quadratiques. On peut aussi
considérer que le probleme possede 9 degrés de liberté

xlvx2vx3vylry2vy3vzlv22723

mais les trois tiges reliant les atomes imposent la conser-
vation des trois distances et retirent 3 degrés de liberté, il y
a donc au total 9-3=6 degrés de liberté. Par application du
théoreme d’équipartition de I'énergie, la valeur moyenne
de I'énergie est

1
<E>=6x EkBngkBT

On en déduit I'énergie interne molaire

dUm

Up=M<E>=3RTetCy, = aT

=3R

b

=

Le mouvement peut étre décrit par le déplacement de
I'atome 1 puis par les deux rotations de chaque tige

E 1 .2+1 .2+1 .2
C=—mx —m —mz
5 1X7 5 1)1 5 141

1 o, 1 o
+50,12072 + 512012

+50,13013 + SJp13013

soit 7 termes quadratiques indépendants pour I'énergie ci-
nétique. On peut aussi considérer que le probleme pos-
sede 9 degrés de liberté

xlvx2vx3vylry2vy3vzlv22723
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mais les deux tiges reliant les atomes 1 et 2 d'une part, les
atomes 1 et 3 d’autre part, imposent la conservation des
deux distances et retirent 2 degrés de liberté, il y a donc au
total 9-2=7 degrés de liberté. On prend en comptel'énergie
potentielle élastique, quadratique, entre les atomes 2 et 3

1
Epas = 3 k(MM — €9)?

L'énergie est donc la somme de 8 termes quadratiques. Par
application du théoréme d’équipartition de I'énergie, la va-
leur moyenne de I'énergie est

1
<E>=8x EkBT=4kBT

On en déduit I'énergie interne molaire

dUm

Up=NM<E>=4RT et Cy, = aT

=4R
¢) Lénergie s'écrit

1 2 1 2 1 2
E=—-mx{+-my;+-mz
5 1X7 5 17 > 147

JLINCRE SRECRE S
— Mo X —m —Mmoz
5 2Xo > 2Ys > 229
+-m3X5 + —may5 + —m3z
> 3X3 > 3)3 > 343

1 1
+5 kM1 M - 00)% + 5 kOMIM; - 00)2

soit 11 termes quadratiques. Par application du théoréeme
d’équipartition de'énergie, la valeur moyenne del’énergie
est

<E>=11x %kBTz %kBT

On en déduit I'énergie interne molaire

1 du, 11
U = Ny <E>= —RT et Cpp = = = R
m= A g =TT

d) Lénergie s'écrit

1 2 1 2 1 2
E=—-mx{+-my;+-mz
5 1X7 5 17 > 147

+—1 '2+—1 '2+—1 22
ny Xx. m npz
5 2Xo 5 2Ys > 229

+1 .2+1 .2+1 .2
— msX. —m —msz
> 3X3 > 3)3 > 343

1 1 1
+§ k(M1 M> —20)2 + E k(MoM3 — 20)2 + Ek(Mlei —20)2

soit 12 termes quadratiques. Par application du théoréeme
d’équipartition deI'énergie, la valeur moyenne del’énergie
est 1

<E>=12x - kpT =6kpT

a)

b

=

)

a)

b

=
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On en déduit I'énergie interne molaire

dau
UmdeA<E>:6RTetCm=—m

Lénergie mécanique est

1 », 1 5, 1 |
Em=-mx"+-my +-mz
2 2 2

24 %kxx2 + %kyy2 + %kzz2
Lénergie mécanique de 'atome comporte donc 6 termes
quadratiques indépendants. Par application du théoreme
d’équipartition del’énergie, la valeur moyenne de l'énergie
est

<E>=6x %kBTZISkBT

On en déduit I'énergie interne molaire

du
Um:JVA<E>:3RTetCm:d—1f":3R

ce qui forme la loi de Dulong et Petit avec § = 3.

La relation entre la masse molaire, les capacités ther-
miques massique et molaire est

Cn=M-c

Calculons ce produit pour les six métaux donnés (en pre-
nant garde 2 exprimer la masse molaire en kg-mol™!) :

Cm 0-K 1 mol™})
Li 24,86
Fe 24,80
Cu 24,47
7Zn 24,84
Hg 27,88
Au 25,41

La valeur donnée par la loi de Dulong et Petit est
3R=24,94]-K !-mol~!

Laccord est donc bon, sauf pour le mercure (Hg), ce qui
est normal car c’est un liquide a température ambiante, le
modele des ressorts n’est donc pas adapté.

Il'y a deux états possibles (K ou L) pour chaque maillon, il
y adonc au total 2N états microscopiques possibles.

Soit k le nombre de maillons dans I'état court.

i) Lalongueur est

L=k(l-a)+(N-k)(l+a) =N+ (N-2ka

477



Chapitre 14 Thermodynamique statistique

ii) Ilya autant d’états microscopiques possibles que de
manieres de choisir les k maillons dans I'état court
parmi les N maillons, soit

N ) N!

Q(k):( k)~ kN=k)!

iii) La formule de Stirling permet de donner une valeur
approchée de I'entropie S(k) =

kg INMN-N—-kInk+k—-(N—-k)In(N-k)+(N-Kk)]
S(k) = kg INInN+ kInk+ (N - k) In(N - k)]

Al'équilibre, 'entropie est maximale donc

_dS(k) =0 soit
dk

-1

1
kB 0+h’lk+k'%—ln(N—k)+(N—k)'N—_k =0

=0

donc kgl
onc kgln ——

N
donck:N—kdonck:E

On en déduit

£y =N¢
c) Larelation donne
das
ds dk
I~z ="z

B -2a 2a "N—k
On élimine k au profitde £ :

kpln <& InT k
T BTNk _ MY,

<L -4
2a

N
$:$0+(N—2k)udonck=5—

doncf_@mw
T 2a Na+<%-%
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d) Oninverse la relation :

2af Na-%£+%

et =

T Na+¥%-%
2af af o _af
1—eFsT eFBT _ o BT
donc X - %y =Na ﬂzNa o af
1+e*sT eksT +e kT
a
soit £ =%y + Nath—f
kgT
e) Léquivalent de la tangente hyperbolique dépend de la po-
sition de
a
u= af
kgT

par rapporta 1, ou de celle de T par rapport a

_of

T,=
CkB

e SiT> T, alors u < 1doncthu=uet

2

_ Na f . _ kBT
L=%+ kT soit f = NaZ (& -%)

On reconnait la loi de Hooke pour un ressort de lon-
gueur a vide %y et de constante de raideur

kgT
o ksT
Na?

e SiT<T¢alorsu>1doncthu=1et
=% +Na

Le ressort est donc inextensible, figé dans la longueur

maximale et dans I'état (LLL...L).
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CHAPITRE 1 5

Thermodynamique différentielle,
systémes ouverts

Thémes abordés dans les exercices

Formulation infinitésimale des principes de la thermodynamique.
Identités thermodynamiques.

Systeme ouvert, systéme fermé.

Bilan de masse.

Bilan thermodynamique pour un écoulement stationnaire.
Premier principe industriel.

Travail massique utile.

Diagramme pression, enthalpie massique.

LR R R R SR IR VR o

‘Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

o Utiliser le premier principe sous forme différentielle.

o Utiliser le second principe sous forme différentielle.

o Faire un bilan local.

o Traduire et exploiter un bilan de masse.

o Traduire et exploiter un bilan thermodynamique énergétique.
o Traduire et exploiter un bilan thermodynamique entropique.
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Les méthodes a retenir

Utiliser le premier principe sous forme
différentielle.

Entre un état initial et un état final d’équilibre,

e la variation d'une variable ou fonction d’état X (pression P, tem-
pérature T, volume V, énergie interne U, enthalpie H = U + PV, en-
tropie S) ne dépend que de ces deux états, et pas du chemin suivi :
elle s’écrit AX pour une transformation macroscopique et dX pour
une transformation infinitésimale ;

¢ la quantité d’énergie échangée Y (travail W, énergie thermique Q)
dépend du chemin suivi et s’écrit Y pour une transformation ma-
croscopique et 0Y pour une transformation infinitésimale.

Le premier principe s’'écrit sous forme différentielle

dU + dE¢macro = W +8Q
et pour un systéme macroscopiquement au repos

dU = W +8Q

Exemple :

e Pour un systéeme formé de n moles de gaz parfait,
de rapport de capacités thermiques y , dU = CydT =
Y”TRldT et dH = CpdT = %dT. e Pour une phase
condensée liquide ou solide incompressible indilatable,
dU = dH = CdT = mcdT. « Pour un fluide ne recevant du

travail que par des forces de pression, SW = —PgdV.

< Exercice 15.1.

Utiliser le second principe sous forme
différentielle.

480

Pour calculer la variation d’entropie subie par un systéme lors d’'une
transformation d'un état d’équilibre initial a un état d’équilibre final,
on utilise la formule donnée par I'énoncé (c’est ce qu’on fait en pre-
miere année) ou on inteégre I'une des identités thermodynamiques

(IT1) : dU =-PdV +TdS ou (IT2) : dH=VdP +TdS

entre I'état initial (P;,V;,T;) et 'état final (P,,V,,T,). Le second prin-
cipe est appliqué en second lieu pour calculer I'entropie créée qui
mesure l'irréversibilité de la transformation :

ds = 6Séchangée + 6Scréée

5 . . . ) .
avec dSschangée = f?[ et 8Screse = 0, irréversible si S e > 0, réversible
si 8S¢rese = 0. On peut retenir que c’est 'hétérogénéité des grandeurs
intensives qui crée l'irréversibilité.
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Exemple :

On place deux blocs solides de méme capacité thermique
C aux températures initiales T}, et Ty au contact 'une de
l'autre dans une enceinte adiabatique. Dans 1'état d’équi-
libre final, ils sont a la méme température T,. Le systeme
{1,2} n’échange ni travail ni énergie thermique avec I'exté-
rieur. On lui applique le premier principe et on utilise I'ex-
tensivité de U :

dUZdU1+dU2:0
soit CdTl + CdTg =0
et en intégrant entre 1'état initial et I'état final
C(Tf —Tho) + C(Tf —Ty) =0

T1o+ T2

2
Lentropie est extensive, donc AS = AS; + AS; et on calcule
chacune d’elles grace a la premiere identité thermodyna-
mique :

donc Ty =

CdT =0+TidS; dS,=Cqt
CdTg =0 +T2dSZ dSZ = C%

et en intégrant

T T Tyo + Ta)?
AS = Cln L +Cln -t = Cln J10 F 1200
Tho Ty 4T19 Ty

La transformation étant adiabatique pour le systeme {1, 2},
S, =0donc
(T10 + T20)?

S.=AS=Cln
4T10T2

Une étude algébrique élémentaire permet de prouver que
cette quantité est nulle si Tg = Ty auquel casiln’y a pas de
transformation et la réversibilité est immédiate, et qu’elle
est strictement positive si Ty # T»¢ auquel cas I'évolution
d’'un état initial d’hétérogénéité de température vers un
état final d’homogénéité est bien irréversible.

< Exercices 15.2, 15.3.
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Faire un bilan local.

482

Dans un phénomeéne de transport, un objet solide est caractérisé par

une grandeur locale intensive G(M, f) dépendant de la position M et

de la date ¢, cette grandeur variant sous l'effet d’entrée et de sortie

de particules portant une caractéristique physique mesurée par une

grandeur extensive C selon une loi du type % = C. Pour faire un bilan

local :

e on délimite dans I'espace un objet de taille infinitésimale autour
du point M, on note Gy (f) = G(M, 1),

« onidentifie les facettes de cet objet par lesquelles les particules por-
teuses de C entrent et sortent,

« on mesure les quantités entrantes dC, et sortantes dC; pendant la
durée infinitésimale dt,

e on mesure I'éventuelle quantité créée ou annihilé dC, au sein de
I'objet pendant dt,

¢ on exprime le bilan local en écrivant

Gm(t+dt)—Gu(t) =dC, —dC,s +dC,

et on le simplifie en effectuant les développements limités au premier
ordre
X(t+d)-X(1) 0X X(x+dx)—X(x) 0X X(y+dy)—-X(y) 0X

dt “ar dx “ox’ dy ~ oy’

X(z+d2)-X(z) _ X X(r+dr)-X(r) _0X X(0+d6)-X(@) 0X
dz Y dar Coor’ ao "~ 98

On obtient ainsi une équation aux dérivées partielles spatio-
temporelle, dans laquelle on doit prendre garde a I'exactitude des dé-
veloppements limités : la présence parasite d’'un terme différentiel
dt, dx, dy, ...ne se simplifiant pas est toujours le signe d'une erreur
dans I'écriture du bilan.

Exemple :

Dans les schémas suivants, les fleches épaisses repré-
sentent les quantités entrantes et sortantes.

dc dC
z+dZ
X x+dx

< Exercice 15.4
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Traduire la loi de conservation de la
masse.

Pour un fluide en écoulement, le bilan de masse est effectué sur une

surface fermée appelée surface de controle. La masse de fluide a I'in-

térieur de cette surface varie dans le temps par le jeu des entrées

et sorties. Deux formulations sont possibles pour la loi de conserva-

tion :

» la masse qui entre moins celle qui sort est égale a celle qui s’est
accumulée ;

¢ lamasse finale plus la masse sortie est égale a la masse initiale plus
celle qui est entrée.

La masse contenue dans la surface de controle est

[

La masse entrante (ou sortante) pendant d ¢ par une face . est le flux
du vecteur p7 a travers cette face orientée vers 'intérieur (ou l'exté-
rieur) multiplié par dt :

dm=D,,dt

ou D,, est le débit massique. Lorsqu'un fluide de masse volumique p
et de vitesse v uniformes se déplace dans une canalisation de section
S, alors

Dyp=p-v-S

Exemple :

Un mascaret est une vague formant une marche entre
I'amont et I'aval d’'un fleuve. On note hy et h; les hauteurs
de part et d’autre de la marche, L sa largeur, v, la vitesse
deI’eau remontante d'un c6té, v; = 0 de I'autre coté, et c la
vitesse de déplacement de la marche.

—=
Vo

T T h,
C

hy I

La surface de controle est la portion du fleuve de largeur
2b de part et d’autre de la marche. Pendant dt, la marche
se déplace de dx, la masse entrante est dm,, la masse sor-
tante dmg = 0 et 'accumulation de masse m(t+dt) — m(1).
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Yy X
(t+dt)

la masse entrante est

L ph
dme:dt-f Hvodydz = pvgLhodt
y

=0Jz=0

La masse sortante est dm, = 0. La masse dans la surface de
contrble aux dates r et t+dt est :

m(t) = ubLhg + ubLh,
m(t+dt) =pub+dx)Lhy+ pu(b—-dx)Lh

donc m(t+dt) — m(t) = uL(hy — hy)dx
La conservation de la masse s’écrit
m(t+dt)— m(t) = dm, — dm; soit

}lL(ho — hl)dx = }lvoLhodt
On en déduit la vitesse de la marche

dx ho
c=—=1v
dr~ °

ho—hy

< Exercices 15.5, 15.6,15.7, 15.8, 15.9, 15.10.

Traduire et exploiter un bilan
thermodynamique énergétique.

484

On parle de thermodynamique industrielle quand I'unité (lieu ot
une transformation thermodynamique est opérée) est alimentée a
I'entrée et vidée en sortie de facon continue. En régime permanent,
la masse entrante est égale a la masse sortante pendant dt, ce qui re-
vient a identifier débit massique entrant et débit massique sortant :

dm, dm
dm,=dms;ouDm, = = =Dm
e S e dt dt )
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En notant avec I'indice e les grandeurs mesurées al’entrée et s celles a
la sortie, et avec des minuscules les grandeurs massiques, on énonce
le premier principe industriel :

Ah=hg;—h,
Ah+Aec+A(gz) =w,+qavec { Aec=ecs—ec,= %v? —%vﬁ
A(gz) = epps—eppe=8zs— 8z

Le travail massique utile w, est celui produit par les piéces mobiles
au sein de l'unité et exclut le travail des forces de pression a I'entrée et
alasortie. g est]'énergie thermique massique recue au sein de 'unité.
Lestimation des variations d’enthalpie massique peut étre le résul-
tat de calculs classiques (Ah = ¢pAT pour un gaz parfait, Ah = cAT
pour un liquide incompressible indilatable) ou par utilisation d’'une
table ou d'un diagramme thermodynamique (P, ), particulierement
adapté al'étude des systemes frigorifiques.

Exemple :

Un grand nombre d’unités fonctionnent en systeme ou-
vert. Chacune opére une ou une combinaison de deux ou
trois transformations fondamentales dont voici une liste
et 'expression simplifiée correspondante du premier prin-
cipe industriel. « Une conduite cylindrique horizontale ca-
lorifugée parcourue par un fluide incompressible non vis-
queux forme le cas trivial 0+ 0+0=0+0.

« Si cette conduite n’est pas horizontale, alors Ah + Aec +
A(gz) =0.

e Dans une conduite cylindrique calorifugée munie d'une
paroi poreuse, avec un écoulement tres lent (détente de
Joule-Thomson) Ah+0+0 =0+ 0  Dans une tuyere ho-
rizontale calorifugée, Ak + Aec+0=0+0.

e Dans une pompe de relevement 0+ 0+ A(gz) = w,, +0.
 Dans la canalisation horizontale d'un chauffage central
ou circule de I'eau chaude, Ah+0+0=0+q.

— Exercices15.11,15.12,15.13, 15.14, 15.15, 15.16.

Traduire et exploiter un bilan
thermodynamique entropique.

Le second principe en systéme ouvert et en régime permanent s’écrit
AS = Sgch + Ser

Lintérét de cette relation est la mise en évidence d'une irréversibilité
dans le processus avec le calcul de 'entropie créée massique, c’est-a-
dire rapportée a I'unité de masse du fluide traversant I'unité.
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On rappelle ici deux principes importants qui permettent d’'interpré-

ter le résultat obtenu, ce qui conduit a améliorer le procédé :

o c'est 'hétérogénité (de température, de pression, de composition)
qui crée l'irréversibilité ;

e quand un processus est irréversible, il est possible de changer le
procédé physique pour récupérer de 'énergie.

Exemple :

Un mélangeur est un type d'unité a deux entrées et a une
sortie, fonctionnant sans piece mobile, adiabatiquement
et de facon isobare. On peut aussi supposer que la varia-
tion d’altitude et d’énergie cinétique est nulle. Le mitigeur
d’un évier mélange de l'eau froide a 6, = 10 °C avec un dé-
bit Q.1 =0,10 L-s~! avec de I'eau chaude 4 0; = 50 °C avec
un débit Q. = 0,05L-s7!. La capacité thermique massique
del'eauvaut c =4,18 kJ-K!-kg™*.

Trois bilans se succedent.

(1) Le bilan de masse donne le débit massique sortant

Qs=Qe1+Qe2=0,15L-s™"
(2) le premier principe enthalpique pendant dt s’écrit
Qsdt' hs — (Qeldt' hl +Qe2dt' hz) =0

En définissant une température de référence T, pour la-
quelle I'enthalpie massique de I'eau est hy, par définition
de la capacité thermique massique, h(T) — hy = ¢(T —Ty) et
le bilan enthalpique donne

QTs =Qe1 Ty + Qe T2 donc

Ty +QuT
1= RNt etz o0 oy 533370

Qel + Qez

(3) Lentropie échangée est nulle car le systeme est adiaba-
tique et le bilan entropique s’écrit

Qsdt-ss—(Qeadt-s1+Qeadl-53) = QgSer

La seconde identit¢é thermodynamique donne
dh = vdP +Tds soit

dT T
cdT =0+Tdsdoncds= CT donc s(T) — sp = clnT—
0
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Le bilan entropique donne donc

Sep = CQS InT;—QeInT; —Qe2InT, —8,2 ]-K_l _kg—l

Qel + Qez

Cette quantité est strictement positive, le mélangeur fonc-
tionne donc de fagon irréversible. On aurait pu changer
de processus pour récupérer de I'énergie, par exemple en
concevant une machine de Carnot dont I'’eau chaude est la
source chaude et I'eau froide la source froide, produisant
ainsi du travail.

< Exercices 15.17,15.18.

Enoncés des exercices

Démonstration de la loi de Laplace

Un systeme formé de n moles de gaz parfait, dont le rapport des capacités ther-
miques Y est constant, subit une transformation adiabatique et réversible entreI’état
initial (P, V7, T1) et I'état final (P, V2, T2). Etablir la loi de Laplace PIVIY = ngg etles
deux autres lois entre les deux autres couples de grandeurs. On rappelle que la réver-
sibilité de la transformation implique son caractere quasi statique, par succession
d’états d’équilibre.

Démonstration des identités thermodynamiques.

Un systeme thermodynamique ne recevant du travail que par I'intermédiaire des
forces de pression subit une transformation infinitésimale entre un état d’équilibre
initial et un état d’équilibre final trés proche.

a) Pourquoiles variations élémentaires dU et dS peuvent-elles étre calculées en sup-
posant la transformation réversible ?

b) Sous cette hypothese, justifier que Pext =P et Text = T.

¢) En combinant le premier et le second principe, en déduire la premiere identité
thermodynamique.

d) En déduire la deuxieme identité thermodynamique.
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Irréversibilité créée par une hétérogénéité de pression

Dans un cylindre calorifugé, on place n moles de gaz parfait monoatomique de rap-
port de capacités thermiques y = %, a la température Ty et a la pression Py, et on
ferme 'enceinte par un piston lui aussi calorifugé, se déplacant sans frottement,
mais initialement bloqué. De I'autre c6té du piston 'atmosphere forme un presso-
stat a la pression constante P; = %Po.

a) Donner!'expression de la température initiale To dans le gaz en fonction des don-
nées.

b) On libére le piston et on attend 1'équilibre mécanique. Déterminer la pression
finale P, le volume final V¢ et la température finale T du gaz.

¢) Calculer la variation d’entropie du gaz et justifier que la transformation est irré-
versible.

Bilan routier

Sur une autoroute, chaque point est repéré par son abscisse kilométrique x. Dans
le sens croissant des x, on note D(x, t) le débit de voitures au point d’abscisse x et
a la date ¢, exprimé en voitures par seconde, et n(x, t) la densité d’automobiles au
voisinage de I'abscisse x et a la date z, exprimée en voitures par kilométres. Etablir
I'équation aux dérivées partielles vérifiée par ces deux grandeurs.

Bilan dans un cylindre en régime non permanent

Un tuyau cylindrique d’axe (O, z) a un rayon R et une longueur L. Il est muni de deux
pistons étanches A en x =0 et Ben x = L. A ¢ = 0, 'air qui s’y trouve a une masse
volumique uniforme g et une pression Py. A partir de cette date, A se déplace dans
le sens des x croissants a la vitesse v et B dans le sens des x décroissants a la vitesse
2vp. Quelle est la masse volumique () supposée uniforme de l'air a la date ¢ ? En
déduire la pression P(¢) en assimilant la transformation a une compression adiaba-
tique réversible d'un gaz parfait de rapport de capacités thermiques y = 1,4.

Cheminée

Une cheminée conique de hauteur H a un rayon 2R en bas (z = 0) et Ren haut (z = H).
La fumée est assimilée a un gaz parfait de masse molaire M. En bas, sa température
est Tp, sa pression Py sa vitesse verticale vers le haut iy = vyii;. En haut, sa tempé-
rature est T1 = oT, sa pression Py. Exprimer sa vitesse v1 en fonction de vy et a en
régime permanent. Commenter le résultat obtenu.

Vitesse du front d’'un bouchon routier

Sur une autoroute a 3 voies, la circulation est fluide, les véhicules se répartissent
sur les 3 voies, se suivent sur chaque voie a 200 metres d’écart et se déplacent a
30 m-s~! en moyenne. Un bouchon routier se forme subitement au point kilomé-
trique D. Dans le bouchon, les véhicules sont a I'arrét a raison d'un véhicule dans un
espace de 10 metres de long en moyenne. Déterminer la vitesse du front du bouchon,
c’est-a-dire la vitesse d'un véhicule de sécurité qui se déplace pour rester a la hauteur
des derniers véhicules arrétés dans le bouchon.
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Confluence

Leau est incompressible de masse volumique g uniforme et constante. Une riviere
de débit massique D; et de vitesse v; se jette dans un fleuve de débit massique
Dy =3D;, et de vitesse vp = % Les hauteurs d’eau dans la riviere, dans le fleuve
avant et apres la confluence sont égales a H. La vitesse du fleuve apres la confluence
est f-v; etlalargeur du fleuve est la somme des largeurs des deux affluents. Quelle
est la valeur numérique de 3 ?

Forme d’'une coulée d’huile

Un bidon d’huile est muni d'un robinet sur sa face inférieure, dont I'extrémité est
circulaire de rayon R de centre O. On définit I'axe vertical (O, z) dirigé vers le bas. On
note g = gii, I'accélération de la pesanteur. La masse volumique de I'huile est pg. Le
débit massique sortant est noté D. Ala cote z, la vitesse du fluide v(z)ii, est supposée
uniforme. On pose vy = v(z = 0). La vitesse v(z) est prise égale a celle qu’aurait une
bille en chute libre sans frottement lachée en z = 0 avec une vitesse vg.

a) Donner 'expression de vy en fonction de g, D et R.
b) Etablir I'expression de v(z).

¢) Déterminer le rayon r(z) du filet d’huile a la cote z en supposant que vg = 0 (on
supposera cette approximation valable pour la fin de 'exercice).

d) Le sol est a la cote H. Lorsqu’on ferme le robinet, quelle est la masse d’huile qui
reste a se répandre sur le sol ?

Distensibilité des arteres

Le sang dans les artéeres forme un fluide incompressible et homogene, de masse volu-
mique . Les arteres sont souples, distensibles, et leur section peut varier au passage
du sang. Une artere cylindrique d’axe (O, x) et de section Sy au repos, a une section
qui varie au passage du sang selon la loi S(x, t) = Sg + s1 (x, ). On note U = vy (x, t) iix
le vecteur vitesse du sang a 'abscisse x et a la date ¢.

a) Le débit volumique a travers I'artéere n'est pas le méme en toute abscisse. Est-ce
en contradiction avec la loi de conservation de la masse ?

b) Etablir 'équation aux dérivées partielles reliant S(x, ) et vy (x, f).

¢) On effectue 'approximation suivante : les termes indexés par 1 sont du premier
ordre par rapport a ceux indexés par 0 ; on néglige tous les termes d’ordre 2. En
déduire I'équation aux dérivées partielles reliant s (x, £) et vy (x, 1).

d) La pression dans l'artere est P(x,f) = Py + p1(x,1). On admet 1'équation

vt _ _dpi(x0)
or 0x

e) La distensibilité d'une artere est

. Quel est sa signification physique ?

3s1(x,
105 1 XD

T Sp0P  Sp opxD
0x

Etablir I'équation aux dérivées partielles vérifiée par v; (x, t).
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Détente de Joule-Thomson

Un fluide quelconque se détend dans une canalisation horizontale et calorifugée et
a vitesse tres faible, en traversant une paroi poreuse.

a) Parapplication du premier principe industriel, montrer que cette détente est isen-
thalpique.

b) Sile fluide est un gaz parfait, quelle propriété obtient-on ?

¢) Pourquoila détente de Joule-Thomson est-elle complémentaire de celle de Joule
Gay-Lussac ?

Machine frigorifique a fluide idéal

Un fluide est utilisé dans une machine frigorifique du type pompe a chaleur, chargée
de prélever de I'énergie thermique a I'eau d’'un lac formant un thermostat et d’en res-
tituer a I'air d’'une piece ou a I'eau d’'une piscine. Le fluide caloporteur est supposé
idéal, en ce sens qu'’il est un corps pur, se comporte comme un gaz parfait a 'état de
vapeur, de rapport de capacités thermiques y et qu'il est non visqueux, incompres-
sible et indilatable a I'état liquide, de capacité thermique massique c¢y. On note M sa
masse molaire et Ayap h 'enthalpie molaire de vaporisation supposée indépendante
de la température. Le fluide au point de rosée en A (P, Ta) subit une compression
adiabatique réversible jusqu’au point B (Pg, Tg) aI'état de vapeur seche. Il subit alors
un refroidissement puis une liquéfaction isobare jusqu’au point d’ébullition C (P¢ =
Pg, Tc). Il subit une détente isenthalpique jusqu’au point D diphasé (Pp = Pa, Tp) et
revient au point A par une vaporisation isobare. Pour les applications numériques,
on prend y = 1,40, R = 8,314 J-K~ ' -mol™!, M = 50,0 - 107> kg-mol~!, Pg = 3P,,
Ta =280 K, Tc =320K, cp =2,00 -103 J-K~! -kg™!, Ayap (280 K) =2,00-10° J- kg™
et Ayaph(320 K) = 1,43 10° ]~kg’1. On suppose les variations d’énergie potentielle
de pesanteur et d’énergie cinétique négligeables devant les variations d’enthalpie du
fluide.

a) Donner la valeur de la température Tp et calculer Tp.
b) Donner les valeurs des titres massiques en vapeur xa et xc. Calculer xp.

¢) Tracer l'allure du cycle dans le diagramme de Clapeyron (P, v) en faisant appa-
raitre la courbe de saturation (courbe d’ébullition et de rosée) et les différentes
isothermes.

d) Identifier I'énergie utile, 'énergie gratuite et I'énergie cotiteuse. Calculer ces trois
énergies par application du premier principe industriel. En déduire I'efficacité n
de cette machine.
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Machine frigorifique a fluide réel

Voici le diagramme thermodynamique de Mollier (P, 7) d'un fluide réel.

A P (10 Pa)

40
30

20

h (ki/kg)

100 600

Ce fluide effectue un cycle frigorifique dans une installation industrielle de surgéla-
tion. En A, il est au pointde rosée a T = 240 K. Il subit une compression isentropique
jusqu’au point B a Tg = 320 K puis un refroidissement suivi d'une liquéfaction iso-
bare jusqu’au point C, point d’ébullition. Il subit une détente isenthalpique entre C
et D puis une vaporisation isobare de D a A. On suppose les variations d’énergie po-
tentielle de pesanteur et d’énergie cinétique négligeables devant les variations d’en-
thalpie du fluide.

a) Tracer le cycle (A,B,C,D) et en déduire les pressions, températures, titres mas-
siques en vapeur et enthalpies massiques de ces états.

b) Déterminer la valeur de I'efficacité n de ce surgélateur.

Pompe de relevage

Le systeme suivant sert de pompe d’aspiration de I'eau, fluide incompressible de
masse volumique iy au fond d'un lac de profondeur H pour la remonter a I'altitude
h avec un débit massique fixé D;; = Dyg. La section d’entrée et celle de sortie sont
identiques : S = Sg = Sg. La pompe ne céde aucune énergie thermique a 'eau et
I'absence de forces de viscosité permet de supposer que I'énergie interne massique
de I’eau ne varie pas.

(Py)

Déterminer la puissance mécanique &2 de la pompe par application du premier prin-
cipe industriel.
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Séche-cheveux

Lair est assimilé a un gaz parfait diatomique de rapport de capacités thermiques v,
de masse molaire M. On néglige les effets de la pesanteur. La section d’entrée S, est
tres grande devant la section de sortie Sy = S et on peut considérer que la vitesse d’en-
trée est négligeable devant celle de sortie : Vo < V. On impose un débit massique
Djn, une température d’entrée T, = Tg et celle de sortie Tg = To + AT. La pression
de lair a la sortie vaut Py. Déterminer la puissance mécanique %, et la puissance
thermique %}, du seche-cheveux.

Turbine

Lair est assimilé 2 un gaz parfait de masse molaire M = 29-1073 kg-mol~! et de
rapport de capacités thermiques y = 1,4. On donne R = 8,314 J-K~! -mol~!. Il entre
dans une turbine en A 2 la température Ty = 290 K 2 la pression Py = 1,0-10° Pa avec
un débit massique Dy, = 40 kg-s~!. Il subit une compression adiabatique réversible
jusqu’a un état B avec Pg = 5P,, puis un échauffement isobare jusqu’a I'état C olt
Tc = 1500 K. On note g I'énergie thermique massique recue par 'air entre B et C
grace a la combustion du kéroséne. Il subit une détente adiabatique réversible dans
une turbine jusqu’a I'état D en lui fournissant un travail massique w,(CD) qui est
intégralement restitué au compresseur agissant entre A et B. Enfin, I'air se détend,
toujours de facon adiabatique et réversible, dans la tuyere pour retrouver en E la
pression Pg = P,. A la sortie de la tuyére, on note Vg la vitesse d’éjection de I'air.
On suppose toutes les autres vitesses négligeables devant celle-ci, et on les prendra
nulles pour les calculs.

combustion

compresseur 4 détente

zﬂg) B c X[ E
T} s |_| tuyere

a) Calculer les pressions et températures des cinq états non fournies par I'énoncé.

b) Calculer la vitesse Vg.

c) Calculer le rendement de cette turbine, la puissance cinétique produite et la puis-
sance thermique consommée.

Bilan entropique dans un détendeur

Un gaz monte a vitesse constante le long d'un conduit de cheminée partiellement
obstrué, formant une paroi poreuse entre I'altitude z; ol le gaz est a la pression P; et
alatempérature T; etl'altitude zp o1le gaz est a la pression Py et ala température T»
inconnue. Le gaz est assimilé a un gaz parfait de rapport de capacités thermiques y et
de masse molaire M. On note Dy, le débit massique de gaz. Le conduit de cheminée
est calorifugé.

a) Déterminer To.
b) Déterminer I'entropie massique échangée et 'entropie massique créée.

c¢) Déterminer les quantités d’entropie échangée et créée par unité de temps.



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Thermodynamique différentielle, systémes ouverts Chapitre 15

Ecoulement isentropique dans une tuyere

Une tuyere est formée d'une canalisation horizontale a symétrie de révolution au-
tour de I'axe (O, x), dont la section varie selon la loi S(x). On note Py la pression a
I'entrée de la tuyere en x = 0, le fluide qui s’y écoule est assimilé a un gaz parfait de
masse molaire M et de rapport de capacités thermiques noté y ; on note iy sa masse
volumique a l'entrée. L'écoulement est supposé adiabatique réversible, donc isentro-
pique et non visqueux. On note V = V(x)iiy le vecteur vitesse supposé uniforme a

I'abscisse x.

a) Etablirlaloireliant P, y, Py, pg et y.

b) Etablir I'expression de la vitesse V(x) en fonction de la pression P(x). On suppo-
sera la vitesse d’injection V négligeable devant V(x).

c) Alextrémité de la tuyére, en x = L, on note P; = P(L) la pression et S = S(L) la
section de la tuyere. On pose u = g—é. Montrer qu’on peut écrire le débit massique

sous la forme

1
Dnp=CuYVi1-u

—
|
==

d) Donner l'expression de la pression de sortie qui rend le débit maximum.

Du mal a démarrer

Le premier principe développé en utilisant les hypotheéses et

la loi des gaz parfaits conduit a une équation différentielle a va-
riables séparables entre V et T qu’on intégre entre ’état initial et
I’état final.

Les deux principes se simplifient quand on identifie les

grandeurs intensives extérieures et celles au sein du systeme, et
conduisent a la premiére identité. La deuxiéme s’obtient a partir
de la premiére en écrivant H=U +PV.

La loi de Laplace n’est pas adaptée ici car au moment ot on

libére le piston, le piston n’est pas a I’équilibre, la transformation
n’est donc pas quasi statique et donc pas réversible. Il faut reve-
nir au premier principe pour calculer I'état final. Le calcul de la
variation d’entropie se rameéne a un calcul d’intégrale grace a la
premiére identité thermodynamique.

La variation du nombre de voitures sur le trongon [x,x + dx] pen-
dant dt est égale au nombre de voitures entrantes en x moins le
nombre de voitures sortantes en x + dx.

La loi des gaz parfaits puis la loi de Laplace exprimées en pression
et en masse volumique suffisent pour conclure.

La conservation du débit entre le bas et le haut de la cheminée
permet de calculer vy.

Un bilan de voiture en régime non permanent dans un volume de
controle qui s’étend de part et d’autre du bouchon permet d’écrire
que 'augmentation du nombre de voitures accumulées dans le
bouchon est égal au nombre de voitures entrées dans le volume.

0

Apreés avoir exprimé les trois débits en fonction des largeurs des
lits, des hauteurs d’eau et des vitesses, la conservation du débit
permet de conclure.

La loi de I'énergie cinétique (par exemple) donne I’expression de
v(z). La conservation du débit donne accés a r(z). La quantité
d’huile dans la coulée est calculée par une intégrale sur z.

L’équation reliant S et v1 nécessite un bilan de masse en ré-

gime non permanent sur un trongon de longueur dx de Iartére :
a la date t, sa section est S(x, 1), il entre une masse dme en x, il
sort une masse dmg en x+dx, et ala date t+dt, la section de I'ar-
tére est S(x, t + dt). La réduction des deux équations aux dérivées
partielles a une seule en v nécessite I'utilisation du théoréme de
Schwartz.

Les hypothéses conduisent a I’élimination de presque tous

les termes du premier principe industriel et le caractére isenthal-
pique de la détente en découle.

(a) La loi de Laplace permet le calcul de Tg. (b) La trans-

formation (CD) est isenthalpique, on la décompose en un refroi-
dissement a I’état liquide et une vaporisation partielle isobare iso-
therme, on en déduit xp en utilisant le fait que I’enthalpie est
une fonction d’état. (c) Le cycle se déploie a I'intérieur et au voisi-
nage de la courbe de saturation. (d) L’énergie utile correspond a la
transformation ou le fluide recoit de I'énergie thermique, I'énergie
colteuse correspond a la transformation ot il recoit du travail.

Les données de I'énoncé et la position des points de rosée et

d’ébullition suffisent pour placer les quatre points. Aucun calcul
n’est nécessaire pour déterminer les énergies utile et cotteuse, la

493



Chapitre 15 Thermodynamique différentielle, systemes ouverts

lecture des valeurs de h permet de les déterminer par application
du premier principe industriel.

La relation H=U+PV permet d’exprimer la variation Ah en
fonction de la différence de pressions.

Le bilan d’énergie totale met en évidence I’énergie méca-
nique et I’énergie thermique recue par I'air.

La loi de Laplace donne la plupart des relations utiles. L’écri-

ture du premier principe industriel sur les transformations (AB) et

(CD) permet de traduire la restitution de travail du détendeur vers
le compresseur ; celle sur (BC) permet de calculer g et la puissance
thermique consommée.

(a) On applique le premier principe industriel. (b) On rap-
pelle la seconde identité thermodynamique dh = vdP + Tds. (c)
On utilise le débit massique.

La loi des gaz parfaits, celle de Laplace et I'expression du dé-

bit massique Dy; = uVS conduisent a la loi de la question (c). La
maximisation du débit nécessite un calcul de dérivée.

Corrigés des exercices

La transformation est adiabatique donc 8Q = 0. Elle est
quasi statique, le piston par lequel on agit sur le systeme
est donc a toutinstant en équilibre sous I'action de la pres-
sion extérieure et de la pression intérieure, elles sont donc
égales et 8W = —PdV. Le gaz étant macroscopiquement
au repos, le premier principe s’écrit donc

R av
I AT = —pav = —nrTEY
) v

Cette équation différentielle est a variables séparables :

ar__ &
T VT Vy

on l'integre entre I'état initial et I'état final :

T2 ar Va gv
f — = (1 —Y)f -
T T v, V

T Vo
soitln—=(1-y)In—
T, - d-ying

1_

L To 'V Y
SOt — = ——
T VII*Y

doncT,vY =1 v}
La loi des gaz parfaits donne

PVo  P1Vp
T, T

et en multipliant les deux égalités on obtient loi de Laplace
IAES A

puis la troisieme relation en divisant cette derniére égalité
par la précédente élevée a la puissance y :

Ypl=Y _ pYpl-y
TP, =Tk
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a) U et S sont des fonctions d’état, leurs variations ne dé-
pendent donc pas du chemin suivi, et on peut faire le cal-
cul en supposant que la transformation est réversible.

b

=

La transformation est quasi statique, elle se fait donc en
quasi-équilibre mécanique et thermique avec !'extérieur,
donc Pext =P et Text = T.

¢) Le premier principe s’écrit donc
du = -PdV +8Q

et la transformation étant réversible, 6S. = 0 donc le se-
cond principe s’écrit

:8—Q+0
T

as

donc 8Q =TdS et en remplacant dans le premier principe,
on obtient bien (IT1) : dU = -PdV +TdS.

d) Par définition, H=U + PV donc

=

dH=dU+PdV +VdP =-PdV +TdS +PdV +VdP

soit (IT2) : dH=VdP+TdS.

a) Par application de la loi des gaz parfaits :

_ PoVp

T
0 nR

b

=

Ily a3 inconnues, il faut donc écrire 3 équations. La loi des
gaz parfaits donne

(1) Pfo = nRTf
Dans1'état final, le piston est en équilibre mécanique donc

2) Pf =P
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La pression de I'autre coté du piston qui bouge est P; et la
transformation est adiabatique ; le premier principe sous
forme différentielle s’écrit donc
nR
5
2-1

dT = —P1dV +0

En intégrant entre I'état initial et I'état final, on en déduit
3) 3 R(T¢—Tp) = -P1(Vf—Vp)
Zn —To) = — _
5 F—1lo 1V =Vo

Dans le second membre de cette équation, en utilisant (1)
et (2), on remplace

3 3
P1V¢s=nRT¢ etP1Vg=-PgVy==-nRT
1Vy f etP1Vo =5 PoVo = 7 nRTo

d 3 _ 3
onc EnR(Tf -To) = —nRTf + EnRTg

d’ou apres simplification par nR etréduction Ty = 5Ty.0n
en déduit, d’apres (1) :

3 poVy = nRO Ty done vy = 2v,
= =nR-TopdoncVy=—
2 0Yf 50 f=35%0

¢) Lapremiere identité thermodynamique dU = —-PdV +TdS
donne, pour ce systéme :

§anT = —nRTd—V +TdS donc dS = nR(§d—T + d_V)
2 \ 2T \

En intégrant entre I'état initial et I'état final, on en déduit

T \%
AS = nR(§ln—f +ln—f)
2 Ty Vo

4
= nR(§ln§+ln—) =0,050nR
2 5 5

Le second principe s’écrit AS = S¢r + 0 car la transforma-
tion est adiabatique donc S¢r = 0,050nR > 0. La transfor-
mation est donc irréversible : c’est 'hétérogénéité de pres-
sion dans le gaz a 'instant ol on libere le piston qui a créé
de l'irréversibilité.

Travaillons sur le trong¢on routier situé entre les abscisses x et
x+dx et entre les dates ¢ et t +dt. Aladate t, il ya n(x, t) - dx
voitures sur ce troncon, et a la date ¢+ dt n(x,t +dt)-dx. La
variation est due a I'entrée de dN, = D(x, ) - dt voitures en
amont du trongon, et a la sortie de dNg = D(x+dx, t) - dt voi-
tures en aval. On peut donc écrire

nx,t+dt)-dx—n(x,t)-dx =D(x,t)-dt —D(x+dx,t)-dt

En divisant par dx- dt, il vient :

n(x, t+dt)—n(x, 1) _ D(x,1)-D(x+dx,1)
dt - dx

et en faisant le développement limité a 'ordre 1 :

on(x,1) _6D(x, 1)
or  ox

La longueur du cylindre a la date ¢
L(t)=L-vot—2v9t=L-3vpt

. .. s . _ L
Les deux cylindres se rejoignent a f; = 3y, On suppose donc
t < 1. Lamasse se conserve dans le cylindre a toute date, donc

2 2
R°L = p(t)nR*(L—3vp 1) d H=Hp———
HoT H(OmR* (L -3vg 1) donc p(1) MO =50

La loi de Laplace s’écrit ici

Y
P(nu’Yu9=fbu5YdoncPU):Po(ﬂgz)

Ho

L Y
s0it P(f) = Py | ————
@ O(L—SU()[)

La loi des gaz parfaits s’écrit

{ P(]M = p(]RT(]

Ho
doncpy; = —
PoM = 11 RT} M=

En régime permanent, il y a conservation du débit massique
entre le bas et le haut de la cheminée, soit

Ho U()T[(ZR)2 = Ho U1 nR2
Qa

donc v1 =4avy. On constate I'effet accélérateur (facteur 4) de
la réduction de la section et ralentisseur (facteur a < 1) du re-
froidissement qui provoque une augmentation de la masse vo-
lumique.

Choisissons comme ligne de contrdle X un rectangle situé de
part et d’autre du front.

2\777777777777777777777
A T | |
1 A
N = e [
R IR — —
(e A | - o

[
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, |
x(t)
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Pendant dt, un véhicule entre dans X s'il est situé a moins de
vdt dubord gauche. Comme il y a trois véhicules en moyenne
dans un troncon de 200 m d’autoroute avant le bouchon, le
nombre de véhicules entrant est 6N, = 32”0%t . La différence
entre le nombre de véhicules dans Z a la date ¢ et a la date
¢+ dt est égal au nombre de véhicules supplémentaires accu-
mulés dans le bouchon. La ligne de front s’est déplacée de dx,
ce qui représente dN = 31%" véhicules. La loi de conservation

du nombre de véhicules s’écrit SN, = dN, soit

3vdt 3dx dx v
=22 don —
200 dt 20

soitv=1,5m-s"1 =54km-h71.

Choisissons une surface de controle fermée coupant les deux
affluents et le fleuve apres confluence.

En régime permanent, le débit sortant est égal a la somme des
débits entrants donc D = D1 +D2 = 4D;. En notant d; et d> les
largeurs des affluents, on en déduit le systeme

D; = l—lovlle
3D; = po 4 doH
4D; = Hoﬁvl (d1 +d2)H

En faisant le rapport des deux premieres égalités, il vient dy =
6d; donc la troisieme s’écrit 4Dy = 7pgPvydi H. En divisant
cette égalité par la premiere, on en déduit p = %.

a) Le débit mesuré a travers le disque de sortie du robinet
vaut

2
D = uvg-nR” donc vg =
Hvo 0 LR

b) Laloidel'énergie cinétique entre z = 0 et z s’écrit

1 1
Emvz(z) - Emvé =mgz donc v(z) =/ vg +28z

c) Le débit se conserve sur toute section du tube de courant,
donc

D

pm/v(z)+2gz

D= pv(z)nrz(z) donc r(z) =
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En supposant vg = 0, cette expression se simplifie en

D

- Z
umy/2g

d) La masse d’huile restant a se répandre est celle de la co-
lonne, soit

-

r(z) =

H 1
m:f pnrz(z)dz:— z 2dz
z=0 =

[ZW Jo =Dy/ =

m\

a) Lasection variant au cours du passage du sang, il n'y a pas
de violation de la loi de conservation de la masse.

b

=

On fait un bilan de masse pendant d¢ pour la section d’ar-
tére comprise entre x et x + dx. Les masses entrante en x
etsortanteen x + dx a t sont

dme = PoS(x, vy (x, 1)dt
dmg=poS(x+dx, vy (x+dx, 1)

Les masses dans le troncon d’artére aux dates ¢ et £+ dt

sont
m(t) = poS(x, )dx
m(t+dt) =poS(x, t+dt)dx

Le bilan de masse s’écrit

m(t+dt)—m(t) =dme—dmg
d’oty, en divisant par podxdt
Sx,t+dt)—S(x, 1) _
dt B

_S(x+dx, vy (x+dx, ) —
dx

soit, en faisant les développements limités al'ordre 1 en dx
etendt :

S(x, vy (x, 1)

0S(x,1) O[Sy, vy (x,1)]
or dx

¢) Enremplacant S(x, 1), on en déduit

0[So+s1(x,0] _ 0[Sov1(x, 1) +51(x, Hv1 (%, 1)]
ot - dx

Avec I'approximation demandée, on en déduit :

6s1 (x,0)
ot

0 v1(x, 1)
0x

=790
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d) C’est la loi de la quantité de mouvement : I'accélération

de la tranche de fluide est provoquée par la différence de
pression entre ses deux faces.

Larelation proposée donne

p_ 1 3
9x  Sp2 ox

On peut donc éliminer ce terme avec I'équation méca-
nique, d’oul
61/1 1 6s1

KOS = 7502 ox

On écrit le systeme en (s1,v7) :

0sy _ avl
{ or — So

3s
~H0S02 5} U‘ =52

On dérive la premiere relation par rapport a x, la seconde

s
parrapporta f et on utilise le théoreme de Schwartz 3 alt =

g Sr5% pour éliminer sy, d’ot

a U1 62 U1

S0P ——— = —Sp ——
Ho>0 312 Oaxz

2
soit aa% - 12 aa% = 0. Cette équation importante est

I'équation d’Alembert, qui régit les phénomenes de propa-
gation d’ondes sans atténuation.

Appliquons le premier principe industriel. La canalisation
est horizontale donc A(gz) = 0. Elle est calorifugée donc
g = 0. Elle se fait a tres faible vitesse donc Aec = 0. La paroi
poreuse ne présente aucune piece mobile donc w;, =0.On
en déduit Ak =0 ce qui prouve que la détente est isenthal-
pique.

Pour un gaz parfait, Ah = cpAT donc T = T,, la détente
isenthalpique est aussi isotherme.

La détente de Joule Gay-Lussac (détente adiabatique dans
le vide) est isoénergétique, et donc elle aussi isotherme
pour les gaz parfaits. Un gaz parfait vérifie ainsi les deux
lois de Joule : U et H ne dépendent que de la température,
et les deux détentes de Joule permettent de tester expéri-
mentalement ces lois.

Entre D et A, le fluide est diphasé et reste a pression
constante ; or c’est un corps pur donc l'isobare de vapo-
risation est aussi une isotherme et Tpp = Tp = 280 K. Entre
A et B, la vapeur forme un gaz parfait et subit une détente
adiabatique réversible. La loi de Laplace donne donc

I=Y Y _ pl=YpY
PA TA—PB TBdonc

=

Iy
Y

p
Tg=Tsl2| " =383K
Pg

b) A estle point de rosée donc xp = 1. C est le point d’ébul-

lition donc x¢ = 0. La transformation (CD) est isenthal-
pique. Lenthalpie étant une fonction d’état, on peut la dé-
composer en (CC') refroidissement a I'état liquide de T¢
aTq = Tp puis (C'D) vaporisation partielle isobare et iso-
therme.

Ah= Ahccr +AhCrD =0 soit

cg(Tey = Tc) + xpAvaph = 0 donc

c(Tc - Tp)

=0,40
Avaph

Xp =
On veille a respecter Py = 3P5 et la position de D a 4
dixiemes sur le palier de changement d’état conformé-
ment au théoréme des moments.

|

Lénergie utile est I'énergie thermique apportée a l'air de
la piéce ou al’eau de la piscine donc —¢gpc. En appliquant
le premier principe industriel entre ces deux points, et en
décomposant la transformation en (BB'C) :

qBC = AhBB’ +AhB’C =cp(Tg —Tp) + Aliqh

La capacité thermique a pression constante d'un systeme

de 1 moles de gaz parfait est Cp = 1= R T donc
Cp YR —1 -1
===-_—1" _—55.xk
P T My - J &

Lenthalpie massique de liquéfaction est opposée a celle de
vaporisation donc

gBc =582-(320—383)—1,43-10° = —1,80-10° J - kg~ !

Lénergie gratuite est celle recue par le fluide de la part de
I'eau du lac donc

dpa = Ahpp = (1—xp) hvap = 1,2-10° ] kg~ !

Lénergie cotteuse est le travail recu de la part du compres-
seur (lui-méme alimenté par une source électrique) donc
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wy, (AB). Insistons ici sur le fait que wap # wy (AB), le tra-
vail total étant la somme du travail exercé par les parties
mobiles du compresseur et des travaux des forces de pres-
sion al’entrée et a la sortie du compresseur. En appliquant
le premier principe industriel :

wy(AB) = Ahag = cp(Tg —Ta) =0,60-10° J-kg ™!

On vérifie que la somme des variations d’enthalpie mas-
sique est nulle, conformément au caractére de fonction
d’état de h. Lefficacité est le rapport entre I'énergie utile
et'énergie cotiteuse :

_ _~48C ~3,0
wy (AB)

Elle est supérieure a 1, on a en effet une énergie utile supé-
rieure al'énergie cotiteuse car on a bénéficié d'une énergie
gratuite.

a) Le point de rosée A est a l'extrémité droite du palier de va-
porisation a 240 K. De A a B, on suit la ligne isentropique
jusqu’a son intersection avec l'isotherme 320 K. De B a C,
I'isobare est une horizontale et C est son intersection avec
la courbe d’ébullition, a I'extrémité gauche du palier. De C
a D, lisenthalpique est une verticale. Comme (DA) est une
vaporisation isobare elle est aussi isotherme et D est donc
aussi sur l'isotherme a 240 K. Voici I'allure du cycle tracé
sur le diagramme.

P (10 5Pa)

/. 1 ! ! ’ N )
0003 08 0405 06 07 ?,Es 9|
¥ T

©h(klikg)

T f:

100 200 300 400 v 500 600

On peut lire directement sur le diagramme les valeurs nu-
mériques :

A B C D

P (bar) 2,9 11 11 2,9

T (K) 240 | 320 | 280 | 240
X 1 1 0 0,18
h (kJ/kg) 405 | 470 | 210 | 210

b) Lénergie utile est I'énergie thermique recue du systeme
qu’on réfrigere :

gpa =Ahpa = hp — hp =195 k]~kg71
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Lénergie cotteuse est le travail utile recu de la part du com-
presseur :

wy(AB) = Ahpg = hg — ha =65 k] -kg™!

On en déduit
4dDA

———=3,0
wy (AB)

]’I:

Appliquonsle premier principe industriel. Au =0 et
h=u+Pvdonc

AP
Ah=Au+vAP=—
W

La pression a la sortie est P = Py, et a 'entrée, si la vitesse
reste faible, P, = Pg + ugH. On en déduit
Ah=-gH

La variation d’énergie cinétique est nulle car les sections
sont égales et 'eau incompressible. Le premier principe
s’écrit donc

-gH+0+gh—-(-H) =wy+0

Pendant dt, la masse traitée par la pompe est dm = Dodt
donc le travail fourni par la pompe est

OW =dm-w, =Doghdt

On en déduit la puissance

W
P =—=Dogh
T 08

Le débit d’air est
Dy = psS-Vs

La loi des gaz parfaits s’écrit

PM HRT d 08 f—
= onc =
s RTS
0 1, ] .
m _ n S

Vs

T Sus SPM

Appliquons le premier principe en systeme ouvert entre 'en-
trée et la sortie :

ecs—ecet+eps—epe+hs—he=wy+q

o Lavitesse al'entrée est presque nulle et elle vaut V; a la sor-
tie.
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o Les altitudes sontles mémes donc eps = epe.
o Lair étant assimilé a un gaz parfait :

C
hs—he=cp(Ts—Te) = %AT

e Le travail utile est w, = %

sique g = %.

On en déduit que

et I'énergie thermique mas-

V2 C P+ P
Is o Pm AT = 2 th
2 M Do
_ DV}
donc meo 2
_ DpuCpm _ YRD
th= "M = (y—l)'KAAT

a) Lair assimilé a un gaz parfait subit une compression adia-
batique réversible entre A et Bdonclaloi de Laplace donne

1=yy _ pl=Ypy
P, 'T\=Pg 'Tg donc
1y

Pay Y

Tp :TA(—A) ¥ Z459K
Pg

Léchauffement (BC) est isobare donc
Pc =Pg =5P4 =5,0-10° Pa

Le travail utile récupéré par la turbine entre C et D étant in-
tégralement restitué au compresseur, en appliquant le pre-
mier principe a ces deux unités :

wy (AB) + wy, (CD) =0 < Ahag + Ahcp = 0 soit
¢p [(Tg=Ta) +(Tp - T¢)] = 0 donc
Tp=Tc—-(Tg—-Ta)=1331K

Laloi de Laplace entre C et D donne

Y

Tc\ Ty

Pp=Pc|=t] " =3,29-10° Pa
cl\

Laloi de Laplace entre D et E donne

1-y
N
Tp=Tp|=| ' =947K
P
E

b) Le premier principe industriel appliqué a la transforma-
tion (DE) dans la tuyere donne

1
hp+0=hg+ EV% donc

)

a)

b

=

Vg = V/2Ahgp = v/2¢p (Tp — Tg)

La capacité thermique a pression constante d'un systeme
_ ynR

de n moles de gaz parfait est Cp = V=T donc
C R
) N G 1,00k - K1 ~kg71
m M(y—-1

On en déduit Vg = 876 m-s~! (environ deux fois la vitesse
du son).

Le rendement est I'énergie utile, c’est-a-dire I'énergie ci-
nétique du gaz expulsé par la tuyere, divisée par I'énergie
coliteuse, c’'est-a-dire 1'énergie thermique recue par le gaz
entre B et C. En appliquant le premier principe industriel a
cette transformation

gpc = Ahpg = cp(Tc —Tg) =1,04 MJ -kg ™!

1y2

iv . . 4
doncp = ZTCE =37 %. Les puissances sont égales aux éner-

gies massiques multipliées par le débit massique :
1
Pein=Dm - EVE =15,3 MW

Ptherm =Dm - qpc = 41,6 MW

Par application du premier principe industriel, la variation
d’énergie cinétique est nulle, le travail utile est nul cariln'y
a pas de piece mobile et il n'y a pas de transfert thermique
donc

(h2 =)+ 8(z2 —z1) =0 soit cp (T2 —T1) + g(z2 —21) =0

La capacité thermique molaire a pression constante du

gaz parfait est Cp,, = Yy—i donc sa capacité massique est
_ CP,m [N
cp =1 dou
Mg(zz —21)
Tp =Ty —— 5
y-1

Lentropie échangée est nulle car le transfert thermique
est nul. Lentropie créée est donc égale a la variation d’en-
tropie. Par application de la seconde identité thermodyna-
mique :
aT
dh = vdP+ Tds donc ds = cp - - %dP
La loi des gaz parfaits donne

RT
PV=nRT = Pv= vl donc

En intégrant entre les deux états
R T R, P
Ser =As= . L In -2 2
My-1) T
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¢) Lentropie créée par unité de temps est

S:Dm'Scr

a) Laloi de Laplace s’écrit
PuY =Py,

b) Par application du premier principe industriel entre I'abs-
cisse 0 et 'abscisse x, la tuyere étant horizontale, sans par-
tie mobile et adiabatique :

=0

1 1
[h(x) - h(0)] + EVz(x) _ EVg

La capacité thermique molaire a pression constante du
s _ YR s .
gaz parfait est Cp,;, = 71 donc sa capacité massique est
C L 1s
cp = =+ donc, en négligeant Vy devant V(x) :
YR

)
m(TO—T(x)) = 2V (x)

La loi de Laplace permet de relier pressions et tempéra-
tures :

y-1
1-y _pYpl-Y P
TYP' ™Y =TyP, ' doncT =Ty =)
Y
PO
On en déduit
y-1
2YRT, Py
V(x) = _cyhlo 1- ——
My -1 1
POY

500
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d)

De plus PgM = poRTy donc

1

2 P Py

Vo= |2 Pl PT
Y-1 wo -~

PO

On a Dy = p(L)S(L)V(L). D’apres I'énoncé, S(L) = Sy. De
plus, n(L) est donné par la loi de la premiere question :

=<I=

ML) =po— =Hou

= a~}
S <= <=

La vitesse s’exprime elle aussi en fonction de y grace au ré-
sultat de la deuxiéme question :

2 P _1
V(L) = _Y_O l—ul Y
Y-1 Ho

En posant C = Sy / % . %, on obtient bien la formule

donnée par I'énoncé.

On dérive I'expression par rapport a u et on écrit qu’elle
est nulle lorsque Dy, est maximal. On obtient, apres cal-

1_ y+1
-2

1_
culs uy donc

Y
R
p=py|Y ) !

2
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CHAPITRE 1 6

Transferts thermiques

Themes abordeés dans les exercices

Différents modes de transfert thermique.
Vecteur densité de flux thermique.

Loi de Fourier.

Equation de la diffusion thermique.
Modele des résistances thermiques.
Rayonnement thermique.

Corps noir.

Loi de Wien.

Loi de de Stefan.

LRI IR IR IR IR IR R

‘Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

o Faire un bilan thermodynamique local sans ou avec terme de source.
o Etablir une équation aux dérivées partielles en T.

o Exploiter les lois du rayonnement thermique.

o Traduire et exploiter les conditions aux limites.

o Définir et utiliser le modele des résistances thermiques.
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Les méthodes a retenir

Faire un bilan thermodynamiquelocal = Pour une évolution a volume constant, un bilan thermodynamique

sans ou avec terme de source. est 'application du premier principe dU = 8Qech + 6Qine pendant un
intervalle de temps dt pour un élément infinitésimal de volume dt
défini autour du point M :

e dU = pdtc(TM, t+dt)—-T(M, 1)) ou u est la masse volumique et
¢ la capacité thermique massique ;

e 0Qech est I'énergie thermique échangée par dt avec 'extérieur ;
dansle cas dela conduction thermique, celle qui traverse une paroi
ds délimitant dr est Jon as ;

e 0Qinc est I'énergie thermique générée au sein de dt par création
interne, par réaction chimique ou nucléaire ; dans le cas d’'une
source interne de puissance volumique £, elle vaut Zdtdt.

On obtient ainsi une équation aux dérivées partielles reliant T(M, )

et les termes de transfert et de création d’énergie thermique.

Exemple :

On se limite au cas unidimensionnel. Les trois éléments
fondamentaux de volume correspondent alors aux trois
systemes habituels de coordonnées : e cartésien (tranche
prismatique de section S comprise entre x et x + dx de vo-
lume d1 = Sdx)  cylindrique (espace compris entre les cy-
lindres de hauteur H et de rayons r et r + dr de volume
dt =2nrHdr) « sphérique (espace situé entre les spheres
de rayons r et r + dr de volume dt = 4nr?dr).

< Exercice 16.1.

La loi de Fourier ﬁh = —)\gr?f T, ou A est la conductivité thermique
combinée au bilan local thermodynamique conduit a une équation
aux dérivées partielles en T. Sarésolution, difficile dans le cas général,
est guidée par 'énoncé.

Etablir une équation aux dérivées
partiellesen T.
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Exemple :

L'équation de la chaleur est celle vérifiée par T dans un
matériau indéformable de masse volumique p, de capa-
cité thermique massique ¢, de conductivité thermique A
et sans terme de source. Les deux équations reliant T (M, t)
et jiu (M, £) sont le bilan local thermodynamique (voir exer-
cice 16.1) et la loi de Fourier :

oT
d — —AAT=0
onc pe

pcg—Tt +div jp =0
fth =—-Agrad T

ou AT =div grad T est le Laplacien scalaire de T.

< Exercices 16.2,16.3, 16.4.

Exploiter les lois du rayonnement

thermique.

Le rayonnement du corps noir est une émission d’énergie sous la
forme de photons par tout corps chaud. Elle est régie par la loi de
Planck : la densité spectrale du rayonnement du corps noir est une
fonction de la longueur d’onde A du rayonnement, paramétrée par la
température de surface T du corps. Voici les allures de la courbe repré-
sentative pour différentes températures. Sur le graphe de gauche, les
trois courbes sont tracées pour T=5800K, T =5000 K, T =4 000 K ;
sur le graphe de droite, les trois courbes sont tracées pour T = 700 K,
T=600K, T=500K.

zzzzz

‘‘‘‘‘

aaaaaa

On constate que plus le corps est chaud, plus la courbe est haute, et
plus son pic est déplacé vers les basses longueurs d’onde. En particu-
lier, les corps dont la température est de quelques milliers de kelvins
émettent dans le domaine visible, ceux dont la température est de
quelques centaines de kelvins émettent dans le domaine infrarouge.
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504

Les deux lois citées par le programme officiel sont des corollaires de
la loi de Planck (les exercices 16.9 et 16.10 donnent des éléments de
démonstration).
 La loi de Wien indique que la longueur d’onde A,, correspondant
au maximum de la densité spectrale et la température T du corps vé-
rifient la relation

Am-T=2,898-10"° m-K

« Laloi de Stefan indique que la puissance surfacique totale (intégrée

sur toutes les valeurs possibles de pulsation) rayonnée par le corps

noir est

APray
as

ol =5,67-10" W-m™2-K™* est la constante de Stefan-Boltzmann.
Lexploitation de ces lois s’articule autour des axes suivants.

,@3 = O'T4

a) La loi de Wien permet d’expliquer la disymétrie entre les lon-
gueurs d’'onde du maximum de rayonnement de deux corps de
températures distinctes. On peut ainsi expliquer qualitativement
I'effet de serre.

b

=

Létendue spectrale couvre globalement I'intervalle [)‘7'”,8)\,,,]. On

peut en déduire le domaine radiatif de rayonnement des corps
chauds.

c) La loi de Stefan donne I'expression de la puissance surfacique
rayonnée, c’est-a-dire du flux thermique sortant du corps. Cette
loi donne donc une condition aux limites utile pour la résolution
complete de I'équation de diffusion thermique au sein du corps
(voir paragraphe suivant).

d) Lorsqu'un corps A est au contact radiatif d'un autre corps B, on
peut déterminer par des considérations géométriques I'énergie
thermique incidente sur un élément de surface de A de la part de
B. On doit ensuite déterminer I'énergie thermique absorbée par A
en utilisant le coefficient d’absorption a.

Exemple :

Latmosphere terrestre est pratiquement transparente
pour le rayonnement solaire incident, centré sur la lon-
gueur d’onde A = 600 nm. Une partie de ce rayonnement
est absorbé par la Terre et une partie est réfléchie par la
surface terrestre. Le coefficient de réflexion est A qu'on
nomme l'albedo, (terme dans lequel on trouve la racine
alba, blanc, car les surfaces blanches, la neige et les ban-
quises en particulier, réfléchissent bien la lumiére).
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La température moyenne de la surface de la Terre est envi-
ron T = 288 K. Elle se comporte donc comme un corps noir
dont la longueur d’onde moyenne est donnée par la loi de
Wien

~2,898-107°
~ 288

Elle est située dans I'infrarouge et les molécules de I'atmo-
sphere, particulierement le gaz carbonique et le méthane
absorbent une fraction a de I'énergie de ce rayonnement
Le bilan thermique pour la surface terrestre prend donc la
forme suivante.

Am =10 um

atmosphére

v
ad,

A Téquilibre thermique, le flux thermique incident ve-
nant du Soleil est égal au flux sortant du systeme
{Terre, atmosphere}, soit

O, =AD;+(1-a)®,

ol @, est le flux émis par la surface terrestre, lié a la tempé-
rature de surface par la loi de Stefan. L'exercice 16.8 donne
le détail numérique du calcul.

— Exercices 16.5, 16.6, 16.7, 16.8, 16.9, 16.10, 16.11.

Traduire et exploiter les conditions aux
limites.

Au sein d’'un objet solide indéformable, les seuls transferts ther-
miques sont conductifs. Les conditions aux limites sont écrites sur
les parois extérieures de l'objet étudié. On note M un point de la paroi
et 71 le vecteur unitaire normal en M a la paroi dirigé vers |'extérieur.
e Au contact d’'un thermostat, T(M € paroi, t) = Thermostat-

¢ Au contact d'un fluide dont la température loin de la paroi est Ty,
le flux convectif est donné par la loi de Newton

Jeo M, ) = R(T(M, 1) = Too) 7i

ol h le coefficient de convection ; par application de la loi de Fou-
rier, la loi de Newton impose une condition aux limites sur la dérivée
spatiale de la température.

505



Chapitre 16 Transferts thermiques

» Un transfert radiatif est aussi possible et donné par la loi de Stefan.
La paroi rayonne vers |'extérieur :

frad emis(M, 1) = oT*(M, 1) 7i

oll 0 =5,67-10" W-m™2-K™* est la constante de Stefan-Boltzmann.
La paroi recoit aussi I'énergie thermique rayonnée par I'environne-
ment extérieur a la température T :

s 4
Jrad absorbé M, 1) = —O'TO n

Exemple :

Au contact d'un fluide a la température T, = Ty proche
de T(M), on peut regrouper les transferts convectifs et ra-
diatifs. En effet, le vecteur densité de courant thermique
s’écrit
Jon M, 1) = Joy (M, £) + Jrad emis M, £) + Jrad absorbe (M, 1)
= [h(TM, 1) = Tp) + o (T*(M, 1) = T,)] /i

En posant T = Ty + 0T et en considérant que 8T « Ty, le
développement limité au premier ordre donne

T*(M, 1) = Tg = Tg + 4Ty 8T (M, 1) — Ty = 4T (T(M, 1) — Tp)

donc j;;(M, 1) = [h+40T3] (T(M, £) — To) 74

qui est analogue 4 laloi de Newton en notant i’ = h+40T;,
coefficient convecto-radiatif.

< Exercices 16.12,16.13, 16.14, 16.15.

En régime stationnaire ou quasi stationnaire, pour un objet de lon-
gueur L, de section S et de conductivité A, siege d'une conduction
thermique unidirectionnelle, avec les températures T et T, a ses ex-
trémités, le flux thermique conductif @ dirigé de T, vers T, et la diffé-
rence thermique T, — T, vérifient la loi d’Ohm thermique

Définir et utiliser le modele des
résistances thermiques.

L
Ty —Ty =Rp® Rmn=—
1 2 th® avec hiy xS

Ce modeéle permet de modéliser les échanges thermiques d'un sys-
téme en régime permanent en associant en série ou en paralléle les
résistances thermiques des cloisons qui le séparent de |'extérieur.
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Si I'énergie thermique doit traverser une paroi puis une autre, les
résistances sont en série.

Si I'énergie thermique peut traverser une cloison ou une autre
entre deux enceintes, les résistances sont en parallele.

Les lois d’associations des résistances thermiques sont les mémes
que celles des résistances électriques.

La présence d'un thermostat se modélise par un générateur de ten-
sion imposant une température constante.

La présence d'un systeme de chauffage (ou de climatisation) dans
une enceinte se traduit par un générateur de flux apporté égal a la
puissance du systeme.

Exemple :

Un appartement au dernier étage est séparé

 de l'appartement inférieur a la température T; = 290 K
par une dalle de béton d’épaisseur e = 10 cm, de surface
S =25 m? et de conductivité thermique

A=0,92W-K'-m™!

e de I'air extérieur a la température T, = 270 K par un pla-
fond formé d'une couche d’isolant d’épaisseur ¢’ = 5,0 cm,
de surface S et de conductivité thermique

N =0040W-K' -m!

et d’'une dalle de béton d’épaisseur e de surface S et de
conductivité thermique A
« et de I'air extérieur par une baie vitrée de résistance ther-
mique

R, =0,020 K-W~'

On veut maintenir constante la température T = 292 K a
I'intérieur de 'appartement grace a une source d’énergie
thermique de puissance £ ; les appartements voisins sont
ala méme température T.
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Voici le schéma équivalent du systéme.

dalle platond

isolant

P T

baie

dalle plancher <> T

-
N

La résistance thermique équivalente de I'association série
isolant-dalle plafond est

el

e
R,= — +—=54,35-102 K-W!
PZNS T AS

La résistance thermique équivalente de I’association paral-
léle plafond-baie est

Ry Ry
" R,+Ry

=14,62-10° K-W™!

e

Laloi des noeuds s’écrit

T-T, T-T,
QZ:(De""‘Di: T+

AS ¢

— Exercices 16.16, 16.17,16.18, 16.19.
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Enoncés des exercices

Equation de diffusion thermique dans un solide sans terme de source

Un solide de masse volumique 1, de capacité thermique massique c et de tempé-
rature T(x, ¥, z, 1) est le siege de transferts thermiques purement conductifs en tout
point M intérieur a I'objet. On note j(x,y,z, 1) le vecteur densité de courant ther-
mique conductif. En faisant le bilan thermique sur I'élément de volume

[x,x+dx]x[y,y+dyl x[z,z+dz]

établir I’équation aux dérivées partielles reliant T et f

Ailette cylindrique siege d’'une conduction axiale et d'une perte latérale.

Une ailette cylindrique d’axe (O, z) et de rayon a est formée d'un matériau indéfor-
mable de masse volumique 1, de capacité thermique massique c et de température
T(z, 1) est le siege de transferts thermiques purement conductifs en tout point M in-
térieur a l'objet. On note j(z, t)ii le vecteur densité de courant thermique conductif.
Sur sa paroi latérale, on observe un transfert thermique convecto-radiatif latéral di-
rigé de l'ailette vers I'extérieur : son flux élémentaire a travers un élément de surface
ds est

Ao =p(T(z, 1) -Tp)-dS

En faisant le bilan thermique sur la tranche comprise entre z et z+ dz, établir 'équa-
tion aux dérivées partielles reliant T(z, ) et j(z, t).

Prise en compte du métabolisme dans un tissu biologique

Un animal a sang chaud est modélisé par une bille sphérique de rayon R, solide de
masse volumique y, de capacité thermique massique c et de température T(r, t) en
coordonnées sphériques. On note j(r, ) ii; le vecteur densité de courant thermique
conductif. Le métabolisme cellulaire produit une énergie thermique dont la puis-
sance volumique est &2, En faisant le bilan thermique sur I'espace situé entre les
spheres de rayon r et r + dr, établir 'équation aux dérivées partielles reliant T (r, 7) et
Jjr, 0.
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Conducteur ohmique cylindrique calorifugé a ses deux extrémités (E3A
PSI(2) 2012)

Un conducteur ohmique cylindrique indéformable, d’axe (O, z) de longueur L et de
rayon a posséde une masse volumique [, une capacité thermique massique ¢, une
conductivité thermique A et une conductivité électrique y (on rappelle que la ré-
sistance électrique d'un conducteur prismatique de longueur ¢ et de section S est
R= %). 11 est parcouru par un courant d’intensité i constante. Il est calorifugé a
ses deux extrémités planes. Sur sa paroi latérale, on observe un transfert thermique
convecto-radiatif dirigé vers I'extérieur : son flux élémentaire a travers un élément
de surface dS est dD =p(T(z,1) —Tp) - dS.

a) Graceaun bilan thermodynamique sur une tranche située entre zet z+dz, établir

I'équation aux dérivées partielles suivante :

l-Z

oT 0°T
pcnaz Y Ana® 32 2pma(T —Ty) +

yna?
b) On note T;;,(t) = %f({“T(z, Hdz et 0(t) = T, (t) — To. Commenter ces notations,

montrer qu’on peut écrire

ao
—+0=0
Tdt+ oo

en précisant les expressions de T et de 0o0. En déduire T, (1).

Rayonnement fossile

Le bruit de fond du rayonnement cosmique, découvert par hasard par des radio-
astronomes, a une longueur d’'onde A;; = 1,063 nm. Quelle est la température du
cosmos assimilé a un corps noir ?

Couleur vraie des corps chauds

La couleur usuelle des corps est celle observée par notre ceil lorsque ces corps sont
éclairés par la lumiere blanche. En I’absence de source extérieure d’éclairage, la cou-
leur vraie d'un corps est celle associée au spectre d’émission de ce corps assimilé a
un corps noir a I'équilibre thermique. Par application de la loi de Wien, quelle est la
couleur vraie du corps humain ? Comment évolue la couleur vraie d'un morceau de
métal avec sa température ?

Température d’équilibre du sol lunaire

La température de surface du Soleil vaut Tg = 5 778 K et son rayon Rg = 6,957-10% m.
La distance Soleil-Terre est r = 1,496 - 10! m et la distance Terre-Lune 71, = 3,85 -
10° m. On assimile la surface de la Lune a deux hémisphéres aux températures ho-
mogenes respectives T; (jour) et T, (nuit). Lorsqu’elle est éclairée par le Soleil, on
néglige la puissance réfléchie par la surface de la Lune devant la puissance absorbée.
On suppose Ty, < Tj. Déterminer la puissance radiative totale émise par le Soleil et
donner une estimation de la température d’équilibre T;.
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Effet de serre

La température de surface du Soleil vaut Tg = 5 778 K et son rayon Rg = 6,957-10% m.
La distance Soleil-Terre est r = 1,496 - 1011 m. On modélise 'atmospheére terrestre
par une couche gazeuse transparente dans le visible (correspondant a I'essentiel du
rayonnement solaire) mais opaque dans l'infrarouge. Le coefficient d’absorption cor-
respondant vaut a = 0,45. On note A = 0,34 I'albedo terrestre (albedo de Bond, tenant
compte de la position polaire des glaces), coefficient de réflexion de I'énergie solaire
incidente par le sol. On suppose Tjour = Tnuit-

a) Déterminer la température moyenne du sol terrestre.

b) On suppose que la quantité de gaz carbonique dans I'atmosphere diminue beau-
coup. Quelle grandeur serait modifiée ? Quelle serait la conséquence sur la tem-
pérature de I'atmosphere puis sur celle du sol ? Quelle serait la conséquence sur
les océans ? Quelle serait la conséquence sur 'albedo ? Le phénomene climatique
irait-il alors en s’amplifiant ou en s’atténuant ?

¢) On suppose que la quantité de gaz carbonique dans l'atmosphere augmente
beaucoup. Quelle grandeur serait modifiée ? Quelle serait la conséquence sur la
température de 'atmosphere puis sur celle du sol ? Quelle serait la conséquence
sur les banquises ? Quelle serait la conséquence sur’albedo ? On estime qu'un ré-
chauffement des sols gelés favoriserait le relargage dans I'atmospheére de grosses
quantités de méthane emprisonné dans le sol. Le phénomene climatique irait-il
alors en s’amplifiant ou en s’atténuant ?

De laloi de Planck a la loi de Wien (Mines-Ponts MP 2009)

Voici 'énoncé de la loi statistique de Planck. La densité spectrale, rapport entre
I'énergie volumique du rayonnée par un corps noir a I'’équilibre thermique, dans un
intervalle de pulsation [w, w + dw], et la largeur dw de cet intervalle, s’écrit

D(w) = du _ fiw’ 1
dw 7[203 exp%_

ol h = %, h =6,62-10734 J.s est la constante de Planck, ¢ = 3,00-108 m-s~! la
célérité de la lumiere et kg = JVLA =1,38-10"2% J.K~! la constante de Boltzmann.

a) En utilisant la relation v = %, établir I'expression de la densité en longueur

d’onde
du dow

do dA

du

daA

D\ =

b) On donne : I'unique solution de I'équation e™* +0,2x — 1 est x = 4,9651. En dé-
duire la relation de Wien.
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De laloi de Planck a la loi de Stefan

Voici 'énoncé de la loi statistique de Planck. La densité spectrale, rapport entre
I'énergie volumique rayonnée par un corps noir a 'équilibre thermique, dans un in-
tervalle de pulsation [w, w + dw] et la largeur dw de cet intervalle, s’écrit

D) = du hw’ 1
e e
dw =c expﬁ_

ol h = %, h=6,62-10734 J.s est la constante de Planck, ¢ = 3,00-10® m-s~! Ia
célérité de la lumiere et kg = ,/VL =1,38-10"23 J.K"! la constante de Boltzmann.
Un corps noir, par définition, ne réfléchit aucun photon : un photon incident est
absorbé, mais ce corps rayonne de I'énergie et il émet donc des photons.

a) Lénergie d'un photon dontla pulsation est dans'intervalle [w, w + dw] est e = hw.
Au voisinage d'un élément dS de surface d'un corps noir, a une distance cdt de
cette surface, on trouve dN photons dont la pulsation est dans cet intervalle. Jus-
tifier que

_du-cdt-dS

- hw

On prend un modele simple dans lequel les photons émis et les photons absor-
bés se déplacent exclusivement perpendiculairement a dS, avec une vitesse +ciiz
(pour ceux qui s’éloignent) ou —cii; (pour ceux qui se rapprochent). Combien de
photons dN, peuvent étre considérés comme ayant été émis par la surface dS de
ce corps noir ?

dN

b

=

¢) On passe du modele unidimensionnel (7 = *cii;) au modele tridimensionnel en
prenant le nombre de photons émis corrigé d'un facteur 2 : dN}, = dzNe. En dé-
duire 'expression de I'énergie d& des photons émis par dS pendant dt et dontla
pulsation est dans l'intervalle [w,w + dw] et vérifier que la puissance surfacique
correspondante est

d& c
Ao = =S 9wd
S=drds  a Zwdo

+oo 43 4
|-t
x=0 et —1 15

En déduire la loi de Stefan en calculant la puissance surfacique totale (intégrée
sur toutes les valeurs possibles de pulsation)

d) Ondonne

+00 c
IZS =f Z@(w)dw
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Modéele d’expansion de 'univers

Un ensemble de N photons est piégé dans une cavité cubique de c6té a, dont les
parois sont constituées de miroirs parfaits. Ces photons ont tous méme fréquence
f, méme longueur d’'onde A = £ et méme énergie e = hf, ¢ désignant la célérité
de la lumiere dans le vide et & la constante de Planck. On assimile dans un premier
temps le gaz de photons a un ensemble de photons homocinétiques se déplagant a
la vitesse ¢ dans la seule direction horizontale x de 'espace, et rebondissant sur les
deux miroirs verticaux de méme aire S = a2. Le vecteur quantité de mouvement d'un

photon quelconque est donc
=_ bt
=+—1i
p c

a) On assimile I'énergie totale &; a I'énergie interne U du gaz de photons. Donner
I'expression littérale du nombre total N de photons dans I’enceinte en fonction
de U, h et f. En déduire celle du nombre v = % de photons par unité de volume
dans I'enceinte.

b) Pendant une durée infinitésimale d¢, un certain nombre dN de photons va frap-
per le miroir de droite : justifier que ce sontla moitié de ceux situés a une distance
maximale c¢-dt du miroir. Exprimer dN en fonction de U, ¢, dt, a, h et f.

¢) Chaque photon qui frappe le miroir de droite arrive avec une quantité de mouve-
ment incidente p; = h—cf il et repart avec une quantité de mouvement réfléchie

p == h—cf tix. Donner I'expression de la variation de quantité de mouvement pour
un photon unique

dp=pr-pi
En déduire celle d p pour les dN photons

d) En déduire la force exercée par la paroi sur les photons

ap

fi miroir—photons — E

e) En déduire I'expression de la pression P, appelée pression de radiation exercée
par le gaz de photons sur le miroir en fonction de U et a. La pression P; s’exerce
sur les miroirs de gauche et de droite, d’aire totale 2a®. La surface réelle totale des
6 miroirs de 'enceinte est 6a2. Quand on abandonne le modéle unidimensionnel,
pour un gaz de photons homocinétiques en norme, mais sans direction de dépla-

cement privilégiée, on admet donc que I'expression de la pression est P = %.

f) Le volume de I'enceinte est V. Déduire de ce qui précede I'équation d’état du gaz
de photons

u U
P=—avecu=—
3 \%

g) Lunivers est assimilé a une sphere de rayon R remplie d'un gaz de photons de
pression P, a la température T et d’énergie volumique u. En assimilant le sys-
téme a un corps noir a I'équilibre, un corollaire de la loi de Stefan permet d’écrire
u=aT*, o1 a est une constante. Lors de I'expansion de I'univers, ce gaz subit une
détente quasi statique et adiabatique. Montrer que le produit R- T est constant.
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Résolution de 'équation de la chaleur en régime permanent dans un bar-
reau cylindrique.

Un barreau solide indéformable de conductivité thermique A ala forme d'un cylindre
de longueur L et de section S. Il est calorifugé sur sa paroi latérale et au contact d’'un
thermostat a la température Tgp en x = 0. On se place en régime permanent et on
cherche I'expression de la température sous la forme T (x).

a) Etablir 'équation différentielle vérifiée par T(x) et en déduire son expression en
fonction de deux constantes d’intégration A et B.

b) En x =L, on impose successivement plusieurs contraintes thermiques. Détermi-
ner dans chaque cas les constantes A et B, en déduire le flux thermique @ traver-
sant le barreau.

i) Leboutdu barreau est au contact d'un thermostat a la température
TML) =T

i) Lebout du barreau est au contact d'un fluide a la température To, =T et on
note k' le coefficient convecto-radiatif de la loi de Newton :

Dparreau—fluide = n (TM-T1)S

iii) Le bout du barreau est dans le vide spatial a une température proche du zéro
absoluy, il émet un flux thermique radiatif donné par la loi de Stefan

Dppq = 0THDL)S

olt 0 =5,67-1078 W-m™2.K~* est la constante de Stefan-Boltzmann. On
donneL=1,0m, A = 0,567 W 1-K™1-m™1, Tgp =300 K, S = 1,0 m? et les
graphes de A— —107 -A et de A — (A+300)* :

T 7.1009
T6.1009
T5.1009
T4.1009
+3.1009
T2.1009

- 1.1009

I | J I | >
——

r T T T T
—600 —500 —400 -300 —200 —100 0




© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Transferts thermiques Chapitre 16

Transfert thermique dans un anneau (Fourier, 1806)

Un anneau torique de rayon moyen R et de section carrée de coté { < R est constitué
d’'un matériau solide indéformable de masse volumique p, de capacité thermique
massique ¢ et de conductivité thermique A.

Un point M de I'anneau est donc repéré par

[ [
re R_E’R+ 20 z€[0,0] etO€e[0,2m]

Partie 1 : étude avec pertes latérales. L'anneau est soumis a une perte latérale

convective au contact de I'air de température loin de 'anneau T, selon la loi de New-

ton :sur une surface dS centrée sur un point M de la paroi, le flux thermique sortant

du matériau est d®., = h(T(M, t) — T)dS. On suppose que la température s'écrit

T, ).

a) Enfaisant un bilan thermique sur la tranche [0,0 + d0], établir I'équation aux dé-
rivées partielles suivante :

H_CG_T—LGZ_T_’_%(T _T)
Aot RZoM2 AL °

b) On se place en régime stationnaire. On pose a = y/ % et on utilise un systeme

de chauffage en 0 = 0 qui impose T(0 = 0) = T¢. Déterminer complétement T(0).
Tracer I'allure du graphe de cette fonction pour 6 € [0, 27 [.

¢) Endéduire le flux ®(0) traversant la section carrée en 0 et tracer |'allure du graphe
de cette fonction pour 6 € [0,2n[. Commenter la valeur de ®(m).

d) Dans le domaine [0,7], on pose 8T (0) = T(0) — T,, on choisit un angle 6y quel-
conque et un écart angulaire 66 > 0. Montrer que la quantité

_ 0T (By — 66) + 8T (By + &6)
7= 5T (0)

ne dépend que de 86, R et a. Comparer aux résultats expérimentaux obtenus par
Fourier : R=16,0 cm, £=3,30cm, A=81 W-K"'-m™!, h=10W-m~2.K ! etil
a mesuré

° T ° 3n o o
Te=17,67 c,T(E]:ee,oo C,T(T)=50,67 C, T (1) = 44,00 °C
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Partie 2 : étude en régime variable. On place 'anneau dans du sable, excellent iso-
lant thermique.

a) Donner I'équation aux dérivées partielles vérifiée par T (0, t) dans ce cas.

b) On cherche une solution sous la forme T(6, 1) = K+ f(0) - g(#). Montrer que I'équa-
tion aux dérivées partielles s’écrit sous la forme

pe 1 dgn 1 1 d*f(0)

A g dt R fO®) do?

En déduire que ces deux membres sont égaux a une méme constante réelle qu'on
notera Q.

c) Justifier que Q < 0. On note désormais Q = — L

4z-En déduire g(¢) et f(0) en suppo-
sant que c’est une fonction paire.

d) Déduire de ce qui précede que d est quantifié : d = % ol n est un entier naturel
non nul et qu’'on peut écrire

x L
TO,0) =Tm+ ) Aycos(nb)e
n=1

Cette étude est a la base de la théorie mathématique des séries de Fourier.

Modele des ondes thermiques

Londe thermique est une solution particuliere de I'équation de la chaleur unidirec-

tionnelle
oT(x, 1) | °T(x,0)
pe -A =

ot ox?
lorsque le matériau est soumis a une excitation sinusoidale du type

0

T(x=0,1) =Tgcos(wt+ )

On passe en formalisme complexe et on cherche une solution complexe sous la

forme
T, ) =T plwi=kx) _ Taei(wt—@)ﬁﬁ)
=\ —a

T,= Tqe'® est I'amplitude complexe, w est la pulsation imposée par I'excitation (on
est en régime sinusoidal forcé) et E = kiiy estle vecteur d’'onde complexe. La partie
réelle k' de k correspond a la propagation de I'onde thermique, la partie imaginaire
k" correspond a I'atténuation de 'onde.
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a)
b)

c)
d)
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Etablir I'équation de dispersion. vérifiée par le nombre complexe k.

En utilisant la relation
.0\2 .
(\/76’ 2 ) =re'®
déterminer la solution k dont la partie réelle est positive.

Définir une distance caractéristique d’atténuation est 6.

Application numérique. On donne p =1 000 kg-m™3, ¢ =4200J-K~!-kg™! et

A=0,500 W-m~!- KL

i) Lexcitation thermique journaliere pendant 'été a pour valeur moyenne
25 °C et une amplitude de 10 °C. Donner les valeurs de Ty, Tg, w, 8 et la
profondeur a laquelle on peut considérer que la température reste pratique-
ment constante pendant la journée.

ii) Lexcitation thermique annuelle, corrigée des variations journaliéres, a pour
valeur moyenne 15 °C et une amplitude de 10 °C. Donner les valeurs de Ty,
To, w, 8 et la profondeur a laquelle on peut considérer que la température
reste pratiquement constante pendant la journée. Pourquoi parle-t-on dans
ce cas de « théorie des caves » ?

Onde thermique progressive, stationnaire

Un matériau est le siege de réactions chimiques dont la vitesse de réaction, confor-
mément a la loi d’Arrhenius, augmente avec la température. Ces réactions sont exo-
thermiques, et on modélise leur action par I'existence d’'une puissance thermique
volumique proportionnelle a la température, soit Z; = fT. On étudie la propagation
d’'une onde thermique unidirectionnelle selon I’axe y. On note |t la masse volumique,
¢ la capacité thermique massique et A la conductivité thermique du matériau.

a)

b)

c)

En faisant un bilan thermique sur la couche de surface S comprise entre y et
y+dy, établir 'équation aux dérivées partielles vérifiée par T(y, 1).

On cherche une solution progressive qui sécrit, en grandeurs complexes
Ty = Iaei(“’t_’—cy ), Etablir I'équation de dispersion vérifiée par k et montrer
que l'onde qui se propage dans le sens des y croissants (la partie réelle de k est
positive) se propage en s’atténuant quelle que soit la valeur de f3.

On cherche une solution stationnaire qui s’écrit, en grandeurs réelles

T(y, 1) = Tqe® sin(ky)
avec k > 0. Lobjet étudié est une plaque d’épaisseur L et on impose
T(y=0,8) =T(y =L, 1) = 0. Montrer que k = T et que selon la valeur de f, il est

possible d’observer une atténuation ou une amplification dans le temps de la
température.
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Isolation extérieure ou intérieure 2 (CCP MP (2) 2016)

Un mur de surface S = 10 m?2, d’épaisseur E = 30 cm, de conductivité thermique
A=1W-m~!.K™!, de capacité thermique massique C = 500 ] - K~ - kg~! et de masse
volumique M = 2000 kg-m™3, est isolé avec un isolant thermique de méme surface
S, d’épaisseur e = %, de conductivité thermique A = %, de capacité thermique mas-
sique ¢ = % et de masse volumique | = %. La température intérieure a la maison est
T; =290 K, la température extérieure est T, =270 K.

a) Calculer les résistances thermiques R du mur et r de I'isolant.

b) Justifier qu’en régime permanent, la position de l'isolant, sur la face intérieure ou
sur la face extérieure du mur, ne change pas la valeur du flux thermique allant de
I'intérieur vers 'extérieur. Calculer sa valeur.

¢) Calculer la température Ty au point d’interface entre le mur et l'isolant dans
chaque cas.

d) At =0, la température du mur et de 'isolant est uniforme égale a T,. Donner
l'ordre de grandeur de la durée du régime transitoire. Calculer 1'énergie ther-
mique recue par le mur et par 'isolant entre I'état initial et le régime permanent
dans les deux cas. Conclure sur la différence entre les deux cas.

Circuit RC thermique

Un aliment assimilé a un solide de température homogene a tout instant T(z), de
température initiale T(0) = T et de capacité thermique C, est placé dans un réci-
pient de capacité thermique négligeable par rapporta C, et formant, entre l'intérieur
et extérieur, une résistance thermique R. Le récipient est placé dans une piece for-
mant un thermostat a la température T; = Ty (1 +€) avec 0 < € <« 1. On effectuera les
développements limités a 'ordre 2 en €.

a) Donner le schéma électrique équivalent du dispositif, comportant un résistor, un
générateur de tension et un condensateur. En déduire I'équation différentielle vé-
rifiée par T(#) et la résoudre.

b) Déterminer la variation d’entropie de I'aliment, celle du thermostat et montrer
que la transformation est irréversible.

Résistance thermique cylindrique

Une tour cylindrique est délimitée par un mur d’enceinte de rayon intérieur a; et de
rayon extérieur ap. Un appartement dans la tour est de hauteur H, la température
sur la paroi intérieure est T1, celle sur la paroi extérieure T>. Les appartements aux
étages supérieur et inférieur sont a la méme température et le transfert thermique
est purement radial. On se place en régime permanent et pour un point M du mur
repéré par sonrayon r € [aj, az], on pose TM) =T(r) et ji, = j(r)iy.

a) Par un bilan thermique entre r et r + dr, établir I'équation différentielle vérifiée

par T(r).
b) Résoudre cette équation et en déduire T(r) et j(r).
¢) En déduire que le flux a travers un cylindre de rayon r et de hauteur H est indé-

pendant de r et exprimer la résistance thermique cylindrique du mur d’enceinte
de I'appartement.

d) On suppose que ap = aj +¢€ avec 0 < € < aj. En effectuant un développement
limité, montrer qu’on retrouve I'expression de la résistance thermique unidirec-
tionnelle.
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Gel de 'eau d’un puits (résolution de probléme)

Un puits cylindrique contient B = 1,50 m d’eau. Celle-ci atteint 0 °C a l'intant ¢ = 0.
La température de I'air extérieur est supposée constante et vaut —10 °C. Une couche
de glace commence 2 se former. A l'instant ¢, son épaisseur est b(f). Déterminer la
durée totale T pour que I'eau gele compléetement. On donne la masse volumique de
I'eau pe = 1000 kg-m~3, la conductivité thermique de la glace Ag=2,1 w-K1.m™!
et 'enthalpie massique de fusion de la glace hg,g = 334 kJ -kg™1.

Du mal a démarrer

Un bilan sur chacune des facettes, et une association deux

a deux des flux (devant-derriére, dessus-dessous, gauche-droite)
conduit a I'expression de la divergence de j en coordonnées carté-
siennes.

L’élément considéré est délimité par trois parois : un disque

en z et un disque en z+dz de surface égale ma® a travers les-
quelles on observe des flux conductifs régis par j et une paroi
latérale cylindrique de surface 2madz a travers laquelle on ob-
serve un flux convecto-radiatif. La variation d’énergie interne de
la tranche est égale a la somme des trois énergies thermiques cor-
respondantes.

La variation d’énergie interne de I'espace intersphérique

considéré est égale a la somme des énergies thermiques transfé-
rées par conduction a travers les sphéres interne de surface 47r?
et externe de surface 4n(r + dr)? et de I’énergie thermique pro-
duite par métabolisme dans cet espace dont le volume est 4nr?dr
(par un développement limité a I'ordre 1).

Le bilan fait apparaitre les deux termes de conduction a tra-

vers les disques de surface ma?, le terme de convection sur la pa-
roi latérale de surface 2madz et I'énergie thermique créée par ef-
fet Joule dans la tranche de longueur £ = dz et de surface ma?®.
L’équation de la deuxiéme question est le résultat de I'intégration
de celle de la premiére question entre z=0 et en z=L ou le flux,

donc le courant thermique, donc la dérivée g—z est nulle.

C’est une application immédiate de la loi de Wien.

La loi de Wien permet de déterminer la longueur d’onde du

maximum d’émission radiative et d’en déduire la couleur vraie du
corps.

La loi de Stefan donne les expressions des puissances rayon-

nées par la sphére solaire et par la demi-sphére lunaire la plus
chaude. La principale difficulté est le calcul de la puissance solaire
recue par la face de la Lune qui est exposée. On pourra considé-
rer que la Lune préléve une fraction de la puissance solaire totale,
rapport entre I'aire d’un disque de rayon Ry, et celle d’une sphere
de rayon r. A I’équilibre thermique, la puissance recue est égale a
la puissance émise.

La loi de Stefan donne les expressions des puissances rayon-

nées par la sphere solaire et par la sphére terrestre. La principale
difficulté est le calcul de la puissance solaire regue par la face de
la Terre qui est exposée. On pourra considérer que la Terre préleve

(p ]

une fraction de la puissance solaire totale, rapport entre I’aire d’un
disque de rayon R et celle d’une sphére de rayon r. A I'équilibre
thermique, on utilisera le schéma donné dans I'exemple du cours
pour écrire la relation entre les flux.

Cet exercice est un pur exercice de calcul de dérivées. On

_ _hc
pourra poser x = yp .

Les questions a) a d) sont parfaitement guidées. le calcul de

I’intégrale nécessite le changement de variable x = % Il faut
B

quelques efforts pour aller au bout des calculs, et en déduire I'ex-
pression théorique de la constante de Stefan-Boltzmann.

Les questions a) a f) sont parfaitement guidées et s’appa-
rentent a la théorie cinétique des gaz parfaits éventuellement vue
en premiére année. La question g) est beaucoup plus difficile et
nécessite I'écriture du premier principe en traduisant les deux hy-
pothéses, quasi statique donc P, =P, et adiabatique donc 6Q = 0.

L’équation différentielle est la forme simplifiée de I’équation

de la chaleur en régime permanent et en diffusion unidirection-
nelle selon x. Sa résolution est immédiate. La prise en compte des
conditions aux limites conduit a deux relations entre A et B, avec
un niveau de difficulté croissant entre les trois questions.

L’établissement de I’équation aux dérivées partielles néces-

site beaucoup de précision pour estimer la surface latérale de Iélé-
ment étudié, a travers laquelle se déploient les transferts convec-
tifs. En régime permanent, la solution peut étre exprimée avec des
fonctions exponentielles, mais il est plus élégant et plus efficace
pour les calculs de 'exprimer grace aux fonctions hyperboliques
(ch et/ou sh) ; la quatrieme question nécessite beaucoup d’habi-
leté algébrique, on rappelle que ch(a+ b) = chachb + shashb. En
régime variable, le recours a une solution stationnaire conduit a
deux équations différentielles distinctes, du premier ordre pour
g(t) et du second ordre du type oscillateur harmonique pour
£(0). La quantification résulte de la condition aux limites T(0, ) =
T@2m, 1).

Les opérations de dérivation en grandeurs complexes se ra-

ménent a des opérations de multiplication par iw pour la dériva-
tion par rapport a t, par —ik pour la dérivation par rapport a x.
La période de I'excitation thermique est de un jour dans la pre-
miere question de un an dans la deuxiéme. Les valeurs de & sont
calculées a partir de la formule du cours.
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L’équation aux dérivées partielles est une équation de la

chaleur modifiée par le terme de source associé a Zy. Dans la
deuxiéme question, I’équation de dispersion est obtenue comme
dans le cas du cours, et ’est une analyse fine de cette équation en
nombres complexes qui donne le signe de la partie imaginaire de
k et qui permet de conclure. Dans la troisiéme question, la valeur
de k est calculée a partir des conditions aux limites et de la posi-
tivité de la température ; le comportement dans le temps dépend
du signe de a, obtenu a partir de I'’équation aux dérivées partielles.

Les calculs de flux et de température d’interface sont de

simples applications des lois du cours. Pour la quatriéme question,
les durées sont obtenues a partir de la traduction de I’équation de
la chaleur en ordres de grandeur, et les énergies thermiques par
calcul d’intégrale sur x en évaluant celle recue par chaque tranche
[x, x +dx].

Le premier principe appliqué a I'aliment conduit a une équa-

tion analogue a celle d’un condensateur et a assimiler la capacité
thermique C a la capacité du condensateur. Le circuit électrique
obtenu est alors d’étude trés classique. La variation d’entropie est
calculée grace a la seconde identité thermodynamique.

Le bilan traduit I'égalité des flux entrant en r avec une den-

sité f(r) a travers une surface 2nrH et sortant en 7 + dr avec une
densité j(r+dr) a travers une surface 2n(r + dr)H. La résolution
de I'équation du second ordre obtenue nécessite une double pri-
mitivation, les deux constantes d’intégration sont calculées grace
aux deux conditions aux limites en aj et en ap.

La couche de glace forme une résistance thermique a tra-

vers laquelle I’énergie thermique 8 = @ qd est perdue par I'eau
pendant dt. L’équation différentielle en b(t) est obtenue en consi-
dérant que la perte de 6Q correspond au changement d’état (gel)
d’une couche d’eau d’épaisseur db.

Corrigés des exercices

A travers la paroi x, 'élément de surface sortant de I'é1é-
ment de volume est dS = —dydziiy donc le flux entrant
est

APy =~j(x,y,2,1) (~dydziix) = jx(x,y,2, Ndydz
De méme a travers la paroi x + dx, le flux entrant est

AD .y gy =—jx(x+dx,y,2,0)dydz

En raisonnant de méme pour les parois y, y +dy, z et
z+dz, le bilan thermique s’écrit

dU = | dDy +dD gy +dDy+dDy g, +dD; + dd)z+dz] df
Le terme de gauche s’écrit

dU = wdxdydzc(T(x,y,z,t +dt) = T(x,y,2,1)
En divisantI'identité par dxdydzdt et en faisant les déve-

loppements limités aux premiers ordres en x, y, z, £, on
obtient

—

OTeyzn - Qjxhyz) 0jy(6 3,20 3jz(x,y,2,
W%~ ox dy 3z

0T (x,3,2,1)

s0it pe—57 +div f(x, ¥z, 1) =0.

La tranche posseéde trois parois : en z un disque de vec-
teur surface sortant —a?iiz, en z + dz un disque de vec-

teur surface sortant a2 iiz, et une paroi latérale formant
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une languette de surface dS = 2madz. A travers les deux
disques, le flux total entrant est

Av,+dd,, 4, =j(z, nna® - jlz+dz, nna’
Le flux convecto-radiatif sortant par la paroi latérale est
d® =p(T(z,1)—Ty)-2nadz
Le bilan thermique s’écrit donc
pnazdzc (T(z, t+dt)-T(z,1) =

j(z, t)nazdt—j(z+dz, t)nazdt—B(T(z, 1)—=To)-2nadzdt

En divisant cette égalité par ma®dzdt et en effectuant les
développements limités aux premiers ordres en z et t, on
obtient

0T(z,1) _ 0j(z1n) 2B 3
“Tor T 0z a (T(z 0~ To)

Lélément de volume entre les deux spheres possede

une paroi sphérique interne de rayon r et une paroi sphé-
rique externe de rayon r + dr a travers lesquelles on ob-
serve deux flux conductifs radiaux, de flux total entrant

A0y +dD, g4y =j(1,0) -Anr? —jr+drt)-4n(r + dr)?
Lénergie thermique interne créée par le métabolisme est
8Qint = 2 -Anrldrdt

Le bilan thermique s’écrit donc

wanr?dre(T(r, t+dt) —T(r, 1) =
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a)

b

=

jr, -4nr2dt—j(r +dr,0)-An(r +dr)?dt+ 2 -dnr’drdt

En divisant cette égalité par 4ndrdt, les deux premiers
termes du membre de droite deviennent

[(r+dr?jr+drt)] - [r?jr D] a[r2j(r, 0]

dr or

L'équation complete est donc

o[r2jr¢
rzcaT(r,t) - [r2jr, 0] 2
ot or

La tranche [z, z + dz] échange de 'énergie thermique par
conduction sur ses deux faces planes d’aire ma® en z et
en z + dz, de I'énergie thermique par convection et radia-
tion sur sa face latérale d’aire 2nadz, et est le siege d'une
création d’énergie thermique par effet Joule de puissance

P = yifz ~i2. Le bilan thermique s’écrit donc

ucnazdz (T(z,t+dt)-T(z,1) =

nazj(z, t)dt—nazj(z+dz, ndt

dzdt
—B(T(z, 1) —To)2nadzdt + — 2,'2
Yna

En divisant par dzdt et en effectuant les développements
limités au premier ordre, on en déduit

oT 0j j2
2 20J

na“— =-na“— -2 1) — +
pena o a oz pra(T(z,t)—Tp) 5

La loi de Fourier en projection sur l'axe donne
jlz,t) = —)\g—g et en remplacant dans I'équation précé-
dente, on obtient I'’équation donnée par I'énoncé.

Tm(t) est la température moyenne (spatiale) du conduc-
teur a la date r. 0(7) est I'écart entre Ty, (), température
moyenne du conducteur et T, température de 'air exté-
rieur. On integre I'équation différentielle entre z = 0 et
z = L. Pour le membre de gauche, d’apres le théoreme de
Schwartz, on peut permuter I'intégration sur z et la dériva-
tion temporelle :

L 3T d (L do
—dz=— T(z,t)dz=L—
Lo ar ¥t dtfz:o (& ndz =L

Pour le premier terme du membre de droite, on a

L 52T
f —dz=
z=0 622

Or les deux faces extrémes du conducteur étant calorifu-
gées, le flux thermique par conduction y est nul, donc par
application de la loi de Fourier :

a_T]L_aT

— L a—T(O 1)
dz]g 0z o0z

vt, j,1) = j(L, 1) =0 donc a—T(o t)—a—T(L H=0
7] i _] y - 6Z i _az ) -
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Le deuxieme terme du membre de droite s'intégre en

L
—Zﬁnuf (T(z, ) —Tg)dz = —2pmaL(T () — Tp)
z=0

=—2Ppmald

Le troisieme terme du membre de droite s'intégre en

L g2 i’L
f 5 dz= —
z=0 Y@ yna

Léquation intégrée devient donc

i°L
yna?

do
pcnuZLE =0-2pmald +

do 2B i2

dt  pca  yucn2at
En régime permanent, quand ¢ — +oo,

i2

0=0p = —
7 2pyn2ad

ca . 4 . 2
et en posant T = uz_ﬁ' on obtient I'équation donnée par
I'énoncé, qui se résout aisément en

0 =000 + (00 — Boo)e T

ol O est 'écart entre la valeur moyenne de la tempéra-
ture du conducteur a l'instant initial et Tg. On en déduit
Tm(0) =To+6(0)

Par application directe de la loi de Wien

2,898-1073
T=""—""— _=273K
1,063-103

La température du corps humain est T =273+37 =310 K. La
loi de Wien donne la valeur de la longueur d’'onde du maxi-
mum de rayonnement :

~2,898-1073

=9,35 um
310 H

m
On est donc dans le domaine des infrarouges. Pour notre ceil,
le corps humain est noir, mais un capteur sensible aux in-
frarouges peut convertir ces radiations en fausses couleurs ;
c’est le principe des caméras thermiques. Lorsqu’on chauffe
un morceau de métal, il rayonne d’abord dans l'infrarouge a
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température ambiante Ty = 310 K. Le rayonnement a une do-
minante rouge lorsque

2,898-1073
16001079

Am .
> =~ 800 nm soit Ty =

=~ 1 800K

On dit dans ce cas que le métal est chauffé au rouge. Le
rayonnement couvre tout le spectre du visible et parait blanc
lorsque

2,898-1073

600109 =~ 4 800K

Am =600 nm soit T} =
On dit dans ce cas que le métal est chauffé a blanc. Remar-
quons que dans le cas du fer, cette température est supérieure
a la température de fusion (1 811 K). Dans ce cas, le modele
d’émission par incandescence est plus adapté que celui du
COrps noir.

La puissance totale rayonnée par la surface du Soleil est don-
née par la loi de Stefan, intégrée sur la surface sphérique du
Soleil :

Psoleil = 0T4 - 4mRS =3,84-10%° W
La distance Terre-Lune est négligeable devant la distance
Soleil-Terre donc la distance Soleil-Lune vaut

r=1,496-10"' m

Depuis le centre du Soleil, la Lune est vue sous la forme d'un
disque de rayon Ry, ala distance r.

La puissance solaire incidente a la surface de la Lune est une
fraction de la puissance solaire totale

P =BPsoleil

ol P est le rapport entre I'aire du disque lunaire et celle de la
sphere sur laquelle se dilue la puissance solaire :

2
_ T[RL
anr?
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Lénoncé propose de négliger la puissance solaire réfléchie par
la surface éclairée de la Lune. La puissance absorbée est donc
2
nR
=, = L 5T%.47R2
Pobs =P = " oTg -4nRg
Les puissances rayonnées par chaque hémisphere sont don-
nées par la formule de Stefan intégrée sur une demi-sphére :

L= 4 . 2
9’] = O'Tj ZJTRL
Py =0Ty, - 2nRZ

Lhypothese T, < T; donne 2, < 2;. A I'équilibre ther-
mique, la puissance rayonnée est égale a la puissance absor-

bée, donc
2

TR
L o4 4 02 md o on2
o O'TS 4nR O'T] ZT[RL

R2
=Tg\] =S =279 K
doncT;=Ts 57"

a) Adoptons les notations du cours, rappelées par le schéma
suivant.

atmosphére

Soleil

ad,

La puissance totale rayonnée par la surface du Soleil est
donnée par la loi de Stefan, intégrée sur la surface sphé-
rique du Soleil :

Poleil = 0T§ -ATRE =3,84-10%0 W

Depuis le centre du Soleil, la Terre est vue sous la forme
d’'un disque de rayon Rt ala distance r.
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b

=

c)

Le flux solaire incident est une fraction de la puissance so-
laire totale

D; =PPseil

ol f est le rapport entre l'aire du disque terrestre et celle
de la sphere sur laquelle se dilue la puissance solaire :

2
T[RT

p= donc

" amr?
7R?
= T T4 anR?
;= ) 0Tg -4nRg
Le flux radiatif émis par la Terre est donnée par la formule
de Stefan intégrée sur la sphere :
®, = T} -47RS:

A Téquilibre thermique, le flux thermique incident ve-
nant du Soleil est égal au flux sortant du systeme
{Terre, atmosphere}, soit

D;=AD; + (1-a)P, s0it (1 -A)P; =(1—-a)D,

nR2
. T 4 2 _ 1 4 2
soit (1—A) —4nr2 'GTS 4R = (1 a)chT 47[RT

soit Tt =Tg

soit 19 °C. Cette valeur est légérement surestimée, il fau-
drait prendre en compte la réflectivité des nuages, mais
elle donne quand méme une excellente estimation de la
valeur réelle, proche de 15 °C.

Si la quantité de gaz carbonique diminue, le coefficient
a d’absorption du rayonnement infrarouge par I'atmo-
sphere diminue, donc T diminuerait. Une partie des
océans gelerait, devenant blanche. Donc 'albedo A aug-
menterait, ce qui ferait encore diminuer T. Le phénomene
climatique s’amplifierait.

Si la quantité de gaz carbonique augmente, le coefficient
a d’absorption du rayonnement infrarouge par I'atmo-
sphere augmente, donc T augmenterait. Une partie des
banquises, blanches, fonderait. Donc I'albedo A diminue-
rait, donc T augmenterait encore plus. Le relargage du mé-
thane augmenterait encore plus la valeur de a. Le phéno-
mene climatique s’amplifierait donc dangereusement. No-
tons que ce modele simplifié ne prend pas en compte 'aug-
mentation des pluies, donc celui des nuages, blancs, qui
augmentent 'albedo (avec un effet modérateur), et les ef-
fets secondaires provoqués par 'augmentation de 'acidité
de 'océan (acidifié par le gaz carbonique) ou le dévelop-
pement plus rapide des foréts, capteurs importants de gaz
carbonique.
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a) On calcule la dérivée

do  2mc

dax Az

et on substitue A a w dans la loi de Planck, d’ou

2nc %(211)303
2 31203
D) = A ASnce

hc
exp AksT — 1

8nhc 1

(N =
5 hc
N exp gy -1

b) Lafonction Z(A) passe par un maximum lorsque

hc
— 15 _
Q) =A (exp kT 1)

est minimal, donc lorsque sa dérivée est nulle, soit

504 (exp AZ}:T - 1) +A°. )\;Z:T exp % =0
soit, en divisant par 5\% exp )\Z;T :
1-exp —_hc - L =0
MkgT  B5AkgT
et en posant x = )\}klgT :

1-e ¥-0,2x=0soite ¥ +0,2x-1=0

D’apres I'énoncé, I'unique solution de cette équation est

he
=4,9651 donc A, - T

X =4,9651 soit Sy
AkgT 4,9651kp

S0it Ay T =2,898-1075 m-K

qui est bien la loi de Wien.

a) Par définition, du est1’énergie volumique dans I'intervalle
de pulsation considéré. Le volume considéré est un cy-
lindre de base dS et de hauteur cdt, donc de volume

dt=cdt-dS

Lénergie dans l'intervalle de pulsations [w,w + dw] est
donc
dE=du-dt=du-cdt-dS

Le nombre de photons correspondant est donc

_dE _du-cdt-dS

dN
e hw
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b)

)

d)

a)

b)

En moyenne, un photon sur deux se déplace vers la sur-
face (il va la frapper dans l'intervalle de temps dt a venir),
un photon sur deux vient d’étre émis. On en déduit

dN _du-cdr-dS

N, = — —
dNe == 2hw
Ona 4 Jied
-cdt-dS
déa:dN’e%w:%

La puissance surfacique est donc

& cdu
Ao = - on
ST dt-dS 4

Or, par définition de la densité spectrale
du=2w)dw donc d¥Ps = 2 ‘D (w)dw
Lintégrale s’écrit

+00 3 1
QZS:[ w

——dw
_ 202 ho
w=0 4m“c exp ICB_T -1

On fait le changement de variable

T
X = h_u) doncdw = kBde

- kgT
On en déduit
k4T4 S x3
B
Pg = dx

ST an2e2h3 fx:o eX—1

2kAn®
. B 4

Soit P = ——— -
ST 156213

On obtient donc bien la loi de Stefan et on exprime la
constante de Stefan-Boltzmann

4.5
ZkBT[

o=—8 _=567-108W-m2.Kk*
15¢2 K3

Le nombre de photons est le rapport

N:Hdoncv:ﬁz U
e a’>  hfad

Les photons qui vont frapper la surface pendant dt sont
situés a une distance inférieure a cdt de cette surface, et se
déplacent vers la droite. Sur la figure suivante, on a entouré
les photons qui sont dans ce cas.
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c)

d

=

e)

f)

g

"

miroir
C’est donc la moitié des photons situés dans le volume
dt = cdt-a®. Par définition de v, il y en a donc
1 _ Ucdt

dAN=-v-dt=
2V " 2hfa

La variation de quantité de mouvement pour un photon

est i
op = —Tf tiy donc

Udt _

dp=dN-8p = ——— iy

La force est donc

R dp U
PRSEER = —=——1U
Jmiroir photons dt a X

On en déduit, par application de la troisieme loi de Newton

fphotons—»miroir = _fmiroir—>ph0tons = a Uy

et par définition de la pression

f U
=275
ac a
La pression est
P, U U u
p=—Ll=-—=—=—
3¢5 3V 3

Le premier principe s’écrit
dU = —P.dV +8Q

La transformation étant quasi statique, P, = P et adiaba-
tique, 6Q =0, donc
du av
dU =-PdV donc — =-P—
dr dr
Lunivers étant assimilé a une sphere, et en utilisant I'équa-
tion d’état du gaz de photons,

4_n3
=44RS.
{U T u donc

V=3nR3
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4AnR%u+ - JTR3 du_ u -47R? soit ﬂ = _du
dR 3 dR R

Or u = aT* donc

5 dT  4aT* ar T
a-4T" — =— donc — =—-—
dR R dR~ R

s0it RAT = —=TdR soit RAT + TdR =0 soit d(R-T) =0

doncR-T =cste

a) On est dans les conditions d’application de 1’équation de

la chaleur ; en régime permanent, % =0 et dans cette géo-

métrie unidirectionnelle, AT =

d’T

I'équation est donc
iz = =0 qui se primitive en Ax+B.

La condition aux limites en x = 0 donne a chaque fois
B=T,.

i) La condition aux limites T(L) = T se traduit par

d 2’
—Apuls T(x) =

AL+B =T soit AL=T; —To donc A= 1710 e
T -T ar A
T(x) = MX+T0 donc j(x) = -A— = —(Tg—T1)
dx L
On en déduit le flux
« AS
(I’:]S:T(TO—TI)

Remarque : c'est le modele des résistances thermiques.
ii) Le flux dans le barreau dans le sens des x croissants
est uniforme :

D= —)\Sd—T =-ASA
dx

D’autre part T(L) = AL+ B = AL+ T donc la condition
aux limites donnée par I'énoncé s’écrit

T;-T
~ASA = H/(AL+Tg—T;)S donc A = — ,\0
L+W

On en déduit le flux

oo S g
=1
tw

-Ty
iii) Le flux et la température T(L) s’expriment comme a la
question précédente et la condition aux limites s’écrit
—ASA =0 (AL+Tp)*S soit —AA =0 (AL+Tg)*

Avec les valeurs numériques fournies, cette équation
s'écrit —107 - A = (A +300)*. Les deux solutions sont
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donc les abscisses d’intersection des deux graphes,
soit Ay = —575 K-m™! et Ay =115 K-m~!. La tem-
pérature a I'extrémité du barreau vaut T(L) = AL+ Ty.
Avec A1, on obtiendrait T(L) = —275 K, valeur néga-
tive absurde. La seule solution acceptable est donc
Ay = —115, elle donne T (L) = 185 K et on vérifie la vali-
dité de cette valeur en vérifiant que le flux conductif a
I'extrémité du barreau est bien égal au flux radiatif :

—ASA, ~oT*M)S =66 W

Partie 1.

a) Latranche étudiée possede six faces. Sur les deux faces car-

b

=

rées en 0 et 0 + d0, le transfert est conductif :
ADeyg=+j0,0-02 - jO+d,1)- ¢

Les quatre autres faces sont assimilées a des rectangles de
surface totale

dS =2x ERd9+€(R— g d6+€(R+ ¢ do = 4¢Rd6
Le flux convectif sortant est donc
Ad®¢y = h(T®,1) —Te) -4¢RdO

Le bilan thermique s’écrit donc
Hcl?RdO (T(0, 1 +dn) —T(®, 1) = ddyydt — dDeydt

En divisant par d¢d0 et en effectuant les développements
limités a'ordre 1 en 0 et en ¢, on en déduit

0/
(?R— = —02 = —4RON(T - T

Y 36 (r=Te)

Or la loi de Fourier j = —Agrad T se traduit dans cette géo-
métrie cylindrique en j = —)\é gg donc

LeR aT_M21a T

" R 35z~ ARCAT-Te)

et en divisant par A¢2R on obtient bien I'équation propo-
sée.

En régime permanent, la dérivée par rapport au temps est
nulle, 'équation s’écrit donc

a2 \a) — \a) ¢
La solution particuliere est T, et I'équation homogene se
résout en résolvant I'équation caractéristique
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dont les racines sont z; = —% etzy = %. La solution géné-
rale est donc

Rg _Rp
T(0)=Aea” +Be a +T,

Les conditions aux limites sont T(0) = T, et T(2m) = T¢. On
en déduit A et B en résolvant le systéme et on obtient

Re 2nR Re

ea’+e a e a
TO) =T+ R (Tec—Te)
l+e a
ch((n—@)%)
T(0) =Te + (Te—Te)

Cette fonction présente un minimum en 6 = n et voici I'al-
lure du graphe :

T,
0
0 T n
¢) Le fluxvaut
oT
D(0) = A% —
©) 3
)\fZR Sh((]’[—@)%)
OO)=——Te—Te) —————
a ch (n%)
VoiciI'allure du graphe :
D
b1 2r 0

0
d) On déduit de ce qui précede que

5T (0) = Kch((n—e)g)

avec K = CThC(;TBe). En utilisant les lois de la trigonométrie
hyperbolique :

0T (By — 60) = Kch((n —Oo)g)ch(g&)) -
-0 )
a a
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5T(0g +56) = Kch((n —Oo)g)ch(gﬁe N

R R
Ksh ((n —60)—) sh (—86)
a a
On en déduit apres simplifications que
R
=2ch|—36
a=2eh )

Lapplication numérique donne a = 0,2585 m, Gihgo = 2,24
et gexp = 2,26, ce qui est en tres bon accord.

Partie 2.

a) Ilsuffitde prendre h = 0 dans I'équation initiale :
peoT 1 02T
A dr  R2 902

b) Ona % = f(0)- d‘g(tﬂ et SZTE = d;’g(ze) -g(1). Eninjectant ces
expressions dans I'équation, puis en divisant par f(0)-g(1),
on obtient 'équation de I'énoncé. Le membre de gauche
ne dépend que de ¢, celui de droite ne dépend que de 6, ils

sont donc égaux a une méme constante notée Q.

¢) Léquation en g(1) s’écrit

dont la solution générale est

AQ
gty =Alenc’
Si Q était positif, g(#) tendrait vers I'infini quand ¢ — +oo,
ce qui est physiquement impossible (nécessité d'une éner-
gie infinie). Q = 0 conduirait a une solution constante dans
le temps, ce qui est aussi rejeté. On en déduit que Q < 0. Le
second membre est homogene a R—lz, donc Q est 'opposé
de l'inverse d’'une longueur caractéristique d : Q = —%.
On écrit donc

;1 ped?
g(t)=A'e Tavect= >
Léquation en f(0) s’écrit
d?f@® R2
+—f0)=0
d6? dzf( )

C’est une équation du type oscillateur harmonique et
comme 'énoncé indique que f est paire,

AR )
fO) =A cos(de

On peut fusionner les deux constantes A’ et A” en posant
A=A'A"et
_t R
TO,1) =K+Ae 7 cos(ge)
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d)

a)

b

=

)

On peut écrire la condition aux limites V#, T(0, £) = T(2m, 1)
donc
cos0 = cos(an)
B d
donc % = n-2m ol n est un entier naturel non nul, soit

d= % et la solution stationnaire associée est

_t ucR?

T,n(0,1) =K, +Aue ™ cos(nb) avec 1, = oz
n
L'équation aux dérivées partielles étant linéaire, toute
somme de solutions est elle-méme solution (principe de
superposition) donc en sommant sur 7, la solution propo-
sée par I'’énoncé convient, en notant
(e}
Tm=) Ku

n=1

la température moyenne.

Dériver par rapport au temps la fonction complexe spatio-
temporelle revient a la multiplier par iw, la dériver par rap-
port a x revient a la multiplier par —ik. Léquation de la
chaleur unidirectionnelle s’écrit donc

iopcT - (—ik)>AT =0

d’ol1'équation de dispersion

On peut écrire

eteif- L1
2 2
1 1 cw
donc@:i(———i) u—soit

2 V2 A

pew . [pcw
k=\—-i\/——
- 2\ 2\

En injectant la valeur de k de partie réelle positive et en
prenant la partie réelle, on en déduit la solution onde ther-
mique progressive dans le sens des x croissants et atté-
nuée :

T(x, 1) = Ze(T) = Tge™ 5 cos(wi— k' x+0)

avec k' = % = % La pseudo-période spatiale (lon-

gueur d’onde) est % = 27d et la distance caractéristique
d’atténuation est 5.
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d) Application numérique.

i) On identifie la température moyenne T;; = 298 K
et 'amplitude thermique Tg = 10 K. Lexcitation
thermique journaliére est périodique, de période 24
heures, soit T = 86 400 s, donc w = ZT“ = 7,27-
1072 rad-s~!. D’apres la formule du cours,

2\
6=41/——=5,7cm
Hew

A une profondeur de l'ordre de 58 ~ 30 cm, le facteur

_z . .
exponentiel e § vaut moins de 1 % et la fluctuation
thermique journaliére est donc inférieure a 0,1 K.

ii) De méme, T, = 288 K, Tp = 10 K. Lexcitation
thermique journaliere est périodique, de période
1 an=365,25 jours, soit T = 31,56 108 s, donc w = ZT” =
1,99-1077 rad-s~!. D’apres la formule du cours,

2\
§=y/—=11m
pew

A une profondeur de 'ordre de 56 =~ 4 m, le facteur
exponentiel e~ vaut moins de 1 % et la fluctuation
thermique annuelle est donc inférieure a 0,1 K. Dans
une cave a 4 metres de profondeur, la fluctuation ther-
mique entre les saisons est donc négligeable.

a) Le bilan thermique s’écrit

uSdyc(T(y, t+dn-T(y,1) =

J,0Sdt—j(y+dy, t)Sdt +PT-Sdy-dt

En divisant par Sdydt et en faisant les développements li-
mités au premier ordre, on en déduit :

0Ty, _ 0j(D
ar T oy +BT(3, D)

La loi de Fourier donne j(y, 1) = —)\aT(.;—;”t) et en injectant
cette relation dans I'équation précédente, on en déduit

I'équation aux dérivées partielles :

T 2
uca 63) :)\6 T, 0
or 9y?

+PpT(y, 1)
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b) Dériver par rapport au temps revient a multiplier par iw,

dériver par rapport a y a multiplier par —ik. Léquation de-
vient donc
incoT = N(=ik)*T +pT

et en simplifiant par T on obtient I'équation de dispersion

Sous forme exponentielle, le second membre, de partie
réelle positive et de partie imaginaire négative, peut étre
écrit re'V avec r >0 (module) et y € |-7,0[. On a alors

prendre des valeur négatives, ce qui est absurde. On en dé-
duitquen=1etk= % puis en remplacant dans la relation
précédente on en déduit o :
2
B\
pe

o=

2
Sip = Ai‘—z, o = 0 et le profil de température est constant

dans le temps. Si f < )\E—z, a<0etVyel0L], T(y,1) =0
quand ¢ — +oo : il y a décroissance exponentielle de tem-
pérature. Si p > )\E—z, o >0etVy€]OL[, T(y,t) — +oo

quand ¢ — +oo : il y a croissance exponentielle de tempé-

Sy 2 .
[\/Felz] — relV rature.

4 .
et % € |-4.,0[. Le complexe Te'2 a donc une partie

. % L. . P ) a) Par application des formules du cours :
réelle positive et une partie imaginaire négative, et c’est la

solution qui convient : E E
R= =003 K-w!r=—2-=010K-w!
@:\/Fei%:k’+ik” 109

b

=

Les résistances sont associées en série, la résistance équi-
valente est donc R+ r = 0,13 K-W~! quelle que soit la posi-
tion relative du mur et de I'isolant. Par application de la loi
d’Ohm thermique :

On en déduit

. / SpI1 " . !
Ty, 0= Iaet(wt—k y—ik"y) :Taek yel(wt—k y+0)

et en passant a la partie réelle

T; —Te
O=——=154W
K" / r
T(y, ) =Tge” Y cos(wt—k'y+0)
) y ) ) ) ) c) Silisolant est sur la face intérieure du mur, le dispositif est
qui est]’équation spatlo—terrllporelle d/une onde qul,se pro- modélisé ainsi :
page dans le sens des y croissants (k' > 0) en s’atténuant

(k" <0). - ° R e
c) Enremplacant dans I'équation aux dérivées partielles, on T; T T,
obtient

On peut appliquer la loi du diviseur de tension :

neae® sin(ky) = —Ak?e**sin(ky) + pe®? sin(ky) R
Ti=Te=—— (T;=To)
donc la solution proposée convient si r

R
tea= A2+ B donc Ty =Te+ ——(T; ~Te) =274,6 K

. R De méme, sil'isolant est a 'extérieur :
Les conditions aux limites imposent

’
: _ Ti=Te+ ——-(T; —Te) =285,4K
sin(0) =0 _ I e TTR i e

{ sin(kL) = 0 donc kL = nn

d

=

En traitant'’équation de la chaleur en ordres de grandeur,
en notant L la distance caractéristique de diffusion ther-
mique et T le temps caractéristique :

ol n est un entier naturel non nul. On en déduit que

. nm
T, 1) = Tae! sin 2
L T T
pe— = )\F
Cette fonction s’annule bien en y = 0 et y = L mais si T
n = 2, elle s'annule au moins une fois en changeant de 12 e
signe entre ces deux valeurs ; la température pourrait alors donc T = A
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Pour le mur ou pour l'isolant, L s’identifie a I'épaisseur et
l'ordre de grandeur du temps d’établissement du régime
permanent est 51. On en déduit les durées

5e2pc

2
tmur = % =5,2 jours
lisolant = —— = 7 heures

Lordre de grandeur est le plus grand des deux, soit environ
5 jours. En régime permanent, la température dans le mur
ou dans I'isolant est une fonction affine de x, abscisse me-
surée perpendiculairement a la paroi : en notant les tem-
pératuresTienx=0etToenx =1L,

T() :T1+(T2—T1)%

La tranche [x, x + dx], de capacité thermique puScdx subit
donc un échauffement (T(x) — Te), il regoit donc une éner-
gie thermique

8Q = pSc((T1 ~Te) + (T —Tl)%) dx

En intégrant sur la largeur totale du mur, on obtient

T1+To—-2T
Q= pSLC#
Dans le cas de l'isolant intérieur :

290+274,6-2-270
2

274,6+270-2-270

Qisolant = uSec =615k]

Qmur = MSEC

donc Q = Qjsolant + Qmur = 7,515 MJ
Dans le cas de l'isolant extérieur :

285,4+270-2-270
2

290 +285,4—-2-270

=6,90 MJ

Qjsolant = MSec =385kJ

Qmur = MSEC =53,1 MJ

donc Q = Qjsolant + Qmur = 53,485 M]

On dépense donc beaucoup plus d’énergie quand I'isolant
est extérieur car il faut chauffer le mur a une tempéra-
ture proche de celle de l'air intérieur. Mais une fois que
ce mur est chaud, il offre une inertie thermique nettement
plus importante, et les fluctuations de température a I'inté-
rieur de la piece a vivre seront nettement plus faibles que
si l'isolant est a l'intérieur. De plus, sur une année com-
plete de fonctionnement, le mur en hiver garde I'énergie
thermique qu'’il a accumulée pendant I'été, et il est tres
peu probable que les murs aient pu atteindre une tempéra-
ture aussi froide (-2 °C) que celle initiale de I'énoncé. C’est
pourquoila tendance actuelle est I'isolation intérieure plu-
tot qu'extérieure (I’étude est analogue et révele un effet cli-
matiseur en été).

=

Transferts thermiques Chapitre 16

a) Le bilan thermique pour I'aliment s’écrit

dT
CdT =®-dtsoitd=C—
dt
qui est 'exact analogue de la loi d'un condensateur en
électricité. Le thermostat est I'équivalent d'un générateur
de tension qui charge un condensateur a travers la résis-
tance :

T, R T

O =

Y s

Léquation différentielle s’écrit donc

daT
T; =R®+T=RC—+T
dt

En posant T = RC, cette équation différentielle du premier
ordre s’integre sans difficulté en

T(6) =Ty +(To—Ty)e T

Appliquons la premiere identité thermodynamique a I'ali-
ment : dU = —-PdV+TdS donc CdT =0+TdS etdS = CdTT
qu’on integre entre T(0) = Tg et T(co) =Ty :

Tr dr T
Asalzf C— =Cln—
To T To

Or %—1 = 1+¢ donc on peut faire le développement limité
0

2
In(l+e)=e—5 et

2

€
ASy=Cle- =
al (E 2)

Le thermostat a une capacité thermique infinie et une va-
riation de température nulle, on doit donc calculer sa varia-
tion d’énergie interne en appliquant le premier principe :

dUth = Sch + 6Wth = _SQal =—-CdT

La premiere identité thermodynamique appliquée au ther-
mostat donne donc

aT
—CdT =T1dSy, donc dSy, = —CT—
1
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T1-To
Ty
1)

— 1

1+¢

1
1+¢€

donc ASy, =-C

S0it ASy, =C

Le développement limité donne ~1-¢+¢? donc

ASq =C (—s + 82)
Lentropie est extensive donc pour le systéme tout entier :

C 2
AS = ASyy +ASy = ——

Le systeme ne recevant pas d’énergie thermique de I'exté-
rieur, le second principe s’écrit

Ce?
AS =0+ S¢r donc S¢r = EN >0

La transformation est donc irréversible.

a) Enrégime permanent, I'énergie thermique entranten r est
égale a celle sortanten r + dr, soit

2nrHj(r)=2n(r+dr)Hj(r +dr)

. (r+dn)jr+dr)—rjr) B

d
on dr

0

donc d(rdjr(r)) = 0. Par application de la loi de Fourier,
jr) = —)\% donc T(r) vérifie 'équation différentielle
d [ dT
I rm =0
b) En primitivant deux fois, on en déduit :
r—T =Adonc d—T = A
dar dar

doncT(r)=Alnr+B

Les conditions aux limites donnent

A= T2=Th
Alna; +B=T; n%
donc a
Alna2+B:T2 B= Tilna-Tolnagy
~  Inax-lna;

On en déduit j(r) = —)\é = (T1-Tp) =25
rin ar
¢) Le flux thermique a travers le cylindre de rayon r est

. 2mtHA
®(r)=2nrHj(r) = (T —Tg)—a2
ay
Il est bien indépendant de r et on peut écrire la loi d’'Ohm

thermique :

n @
Ty -Tr = —L
2nHA
et la résistance thermique cylindrique est donc Rey =
In 22
al
2nHA "
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d) Le développement limité du logarithme donne

a € €
ln—2=ln(1+—)=—
ay ay a)

€

donc Reyl = 7271511 Ty

On reconnait au numérateur |'épaisseur € de la paroi et au
dénominateur la surface intérieure S; = 2ma;H donc on
retrouve I'expression unidirectionnelle Rey) = )\le

A linstant f, le systtme est formé d’'une couche de glace
d’épaisseur b(t) et de surface S surmontant une colonne d’eau
liquide a 0 °C de hauteur B — b(r). Le processus est certaine-
ment lent (on le vérifiera a la fin) et on peut considérer qu'on
est en régime quasi stationnaire, on peut donc appliquer le
modele des résistances thermiques pour la couche de glace.
Sarésistance est
b
th=3s

Le flux thermique traversant cette courche est dirigé de I'eau
vers l'air extérieur, I'écart thermique est de 10 °C donc de 10 K
etd = %. Pendant une durée dt, la quantité d’énergie ther-
mique 6Q = @ - d¢ quitte donc I'eau liquide, ce qui provoque
le gel d'une couche supplémentaire de glace (a l'interface eau-
glace) d’épaisseur db. On suppose que la transformation se
fait a pression constante et le premier principe enthalpique
appliqué a cette couche d’eau qui gele s’écrit dH = —6Q, soit

Sdb-hge =—-10——dt
He gel (D)

Or hge| = —hygys donc b vérifie I'équation différentielle

b-db= dt
Hefus

On integre cette équation a variables séparables entre £ = 0 et
t =1 adroiteet entre b=0et b =B a gauche :

[ L 1)V
— | = [ty
2 0 Hehfys
B2  10A
donc — = £ ¢
2 He s
2
ett= ”32%#}‘\513 =17,9-10% s, soit environ 200 jours. Il est donc
g

impossible de constater le gel complet de I'eau d'un tel puits
dans un pays tempéré, ot 200 jours de gel 2 —10 °C ne sont
jamais observés.
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CHAPITRE 1 7

Thermochimie

Themes abordeés dans les exercices

Ecriture algébrique d’'un équilibre chimique.
Grandeur de réaction.

Enthalpie standard de formation.

Entropie molaire standard.

Loi de Hess.

Température de flamme adiabatique.
Constante d’équilibre.

Quotient de réaction.

Loi d’action de masse.

Combinaison linéaire d’équilibres chimiques.
Réactions d’oxydoréduction.

Formule de Nernst.

Relation et loi de Van 't Hoff.

Loi de modération de Le Chatelier.
Déplacement d’équilibre.

LR I IR R R SR SR o SRR R R R IR - R

‘Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

Calculer I'enthalpie et 'entropie standard de réaction a partir de valeurs tabulées.
Calculer une température de flamme adiabatique.

Calculer une constante d’équilibre.

Calculer la constante d’équilibre d'une réaction composée.

Calculer la constante d’équilibre d’'une réaction d’oxydoréduction.

Déterminer I'état final a partir de la constante d’équilibre.

Etudier I'effet d'une variation de température sur un équilibre.

Etudier le déplacement d’'un équilibre.

LR R IR R R IR R o
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Les méthodes a retenir

Calculer I'enthalpie et 'entropie Avoir des bases saines en thermochimie nécessite de différencier

standard de réaction a partir de valeurs  « I'enthalpie standard de formation A;H° en J-mol™!, I'enthalpie

tabulées. standard de réaction A, H° en J-mol™!, et la variation d’enthalpie
AHen]J;

« I'entropie molaire standard S’, en J-K™' -mol™!, 'entropie stan-
dard de réaction A,S° en J-K™!-mol™!, et la variation d’entropie

ASen]J-K .

On calcule les grandeurs de réaction a partir des coefficients steechio-
métriques : pour une réaction chimique qui s’écrit sous forme algé-
brique 0 = }; a;X; (les coefficients a; sont positifs pour les produits,

négatifs pour les réactifs), alors la loi de Hess s’écrit

{

Ces grandeurs de réaction sont molaires, rapportées a la variation de
I'avancement d’'une mole. Deux remarques peuvent étre exprimées.

a) Siune enthalpie standard de formation semble manquer dans les
données, c’est sans doute que le produit ou le réactif est un corps
pur dans I'état de référence, et que son enthalpie standard de for-

mation est nulle.

b) On obtient un bon ordre de grandeur de I'entropie standard de
réaction en multipliant 200 J- K~ -mol™! par la variation des coef-

AHO =Y, a;A HY
ASY =Y a;S89,

ficients des éléments en phase gazeuse.

Lorsque la réaction alieu, il y a variation de 'avancement, entre 1'état
initial (§;, presque toujours nul) et I'état final () et les variations

d’enthalpie et d’entropie du systéme s’expriment ainsi :

{

Exemple :

AH = (& — &) - AH°
AS = (&r—&)-A,S°

Les données sont

On étudie la syntheése de 1'éthanol :

CoHas(g) + H20(g) = C,HgO(g)

|| CH4(g) | H,0(g) | CoHsO(g) |

AfHY (kKJ-mol ™)

52,5

—241,8

-235,1

S% J-K ' mol™)

219,6

188,7

282,7
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Les grandeurs standard de réaction sont

AH® = -235,1-52,5+241,8 = —45,8 kJ -mol ™!
A,S°=282,7-219,6-188,7 =—-125,6]-K~' -mol ™!

On introduit dans une enceinte n = 10 mol d’éthene et
n =10 mol d’eau a I'état gazeux.

Si la réaction était totale, 'avancement final serait égal a
I'avancement maximal &y = 10 mol. Si la réaction est équi-
librée, I'avancement final vaut {; = «-10 avec 0 < x < 1 et

AH = —(a—1)-450-10°
AS =—(a—1)-1,256-10°

< Exercice17.1.

Calculer une température de flamme
adiabatique.

Cet exercice extrémement classique se rameéne a un exercice d’al-
gebre si on respecte scrupuleusement la méthode suivante.

(a) Dans I'état initial, on introduit dans une enceinte un mélange ré-
actionnel et d’éventuels corps spectateurs dans des états physiques
donnés. On dresse un tableau complet de I'état initial (I) indiquant
les quantités de matiere et les états physiques (solide, liquide ou gaz)
de tous les constituants ainsi que I'avancement initial &; (presque tou-
jours nul) et la température initiale Tj.

njymolde X; (s, [ou g)
nyymolde X, (s, [ou g)

m; mol de Y, (spectateur)

& =0
T =298 K

(b) On dresse un tableau d’avancement, on calcule I’'avancement fi-
nal (égal a 'avancement maximal si la réaction est totale, ou I'avance-
ment a I'équilibre sila réaction n’est pas totale) et on détermine I'état
final en calculant les quantités de matiére des produits et réactifs

nip =N+ a; - (&g — &)

Les quantités de matiére des corps spectateurs ne varient évidem-
ment pas.
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(c) Ondresse un tableau complet de I'état final (F) indiquantles quan-
tités de matieére et les états physiques (solide, liquide ou gaz) de tous
les constituants dans I'état final ainsi que 'avancement final &g et la
température finale Tg.

npmolde X; (s, [oug)
nyr molde X, (s, [ou g)

m; mol de Y; (spectateur)

&k calculé
Tg inconnue

(d) La transformation étant isobare et adiabatique
AH=0

Lenthalpie étant une fonction d’état, on peut décomposer la trans-
formation en plusieurs étapes. Dans le cas le plus simple qui est aussi
le plus fréquent, on opére successivement :

¢ laréaction chimique a la température initiale de 298 K ;

¢ l'’échauffement isobare du mélange réactionnel apres réaction.

On dresse un tableau complet décrivant I'état intermédiaire (M)

nip molde X; (s, [oug)
npr molde X, (s, [ou g)

m; mol de Y; (spectateur)

&k calculé
T =298 K

(e) La température de flamme adiabatique Tr est la solution de
I'équation algébrique

AHpv + AHyr = AH = 0 soit

(& —EAH (298 K) + | 3 ik Cpym; + ) m;Cpm; | (T =T1) =0
i i

Le calcul peut étre étoffé

o dans le cas ol 'enthalpie standard de réaction n’est pas donnée a
la température initiale de 298 K (on doit alors ajouter une étape de
préchauffage du mélange initial) ;

e et dans le cas ol certains corps subissent, entre T; et Tg, un chan-
gement d’état (on doit ajouter un terme d’enthalpie de changement
d’état, et distinguer la capacité thermique dans un état et dans un
autre lors des échauffements).
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Exemple :

On donne :

produit Oz | Nog | SOz | SO3g
Cpm 0-K-mol™) || 294 | 29,1 | 51,1 | 76,6

On considere la réaction d’oxydation du dioxyde de soufre,
supposée totale :

ZSOZ(g) + Og(g) = 2803(g)

dont l'enthalpie standard de réaction a 298 K vaut
A,H® =-197,6 kJ-mol~'. La réaction se fait dans un réac-
teur adiabatique et isobare dans lequel on introduit 1 mole
de SO, et 4 moles d’air constitué de 20 % de O, et 80 % de
N,, le tout a 298 K.

On dresse le tableau d’avancement de la réaction.

I M F
1,0 SO, 0,30, 0,30,
0,80, 1,0 SO3 1,0 SO3
3,2 N, 3,2 N, 3,2 N,
&=0 &r=0,5 || &=0,5
Tr=298K || T} =298 K Tk ?

AHpy = (€ —&)-A,H° =-98,8-10° ]

AHMF = 178,54 (TF - TI)

(mol) || 280,(g)+ | O2(g) — | 2505(g) || (N2(g))
initial 1,00 0,80 0 3,20
dater || 1,00—2¢ | 0,80—¢ 28 3,20
&r=0,5 0 0,30 1,00 3,20

On peut ainsi décrire I'état initial I, I'état intermédiaire M
et]’état final E

Lenthalpie est une fonction d’état. On peut donc décom-
poser la transformation.
¢ Oxydation a la température Tp =298 K :

o Echauffement isobare du mélange final de T} =298 K ala
température finale T :

AHyr = [0,3C) ,,(02) +1,0C) | (SO3) +3,2C) ,,(N2) | (T = T1)

537



Chapitre 17 Thermochimie

La réaction d’oxydation est isobare et adiabatique donc

AH = 0 soit AHpy + AHpgE =0

98,8-10°
doncTg=T;+ ——— =851K
178,54

< Exercices17.2,17.3.

Calculer une constante d’équilibre.

538

1l existe deux méthodes de calcul d’'une constante d’équilibre.
(a) A partir des grandeurs standard de réaction. On calcule
'enthalpie libre standard de réaction

AGY(T) =A,H°-TA,S°

en supposant, selon 'approximation d’Ellingham, que 'enthalpie et
I'entropie de réaction ne dépendent pas de la température. On en dé-
duit
0 _ A6

K''=e "&®r
(b) A partir de la relation de Van 't Hoff. On intégre la relation de
Van 't Hoff

dInK°(T)  AH°
dT  RT?

entre deux températures, T; alaquelle on connait la constante d’équi-
libre, et T, a laquelle on la cherche

—AHO T
RT ]

[InK°(D)]’ = [

T

Exemple :

Dans la syntheése de I'éthanol :
CHay(g) + H20(g) = C2HeO(g)

on a calculé dans un exemple précédent de ce chapitre les
valeurs des grandeurs standard

AH®=-2351-52,5+241,8 = —45,8 kJ -mol ™!
A,S°=282,7-219,6-188,7 =-125,6J-K ' -mol™!
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(a) On en déduit la constante d’équilibre a T; =298 K

A,G%(298) = A,H® —298-A,S8° = -8,371 kJ -mol !
,rwﬂ
K°(298) = e~ 5w = 29,3

(b) On peut ensuite calculer la constante a 400 K, connais-
sant celle a 298 K par intégration de la relation de Van 't
Hoff
K°(400)  AH°
koo TR

1 1

400 298

donc K°(400) = K°(298)e *™ = 0,263

< Exercices17.4,17.5,17.6,17.7.

Calculer la constante d’équilibre d’'une
réaction composée.

Une réaction chimique dite composée peut étre la combinaison li-
néaire de réactions fondamentales. Il en est ainsi pour les réac-
tions entre un acide et une base et pour tous les cas de compé-
tition entre les réactions acido-basiques, précipitation-dissolution,
oxydation-réduction. On peut exprimer la constante d’équilibre de la
réaction composée connaissant celles des réactions fondamentales.
Considérons un équilibre (E) combinaison linéaire des équilibres (E;)
de constante K et (E;) de constante K) :

(B) = a1 (Eq) + a2 (Ep)

Les deux méthodes de calcul suivantes.

a) Lenthalpie libre standard de réaction de (E) est combinaison li-
néaire de celles des deux réactions

AG = A GY + A, GY

On en déduit .
K= e Ag(TE

b) En exprimant chaque constante d’équilibre comme le quotient de
réaction a I'équilibre, on distingue dans I'expression de K° une
combinaison multiplicative des deux constantes

o Q;
K =K™ < K3~
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Exemple :

La réaction acido-basique entre 'ammoniaque et I'acide
propanoique est une combinaison des réactions fonda-
mentales suivantes

{ (E;) : NH; (aq) + H,0 = NHs(aq) + Hs0" (aq)
(Eg) . C3H602 (aq) + Hgo = C3H50£ (aq) + H30+ (aq)

dont les constantes d’équilibre respectives a 298 K sont les
constantes d’acidité Ky, = 107%* et K,, = 107%7 et dont
les enthalpies libres standard respectives a T = 298 K sont

ArG) = —RTInK,, = 52,71 kJ -mol ™!
A;G) = —-RTInK,, = 27,78 kJ -mol™!

La réaction composée est
(B) : NHs(aq) + C3HgO2(aq) = NH; (aq) + C3H50; (aq)

soit (E) = —(Ey) + (E2)

a) La combinaison linéaire des enthalpies libres de réac-
tion est la méme que celle des équations :

AGY=—A,G%+A,GY = 24,93 k] -mol !

-0
doncK® = ™ F =4,27.107° = 1074
b) La constante d’équilibre est égale a 'avancement a
I'équilibre
_ [C3H505]eq [NHZ]eq .

K’ = soit
[NH3] eq [CS HGOZ] eq

0_ [C3H5051eq [H3O+]eq y [NHZ]eq
[C3H602]eq [NH3]eq [H3O+]eq
[NH3]eq[H3O+]eq [C3H505]eq [H3O+]eq
or KA] I — A, =
[NH4 ]eq [C3 Hﬁoz]eq

Ka
2 _ 10—4,87+9,24 — 104,37
Ay

donc Ky =

Onremarque que pKy = —logKy = pKy, — pKa,.

< Exercices 17.8,17.9.
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Calculer la constante d’équilibre d’'une
réaction d’oxydoréduction.

Lenthalpie libre standard de réaction de la demi-équation rédox est
proportionnelle au potentiel standard

Red = Ox+ne” : A,G’ = nFE"
ol n est le nombre d’électrons cédés et & le Faraday
F = Ny-e=96500C-mol”’

Un cas particulier important du paragraphe précédent est celui de
la réaction d’oxydoréduction, combinaison linéaire des deux demi-
équations rédox qu’on écrit sous forme synthétique

Redi = Oxy+ne” x (1,)
Ox,+nxe- = Red, x(ny)
ngRedl +mO0x, = nmOxi+m Redz

Léquation-bilan est une combinaison linéaire des deux demi-
équations ; son enthalpie standard de réaction est donc elle-méme
la combinaison linéaire :

AGY = A GY+ mAG) = ny [mFEY + my [~ FE)| = nF (EY —EY)

ol n = ny n, est le nombre total d’électrons échangés. On en déduit

0_g0 0_g0
ArGY _ n7E)-E)) _nF,l E)
RT = g RT ~ 10 " 005

K'=e"
en prenant T =298 K.

Exemple :

Voici les potentiels standard des couples de I'aluminium et
du cuivre :

E? = E°(AI** (ag)/Al(s)) = —1,66 V
E) = E°(Cu?** (aq)/Cu(s)) = 0,34 V

La régle du gamma indique qu'une réaction quantitative
se produit entre le plus fort oxydant Cu®* et le plus fort ré-
ducteur Al.

EO

Cu?" Cu
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On écrit donc la réaction rédox par combinaison linéaire
des deux demi-équations

Al(S) — A13+ (aq) +3e” x2
Cu’*(ag)+2e” = Cu(s) =
3Cu**(aq) +2Al(s) = 3Cu(s)+2AP" (aq)

La constante d’équilibre de la réaction est

0 [Al3+]2
- [Cu2*]3

A T'équilibre, il y a égalité des potentiels de Nernst (expri-
més ici a 298 K) des deux couples

g0, 0,059 [Cu®'] _po, %059, (AP*]

1
1Ty %% 2T T3 08T
0,059 0,059
soit EY + 5 log[Cu®**]® = ES + 5 log[AI**]?
done 6(E)—E)) [AP*)?

———==lo
0,059 Slcu P

et on obtient bien I'expression de la constante d’équilibre
donnée plus haut

6B -E9)

K°=10 505

— 1033,9

La valeur prouve que la réaction est totale.

< Exercices17.10,17.11,17.12.

Déterminer I’état final a partir de la
constante d’équilibre.

542

Connaissant les quantités de matiere initiales des différents corps (ré-
actifs et/ou produits), les propriétés physiques du systeme (pression,
volume, température) et la valeur de la constante de réaction dans les
conditions de la réaction, on cherche a déterminer I'état final, c’est-a-
dire les quantités de matiére dans I'état final.

La loi d’évolution ou loi d’action de masse énonce que le quotient de
réaction tend vers la constante d’équilibre. A I'équilibre

(EQ) : Q- =K°(D)
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Voici les trois cas qu’on peut rencontrer.

a)

b)

c)

La relation (EQ) donne une équation a une inconnue, 1'avance-
ment final &g, et une de ses solutions conduit a un état final dans
lequel toutes les quantités de matiére finales sont positives ou
nulles. L'état final est un état d’équilibre.

Si la ou les solutions &g de (EQ) conduisent toutes a un ta-
bleau d’avancement final avec une valeur négative de I'un des
constituants, alors I'état final n’est pas un état d’équilibre. Il y
a disparition du constituant en question, on en déduit 'avan-
cement final et les quantités finales de tous les autres constituants.

Dans le cas particulier ou la constante d’équilibre est supérieure
a la valeur conventionnelle de 10%, on peut considérer que la ré-
action est totale. Il y a disparition du (ou des) réactif(s) limitant(s).
Lavancement final est égal a I'avancement maximal. On en déduit
le tableau d’avancement final, en notant € la quantité résiduelle de
réactif limitant. On peut calculer € grace en considérant que c’est
I'inconnue de I'équation (EQ).

Exemple :

On consideére la réaction de dismutation :
4 CuO(s) = 2 Cu0(s) + O2(g)
La constante d’équilibre vaut
K°(1000°C) =0,122

(@) Dans une enceinte initialement vide de volume
V=10,0-10m? on introduit 0,100 mol de CuO,
0,010 mol de Cu,0 et n, = 0,010 mol de O,. On maintient
I’enceinte a 1000 °C et on cherche I'état final. Dressons le
tableau d’avancement

mol 4CuO(s) = | 2Cu,O(s)+ 02(8)
initial 0,100 0,010 0,010
date r | 0,100—4E | 0,010+2E | 0,010+¢

final || 0,100—4¢&g | 0,010+ 2&: | 0,010+ &p
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ATéquilibre, (Q,)¢q =K°(1273) donc

Par application de la loi des gaz parfaits :

0,010+ & =

Po, =0,122 P’ = 12 200 Pa

Po,V

=0,0115 donc & = 1,5 mmol

On en déduit les quantités finales : ng(CuO) = 94 mmol,
ng(Cu,0) = 13,0 mmol et ng(0,) = 11,5 mmol.

(b) Prenons une quantité initiale de O, est n;, = 0,020 mol.
Le tableau d’avancement est alors

mol 4CuO(s) = | 2Cu,O(s)+ 02(8)
initial 0,100 0,010 0,020
datet | 0,100—4¢ | 0,010+2¢ | 0,020+¢
final 0,100 —4& | 0,010+2& | 0,020+ &k

ATéquilibre, (Q,).q =K donc
Po, = 0,122 P* = 12 200 Pa
Par application de la loi des gaz parfaits :

Po,V

0,010+ &g = =0,0115 donc & = —8,5 mmol
Cette valeur est négative, ce qui indique une évolution
dans le sens rétrograde. Mais pour &g = —8,5 mmol, le ta-
bleau d’avancement indique que la quantité restante de
Cu,O(s) serait négative (0,010 + 2&¢ = —0,007), ce qui est
impossible. L'équilibre ne peut pas étre atteint, 1'oxyde
de cuivre Cu;O est donc en défaut et disparait com-
pletement, donc & = 5 mmol. On en déduit les quan-
tités finales np(CuO) = 110 mmol, 7nr(Cu,O) = 0 mmol et
ng(0,) = 15 mmol.

(c) La réaction suivante a pour constante d’équilibre, dans
les conditions de I'expérience, K° = 10'%°

Cu**(aq) + 4 NHz(aq) = Cu(NH3)5" (aq)

On introduit dans un bécher des quantités d’ions cuivre
(I) et d’ammoniaque avec les concentrations initiales

[Cu* (ag)],=1,0-10"° mol-L"!
[NH3(aq)], = 10,0-107% mol - L™




© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Thermochimie Chapitre 17

Voici le tableau d’avancement en concentration

mmol-L™! Cu®*+ | 4NH; | = Cu(NH;)3*
initial 1,0 10,0 0
date ¢ 1,0—x | 10—4x X
Xp = Xmax = 1 € 6,0 1,0
ATéquilibre
0, =K o 1,0-107° _ 10128
" £x6,0-1073

donce=8,4-10""* mol-L™*

< Exercices17.13,17.14.

Etudier l'effet d’'une variation de

température sur un équilibre.

A partir d'un équilibre chimique, on cherche a prévoir I'effet d'une
variation de température sur I'évolution du systeme.
A I'équilibre, il y a égalité Q, = K°(T). La relation de Van 't Hoff

dInK°(T) A H°
dT  RT?

indique qu'une variation de T entraine une variation de K° et pro-
voque une rupture d’équilibre. Le systéme va donc évoluer dans le
sens qui permet a Q, de rejoindre la nouvelle valeur de K°.

 Si A,H® >0, K°(T) est une fonction croissante de T.

a) Si T augmente, K° augmente, devient supérieure a Q,. Q, doit
donc augmenter, la réaction évolue dans le sens direct. Ceci est
conforme a la loi de Van 't Hoff :la réaction étant endothermique,
elle évolue dans le sens direct afin de consommer de I'énergie ther-
mique et s’opposer ainsi a 'augmentation de T.

b) SiT diminue, K° diminue, devient inférieure a Q,. Q, doit donc di-
minuer, la réaction évolue dans le sens indirect. Ceci est conforme
ala loi de Van 't Hoff : la réaction étant endothermique, elle évo-
lue dans le sens indirect afin de produire de I'énergie thermique et
s’opposer ainsi a la diminution de T.

évolution évolution
Q sens direct sens indirect Q
r\\ / r
| . .
! augmente»l T diminue '
- 0 .- - -
K K
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¢ Si A,H® <0, K°(T) est une fonction décroissante de T.

a)

b)

Si T augmente, K° diminue, devient inférieure 2 Q,. Q, doit
donc diminuer, la réaction évolue dans le sens indirect. Ceci est
conforme a la loi de Van 't Hoff : la réaction étant exothermique,
elle évolue dans le sens indirect afin de consommer de I'énergie
thermique et s'opposer ainsi a I'laugmentation de T.

Si T diminue, K° augmente, devient supérieure a Q,. Q, doit
donc augmenter, la réaction évolue dans le sens direct. Ceci est
conforme a la loi de Van 't Hoff : la réaction étant exothermique,
elle évolue dans le sens direct afin de produire de I'énergie ther-
mique et s’'opposer ainsi a la diminution de T.

évolution évolution
sens indirect Q Q sens direct
r
| |
T T
| |
=

e "N
Taugmente | ¥ éi@irzuzl
0 0
K K

-
L

Exemple :

La synthése de I'’éthanol :
CHa(g) + H20(g) = C2HeO(g)

est exothermique : A,H® = —45,8 kJ-mol™!. Sa constante
d’équilibre a 400 K a été calculée dans un exemple précé-
dent de ce chapitre les valeurs des grandeurs standard :
K°(400) = 0,263. On introduit 1,0 mol de chaque réactif
dans un réacteur maintenu a la pression atmosphérique
P =Py et a la température constante T = 400 K. Voici le ta-
bleau d’avancement.

ATéquilibre, (Q,)¢q =K donc

donc x=0,1102 ou x = 1,8898

mol CoHy(g)+ | HoO(g) = | C,HeO(g) gaz
initial 1,0 1,0 0 2,0
date t 1,0—x 1,0—x X 2,0—x
final l,O—XF l,O—XF XF Z,O—XF

x P
22X % 0,263 soit 1,263x% — 2,526x+0,263 = 0
1— P

(ﬁ'ﬁ)




© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Thermochimie Chapitre 17

La seconde solution est supérieure a la quantité de réac-
tif, on garde donc xg = 0,1102. On en déduit les quantités
finales ng(C,Hy) = 0,8898 mol, nr(H,0) = 0,8898 mmol et
ng(Co,HgO) = 0,1102 mmol.

Etudions qualitativement 'effet d'une augmentation de
la température de 8T = +10 K. A I'équilibre a 400 K,
Q,=A,H°=0,263. Or A,H° < 0, donc d’aprés la relation
de Van 't Hoff, K° est une fonction décroissante de T. K° va
donc diminuer et K°(410) < K°(400) soit K°(410) < 0,263.
On a donc

Q, =0,263 >K"(410)

La réaction va donc évoluer dans le sens indirect. Ceci
est conforme a la loi de Van 't Hoff : pour s’opposer a
l'augmentation de température, le systeme évolue dans le
sens endothermique, c’est-a-dire dans le sens indirect car
elle est exothermique.

Ceci est confirmé par le calcul de l'état final a
410 K : K°410) = 0,1878 et n{:(CZH4) =0,9175 mol,
ni.(H,0) = 0,9175 mmol et n;(C,HgO) = 0,0825 mmol.

< Exercice 17.15.

Ftudier le déplacement d’équilibre

Laloi de Van 't Hoff énoncée dans le paragraphe précédent est une loi
de modération, qui peut étre généralisée : le systeme évolue dans le
sens qui tend a s'opposer a la modification aportée. Voici les princi-
paux cas rencontrés.

a)

b

=

c)

Une variation de température a pression constante provoque une
variation de K® a Q, constant et le systtme évolue dans le sens
endothermique si T augmente, dans le sens exothermique si T di-
minue (loi de Van 't Hoff, voir paragraphe précédent).

Une variation de pression a température constante provoque une
variation de Q, a K° constant et le systtme évolue dans le sens
qui tend a diminuer le nombre de moles gazeuses si P augmente,
dans le sens qui tend a augmenter le nombre de moles gazeuses si
P diminue : c’est la loi de modération de Le Chatelier

11 est aussi possible d’étudier I'effet d'un autre parametre sur un
équilibre chimique en étudiant mathématiquement la variation
de Q, ou celle de K°(T) avec le parametre modifié. On peut ainsi
étre amené a étudier le signe (voire la valeur) de la dérivée de Q,
ou de K° par rapport a ce parameétre.
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Exemple :

Considérons I'équilibre en phase gazeuse
2C0(g) + 02(g) =2C02(g)

Le systéme évolue a pression constante P et a température
constante T fixées, elle est exothermique. Dressons le ta-
bleau d’avancement pour des quantités initiales de réactifs
dans les proportions steechiométriques.

mol || 2CO(g)+ | 02(g) = | 2CO2(g) gaz
initial 2,0 1,0 0 2,0
date ¢ 1,0-¢ 1,0-¢ 13 2,0-¢
final || 1,0-& | 1,0-¢&; 3 2,0-¢&p

A I'équilibre, (Q)eq = K%(T) (donnée de I'énoncé) donc

& p 2 0

¢ o §22-¢&5)P
7 (P; E’l) P):KO(T)soitﬁzKo(T)
= w) ey -5

Si on connait les valeurs numériques de K°(T) et de P, une
résolution numérique de cette équation du troisieme de-
gré fournit 'unique solution acceptable &7, et on en déduit
les quantités finales de chaque composé. Etudions deux
déplacements d’équilibre.

(a) Si on augmente la pression a T constante, K ne varie
pas et Q, diminue car P figure au dénominateur dans 'ex-
pression ci-dessus. Q, se trouve alors inférieur a K° et la
réaction évolue dans le sens direct.

(b) Si on augmente la température a P constante, Q, ne
varie pas et K° diminue car la réaction est exothermique,
donc A,H® < 0, donc K° est une fonction décroissante de
T d’apres la relation de Van 't Hoff. Q, se trouve alors supé-
rieur a4 K° et la réaction évolue dans le sens rétrograde.

> Exercices17.16,17.17,17.18,17.19, 17.20.



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Thermochimie Chapitre 17

Enoncés des exercices

Synthese du soufre

On donne :

produit S02(g | H2O(g | HaS(g S
ApH? 2298 K (k-mol™!) || -298,8 | -241,8 | -206 | +1138

a) Ecrire I'équation de la réaction de synthése du soufre par action du dioxyde de
soufre sur le sulfure d’hydrogene.

b) Calculer son enthalpie stantdard de réaction A,H? 2 298 K.

Combustion de I'éthyne
On considere laréaction de combustion del’éthyne (ou acétylene), supposée totale :

Csz(g) +5/2 Og(g) = 2C02(g) + H20(y

dont I'enthalpie standard de réaction a 298 K vaut ArH0 =-402KJ-mol~L. Les capa-
cités thermiques molaires a pression constante exprimées en J- K~ -mol ™! sont

COz(g) | H20(g) | H>0(0)
37,1 33,6 75,5

Lenthalpie molaire de vaporisation de 'eau a 373 K est AyapH = 40,7 kJ - mol~!. La
réaction se fait dans un réacteur adiabatique et a la pression constante de 1,0 bar,
dans lequel on introduit les réactifs dans les proportions steechiométriques a 298 K.
Déterminer la température finale T ¢ du systeme.

Vérification de 'approximation d’Ellingham

On étudie la réaction de grillage suivante :
3
PbS(s) + 502 (g) = PbO(s) + SO2(g)

| PbS(s) | PbO(s) | O2(g) | SO2(g)
A£H°(298K) (K -mol™1) ‘ -100,4 | -217,4 —296,8

cl g-k1-mol™ 49,5 45,8 29,4 | 39,9

P
a) Calculer 'enthalpie standard de réaction a 298 K.

b) Calculer!'enthalpie standard de réaction a 1 223 K et vérifier 'approxiamtion d'El-
lingham (en 'absence de changement d’état, A,H® ne dépend pratiquement pas
de la température) sur cet exemple.

Détermination expérimentale d’'une constante d’équilibre

On introduit, dans une enceinte de volume V constant, n; = 3,0 mol de Hy et
n2 =1,0 mol de N> a la température fixée 200 °C. La réaction se fait en phase ga-
zeuse et conduit a la formation de 'ammoniac. Quand I'équilibre est atteint, on me-
sure P = 1,0 bar et on constate que le mélange contient 15,3 % de NH3 en volume.
On donneR=8,314J-K~! -mol~!. Calculer V et la constante d’équilibre K(200 °C).
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17.6

17.7

17.8

Action de I'eau sur le monoxyde de carbone

On considere la réaction en phase gazeuse
CO(g) + H20(g) = Ha(g) + CO2(g)

On mesure la constante d’équilibre pour deux températures distinctes
K%(1 000 °C) = 0,67 et K% (1 273 °C) = 1,24. On donne R = 8,314 J-K~!-mol !,
Calculer A H? pour cette réaction et commenter son signe.

Dismutation de I'oxyde de cuivre (II)
On considere la réaction de réduction de dismutation :

4 CuO(s) = 2 Cup0(s) + O2(g)
Aléquilibre, on mesure les pressions gazeuses a deux températures distinctes :

(T; = 1223 K, Py = 4 660 Pa)
(T2 =1323 K, Py =29 610 Pa)

On suppose que A;H? et A,S° ne dépendent pas de la température et on donne
R=8,314]-K ! -mol~!. Calculer A,H? et A,S°.

Aspect thermodynamique de 'autoprotolyse de 'eau
On reléve le pH de I’eau pure a différentes températures :

B(°C) || o | 18 | 25 | 50 | 100
pH || 7,47 [ 7,12 ] 7,00 | 6,63 | 6,12

a) Calculer A,H? et A,S? de la réaction d’autoprotolyse de I'eau.

b) Pourquoi mélanger de I'acide chlorhydrique et de la soude concentrés nécessite
beaucoup de précautions expérimentales ?

Dissolution du sulfure de cobalt

Le sulfure de cobalt CoS forme un précipité solide. On donne :
Ks(CoS) =1072%4 pKa;(H2S/HS™) =7,0, pKa,(HS /$%7)=13,0
a) Calculer la solubilité de CoS(s) dans I'acide chlorhydrique de concentration

co=0,05mol-L71.

b) Calculer la solubilité de CoS(s) dans un mélange d’acide chlorhydrique de
concentration ¢y = 0,05 mol-L™! et de sulfure d’hydrogene H,S de méme concen-
tration ¢y = 0,05 mol-L71.
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Formation du tartre

Dans la cavité bucale, la salive contient des ions calcium Ca®* 2 la concentra-
tion [Ca?*] = 3-1072 mol-L™!. Le pH de la salive vaut pH = 6,75. La pression par-
tielle moyenne du gaz carbonique dans I'haleine est Pco, = 4,0 kPa qui donne,
par équilibre des phases gazeuse et aqueuse une concentration dans la salive
[CO2(aq] =2,0- 1073 mol-L71. Le dioxyde de carbone participe aux équilibres sui-
vants :

» acido-basique : pKa; (CO2(4q)/HCO3 ) = 6,4, pKaz (HCO;/CO%‘) =10,3;

e précipitation sous forme de tartre (carbonate de calcium) CaCOgz() avec

Ks=10"84,
a) Montrer que le tartre se forme naturellement sur les dents.

b) Pourquoi ce phénomene est-il plus marqué chez les fumeurs ?

Médiamutation du manganése

On donne les potentiels standards :

{ Eg(MnOZ (aq)/MnOx(s)) =1,70 V
ES(MnO,(s)/Mn?* (aq)) = 1,23 V

et la masse molaire My, = 54,9 g-mol ™!

a) Ecrirela réaction de médiamutation (inverse de dismutation) de MnO, observée
a pH=0 et calculer sa constante d’équilibre.
b) Déterminer la valeur du potentiel standard Eg (MnO, /Mn?%).

¢) On mélange V; = 10,0 mL de solution de sulfate de manganése et V, = 10 mL de
solution de permanganate de potassium toutes deux a ¢; = ¢» = 0,100 mol-L™1.
Déterminer la masse de solide formé.

Quantités résiduelles dans une pile

On donne les potentiels standard : E (Zn?*/Zn) = 0,76 V et ES(Ag* /Ag) = +0,80 V.
On considere la pile schématisée par

Ag | AgT (@ |l zn*t () | Zn

avec ¢ = 0,18 mol-L™! et ¢/ = 0,30 mol-L~!. Le compartiment de gauche a un vo-
lume V = 100 mL, celui de droite V/ = 250 mL.

a) Déterminer la force électromotrice de cette pile ; écrire la réaction de fonctionne-
ment.

b) Déterminer la composition de la pile lorsqu’elle ne fonctionne plus.

Rétrodismutation

On met en présence, dans 1,0 L d’eau pure, 0,10 mol de Cu(NO3)2 (sel soluble),
0,30 mol de NaC¢{ (sel soluble) et 0,10 mol de cuivre solide Cu(s). On donne
pKs(CuCe(s)) = 7,0 et les potentiels : E9(Cu*/Cu*) = 0,16 V et ES(Cu*/Cu(s)) =
0,52 V.

a) Ecrirelaréaction (dite de rétrodismutation) se produisant quand les trois espéces
sont mises en présence.

b) Calculer sa constante d’équilibre.

¢) Calculer le potentiel de Nernst a I'équilibre.
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Carbonates

Le carbonate de calcium et le carbonate de magnésium se décomposent selon les
réactions jumelles :
CaCO3(s) = CaO(s) + CO2(g)
{ MgCOs(s) = MgO(s) + CO2(g)
Les constantes d’équilibre a 820 °C sont respectivement KOCa = Ky = 0,20 et
Kg/[ g Kz =0,40. Dans un cylindre de trés grand volume, on introduit 1,0 mol de

CaCO3(s), 1,0 mol de MgCOg3(s) et 3,0 mol de COz. On ferme par un piston, et on di-
minue progressivement le volume en appuyant sur le piston, en maintenant la tem-
pérature constante a 820 °C. Tracer la courbe d’évolution de la pression P dans le
cylindre en fonction du volume V, en supposant les volumes des phases solides né-
gligeables devant ceux de la phase gazeuse.

Equilibre de Boudouard

On étudie la réaction suivante a 819 K :
C(s) + CO2(g) = 2CO(g)

On donne K°(819 K) = 1,32-10~2. Dans un récipient de volume V = 22,4 L, on intro-
duit 0,1 mol de carbone solide et 1 mol de dioxyde de carbone a 819 K.

a) Calculer la composition du systeme et la pression a I'équilibre.

b) Pour quel volume la phase solide disparait-elle a 819 K ?

Dismutation de I'oxyde de cuivre (I)

On considere la réaction de dismutation :
4 CuO(s) = 2 Cup0(s) + O2(g)

Aléquilibre, on mesure les pressions gazeuses a deux températures distinctes : (T1 =
1223 K,P; =4 660 Pa) et (T = 1323 K,P2 =29 610 Pa). On suppose que ArHO et ArSO
ne dépendent pas de la température et on donne R = 8,314 J-K~! -mol L.

a) Calculer ArH0 et ArSO.

b) Dansun récipient de volume V=10,0L, aT =1 273 K, on introduit 0,100 mol de
CuO, 0,010 mol de Cup0O et 0,010 mol de dioxygene. Calculer la composition du
systéme a I'équilibre.

) A partir de I'équilibre obtenu, on fait varier T de 8T = +1 K, tous les autres para-
metres étant maintenus constants. Comment évolue le systeme ?

Déplacement d’équilibre par ajout d'un composé inerte

On considere la réaction de dismutation :
2 NaHCO3(5) = NazCOgz(5) + CO2(g) + H2O(g)

La réaction a lieu dans une enceinte de volume V = 50 L qui contient initialement
n=2,0 mol de NaHCO3 ) (la pression initiale est donc nulle).

a) A47°C, la pression d’équilibre vaut 0,033 bar. Calculer K (47 °C).
b) A77°C, la pression d’équilibre vaut 0,265 bar. Calculer A, H? et A, S°.
c) Donner I'état final 2107 °C.

d) On ajoute du diazote dans I’enceinte. Que se passe-t-il ?
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Déplacement d’équilibre par changement de pression

Ecrire la réaction de combustion du méthane puis celle de I'éthane dans le dioxy-
gene. Ces réactions sont de constante d’équilibre trés grande devant 1. Comment
évolue, dans chaque cas, I'équilibre si on augmente, toutes choses égales par ailleurs,
la pression ?

Déplacement d’équilibre par dilution

Le pKp de I'acide éthanoique vaut 4,8. Dans cet exercice, on négligera 1'autropro-
tolyse de I'eau, c’est-a-dire qu’'on négligera la quantité de H3O" apportée par cette
réaction devant celle apportée par la dissociation de 'acide éthanoique.

a) Ecrirelaréaction d’équilibre de cet acide en solution aqueuse.

b) Calculer le pH etles concentrations des différents solutés pour une concentration
introduite ¢y =1,0-1073 mol-L71.

¢) On dilue la solution, c’est-a-dire qu’on ajoute du solvant H»O. Comment la réac-
tion évolue-t-elle ?

d) Justifier qu'on dise qu'un acide faible tres dilué se comporte comme un acide fort.

Déplacement d’équilibre par ajout de gaz

a) Ecrire la réaction de synthése de I'ammoniac a partir du diazote et du dihydro-
gene, tous trois en phase gazeuse.

b) Dans une enceinte se trouvent les quantités respectives a, b et c moles de N, Ha
et NHj3 correspondant a une situation d’équilibre. La température reste constante
dans tout I'exercice.

i) Quelle relation peut-on écrire entre a, b et ¢ ?

i) En conservant la pression totale constante, on introduit une petite quantité
de NH3. Comment I'équilibre évolue-t-il ?

iii) En conservant la pression totale constante, on introduit une petite quantité
de Hy. Comment |'équilibre évolue-t-il ?

iv) En conservant la pression totale constante, on introduit une petite quantité
de Ny. Peut-on savoir comment I'équilibre évolue ?

v) En conservant la pression totale constante, on introduit une petite quantité
d’hélium He. Comment |'équilibre évolue-t-il ?
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Déchloration du pentachlorure de phosphore

On étudie la réaction
PCl5(g) = PCl3(g) + Cla(g)

| PCl5(g) | PCl3(g) | Cla(g)
A JHO (KJ-mol™ 1) | —374,9 | —287,0 0
sY g-K-mol™!) | 364,5 311 223

a) Calculer K°(500 K).

b) SousP = 3,0 bar, on mélange 0,15 mol de PC¢5(g), 0,40 mol de PC¢3(g) et 0,10 mol
de Cly(g).

i)  Dans quel sens évolue le systeme ?
ii) Déterminer la composition a ’équilibre.
) A partir d’un équilibre, comment évolue le systéme si :
i) onaugmente T a P constante ?
ii) onaugmente P a T constante ?
iii) onaugmente T aV constante ?
iv) onintroduit, a T et P constantes,
i.  dupentachlorure de phosphore ?
ii. dutrichlorure de phosphore ?
iii. dudichlore ?

iv. del’hélium ?
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Du mal a démarrer

On utilise la loi de Hess aprés avoir équilibré la réaction.

On dresse le tableau d’avancement avec des quantités ini-

tiales n et 2,5n d’éthyne et de dioxygéne. L’eau étant a I'état li-
quide a 298 K et certainement a I’état vapeur a la température
de flamme, il faut décomposer la transformation adiabatique et
isobare (donc isenthalpique) en prenant en compte la réaction,
I’échauffement de I'eau liquide jusqu’a 373,15 K, sa vaporisation
isobare a cette température, son échauffement final de 373,15 K a
Ty et I"échauffement du dioxyde de carbone.

En imaginant deux chemins distincts pour la transforma-
tion menant, a pression standard, des réactifs a 298 K aux pro-
duits a 1223 K, on peut déterminer AyHO(1 223 K) connaissant
ArHO(298 K) et les capacités thermiques.

Le tableau d’avancement permet d’exprimer le pourcentage
molaire (donc volumique) en ammoniac gazeux et de calculer

I’avancement a I’équilibre. La loi des gaz parfaits donne V et la
loi d’action de masse donne KO.

L’intégration de la relation de Van 't Hoff entre les deux tem-
pératures permet le calcul de A HY.

La définition du quotient de réaction permet de calculer la

constante d’équilibre a partir de la pression d’équilibre. On en dé-
duit les enthalpies libres standard aux deux températures, d’oti un
systéme de deux équations a deux inconnues A H et A, SO,

Grace a un tableau d’avancement, on obtient Kg = 1072PH,

On en déduit A,G? aux différentes températures puis A HO et
ArS° grace a un graphe ou a une régression linéaire.

Le sulfure S2~ libéré par dissolution du CoS(s) est trans-

formé en HyS par les deux réactions acido-basiques successives
en présence de H30™. On en déduit la réaction chimique bilan, on
calcule sa constante d’équilibre en combinant les trois constantes
données par I’énoncé. Le tableau d’avancement est dressé en écri-
vant que la solubilité est la concentration de sel introduite condui-
sant, a I’équilibre, a un unique cristal résiduel.

Il faut vérifier que le quotient de réaction est supérieur a la

constante de I’équilibre de précipitation du tartre.

La réaction de médiamutation est la combinaison linéaire
des deux demi-équations rédox, traduisant la réduction de MnOZ
et 'oxydation de Mn?* en MnOy. On peut calculer sa constante
d’équilibre par identification des potentiels de Nernst des deux
couples. La demi-équation du couple MnOZ/MnZJ’ est elle aussi
une combinaison linéaire des deux demi-équations et on en déduit
Eg en utilisant la méthode décrite dans le cours.

La force électromotrice de la pile est égale a la différence

entre les potentiels de Nernst des deux couples. On dresse ensuite
un tableau d’avancement et on écrit qu’a I’équilibre, les deux po-
tentiels doivent étre égaux. On en déduit 'avancement final.
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La réaction cherchée est la combinaison linéaire de la ré-

action de rétrodismutation produisant 2Cu™ et de la réaction de
précipitation de cet ion avec le chlorure. On calcule la constante
de P’équilibre en combinant les constantes des deux équilibres ;
celle de rétrodismutation peut étre obtenue a partir de I’égalité
des potentiels de Nernst a I’équilibre.

Les deux équilibres ne peuvent étre réalisés simultanément.

Il'y a donc 5 étapes disctinctes, 2 pendant lesquelles I'un des équi-
libres est réalisé et ou on a présence simultanée du carbonate et
de I'oxyde, et 3 pendant lesquelles on a disparition compléte des
deux carbonates, de I'un seulement et de I'autre oxyde, ou des
deux oxydes. La loi des gaz parfaits permet a chaque fois de déter-
miner I'évolution de la pression en fonction du volume.

Le volume étant fixé, la loi des gaz parfaits permet d’expri-

mer la pression dans le quotient de réaction. Le tableau d’avan-
cement et la loi d’action de masse conduisent a une équation du
second degré dont on déduit 'avancement a I’équilibre.

Lutilisation des données a deux températures distinctes

conduit & un systéme de deux équations en A;HC et A,S?. On
en déduit ces deux grandeurs, puis A,G? et KO a 1273 K. Le ta-
bleau d’avancement et la loi d’action de masse permettent d’écrire
ensuite I’équation vérifiée par I'avancement a I’équilibre.

La constante d’équilibre a 380 K se calcule par les méthodes

habituelles de thermochimie vues dans les exercices précédents.
On utilise ensuite la loi des gaz parfaits pour déterminer les quan-
tités a I'équilibre et I'effet d’un ajout de gaz inerte.

On dresse le tableau d’avancement et on exprime le quo-
tient de réaction a I'équilibre en fonction de 'avancement final & ¢
et de la pression P. A I’équilibre, Q; = K°. On en déduit la relation

entre £ ¢ et P et on observe I'effet d’une variation de P sur &f en
raisonnant sur les croissances ou décroissances des fonctions.

On dresse un tableau d’avancement en concentrations et

on écrit la loi d’action de masse pour calculer le pH a I’équilibre.
L’étude du déplacement d’équilibre par dilution nécessite d’écrire
le quotient de réaction en revenant aux quantités de matiere et en
notant V le volume de la solution, égal au volume du solvant eau.

Apreés avoir exprimé le quotient de réaction Q; en fonction

des quantités a, b et ¢, on étudie le sens de variation de Q; (ce qui
nécessite parfois un calcul de dérivée) par rapport a chaque para-
métre. On en déduit si I’ajout d’une espéce augmente ou diminue
Qr et dans quel sens la réaction évolue.

Le calcul de I’état final ne pose pas de difficulté particuliére.

L’étude des déplacements d’équilibre utilise les méthodes habi-
tuelles d’étude de variation de K%(T) (grace 2 la relation de Van ’t
Hoff) et de Q (par étude de sens de variation et éventuel calcul
de dérivée par rapport au paramétre étudié). Dans chaque cas, K°
ou Q; évolue, on en déduit par comparaison le sens d’évolution de
la réaction.
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Corrigés des exercices

a) On équilibre la réaction :
SO2(g) +2H2S(g) = 3S(0) + 2H,0(g)
b) Par application de la loi de Hess :
ArH? =37 HO(S(0) +2A s H (Ho0(8))
~A;HO(S02(9) - 2A (HO (H,S(g)

soit A,H? =3-11,8+2- (=241, 8)
—(~298,8) —2-(=20,6) = —108,2 kJ - mol !

Notons n la quantité de matiere d’éthyne introduite et dres-
sons le tableau d’avancement de la réaction.

CoHa(g)+ | 5/202(g) — | 2CO2(g)+ | H20(g)
initial n 2,5n 0 0
date ¢ n-¢ 2,5n—2,5¢ 2& 3
Eg=n 0 0 2n n

Selon la méthode présentée dans le cours, on décompose la
transformation.
¢ Combustion du mélange a la température Top =298 K :
AH, =Ep-AHY = n- (402103 )
o FEchauffement isobare du mélange final de Ty = 298 K a

Te =373 K (température de début de vaporisation de I'eau
sous 1,0 bar), eau liquide :

AHy = |2n-C)) 1, (CO(8)) + 1~ CJ) 1, (H20(0) | (T —To)
e Vaporisation isobare de |'eau liquide 4 373 K :
AH3 = n- AvapH
o Echauffement isobare du mélange final de T, = 373 K (tem-

pérature de fin de vaporisation de I'eau sous 1,0 bar) a T,
eau vapeur :

AHy = [2n-C) ,, (COa(g) + n-CY , (H20()) | (Tp —Te)

La réaction d’oxydation est adiabatique et isobare donc
AH =0 et H est une fonction d’état donc

AH; +AHp +AH3+AH4 =0
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soit, apres simplification par n
~402-10% +2 x 37,1(Tp—298) +75,5- (373 —298)

+40,7-10% +33,6(Tp—373) =0
donc Tf =3 620K

a) Par application de la loi de Hess

ArH? = ApHO(PbO(s)) + A pHO (SO, (g)

3
~AFHOPbS(s) — SAH (02(g)

Lenthalpie de formation absente du tableau vaut 0 car
02 (g) est un corps simple dans I'état standard. On en dé-
duit

AHY(298 K) = —413,8 kJ - mol !

b) Imaginons une transformation 4 la pression P?, dont I'état
initial est formé par les réactifs en proportions steechiomé-
triques a 298 K et I'état final par les produits a 1 223 K. No-
tons AH la variation d’enthalpie associée. H étant une fonc-
tion d’état, sa variation ne dépend pas du chemin suivi. On

peut la décomposer de deux manieres différentes.

=

i)  On effectue d’abord la réaction chimique a 298 K puis
I'échauffement des produits de 298 Ka 1 223 K. En par-
tant de 1,0 mol de Pb(s) et 1,5 mol de O2(g) :

AH=1,0-A,H°(298 K)
+(1,0C3 (PbO) +,0CY (SO2)) (1 223 — 298)

ii) On effectue d’abord I'échauffement des réactifs de
298 K a 1 223 K puis la réaction chimique a 1 223 K.
En partant de 1,0 mol de Pb(s) et 1,5 mol de O2(g) :

AH = (1,0C3 (PbS) +1,5C3 (0)) (1 223 - 298)

+1,0-A,H%(1 223 K)
En identifiant les deux expressions, on en déduit que
85,7 x925+ A, H(1 223 K) = A, H®(298 K) + 93,6 x 925

donc A,H(1 223 K) = —406,5 kJ - mol ™!

Lécart est donc tres faible entre les enthalpies standard
aux deux températures, malgré leur trés grande différence,
925 K. Lapproximation d’Ellingham est donc bien jus-
tifiée. Remarquons qu’elle est liée a la tres faible diffé-
rence relative entre les capacités thermiques des réactifs
(93,6J-K~1) et des produits (85,7 J- K~1).
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Ecrivons la réaction chimique et dressons le tableau d’avance-
ment en faisant apparaitre le nombre de moles gazeuses dans
le systeme.

mol || Na(g)+ | 3Ha(g) — | 2NH3(g) || (gaz)
initial 1 3 0 4
date ¢ 1-¢ 3-3¢ 2E 4-2¢
&F 1-& 3-3& 28k 4- 28

Dans I'état d’équilibre, la loi des gaz parfaits s’écrit
PV = (4 — 2ER)RT

Ilya 15,3 % d’ammoniac en volume, c’est donc aussi le pour-
centage molaire :

2
0,153 = —2F_ done & = 0,2654 mol
428k
On en déduit que
_ (4-2Ep)RT

\Y% =0,1365 m°

La constante d’équilibre est, par définition :

2
K200 °C) = (ngs) _ (43&2%)2

() (e () (88

=0,4312

Par intégration de la relation de Van 't Hoff (en supposant
AyHY indépendant de la température selon 'approximation
d’Ellingham) :

KO(1546K) ArHO[ 1 1 ]
K9(1273K) R |1546 1273
1546-1273 . 1,24 _
donc ArH0 =R———1 =4,44 kJ - mol 1

n=2==
1546-1273 0,67

La réaction est donc endothermique, K° est une fonction
croissante de la température.

La constante d’équilibre est égale au quotient réactionnel a
I'équilibre :
_F_p
KD="7T"=%
car le dioxygene est le seul gaz présent dans 'enceinte. On en
déduit les valeurs des constantes d’équilibres aux deux tempé-

ratures données, en prenant P? = 1 bar=10° Pa :

Py _Pa
K(Ty) = P—O =0,0466 et K(To) = E =0,2961
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On en déduit les valeurs des enthalpies libres de réaction :

AGY = —RT; InK°(Ty) =31 177 J-mol !
ArGY = —RT2InK?(T2) = 13 387 J-mol !

On en déduit le systeme

AyHY =248,75 kJ - mol !

ArGY=A,HO-TA,S°
ArS®=177,97-K-mol ™!

ArGg _AHO—T,A, 50 dOmC {

a

=

La réaction d’autoprotolyse de I'eau s’écrit
2H,0 =H30" (aq) + HO™ (aq)

Dressons le tableau d’avancement en concentrations

mol-L7! || 2H,0= | H30% (aq) | +HO ™ (aq)
initial solvant 0 0
date ¢ solvant X X
XE solvant XE XE

A P'équilibre, le quotient de réaction est égal a 'avance-
ment donc

2
Ke = [H307][HO ] = x% = [10‘PH] —10-2PH

On en déduit les valeurs de K, aux différentes tempéra-
tures. De plus

0 pyIcy 0 0
K'(T)=e Rt doncA,;G" =—-RTInK"(T) = —RTInK,(T)

On déduit de ces résultats le tableau de valeurs de A, G° en
fonction de la température

T (K) 273,15 291,15 298,15
pH 7,47 7,12 7,00
Ke 1,148-10°1° | 5,754-1071° | 1,00-10714
ArGY 78,12 79,37 79,91
(kJ - mol’l)
T (K) 323,15 373,15
pH 6,63 6,12
Ke 5,495-10" 1% | 57541013
A;GY (g -mol™T) 82,03 87,44

Pour vérifier la relation
AGYT) = A,H?-TA,SO

et calculer les valeurs des deux constantes, on peut tracer
le graphe de A, G? en fonction de T et vérifier I'alignement
des cinqg points, ou effectuer une régression linéaire a la
calculatrice. Avec cette seconde méthode, on obtient un
coefficient de régression linéaire r = 0,996 qui valide la re-
lation, et
AH? =51,9 k] -mol ™!
{ ArS9=94,57-K1-mol™!
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b) Laréaction s’écrit
H30%(aq) + Cl™ (aq) + HO ™ (aq) + Na* (aq) =

2H,0 +Cl™ (aq) + Na* (aq)

Cette réaction possede une constante d’équilibre Kle

grande devant 1, elle est donc quantitative, et son enthal-
pie de réaction est opposée a celle de I'autoprotolyse de
I'eau, elle est donc négative, et la réaction est exother-
mique, le mélange chauffe donc beaucoup, ce qui est po-
tentiellement dangereux avec des produits aussi agressifs.
Remarquons que si on introduit I'acide chlorhydrique et la
soude en quantités de matiere rigoureusement égales, on
n’a plus dans le bécher que de I'’eau salée chaude.

La réaction de dissolution du sulfure de cobalt dans I'eau
s’écrit
— 2t 2—
CoS(s) = Co“" (aq) +S° (aq)
Dans l'acide chlorhydrique, en présence d'un exces d’ions
H30%, les ions sulfure sont consommés par les réactions aci-
dobasiques successives

$2~(aq) + H30* (aq) = HS ™ (aq) + H,O
HS™ (aq) + H30" (aq) = H»S(aq) + H,O

Le pH restant vraisemblablement acide (inférieur a 7), c’est
bien la forme HyS(aq) qui sera presque totalement majori-
taire, d’apres le diagramme de prédominance :

H,S S2-

7 13 pH
| _
! HS

La réaction de dissolution est donc favorisée par déplacement
d’équilibre et la réaction bilan s’écrit
CoS(s) + 2H30™ (aq) = Co?* (aq) + HoS(aq) + 2H,0

Calculons sa constante d’équilibre :

_ [Co?*][H,S]
~ [H307)2
SOit K = [C02+] [SZ_] ] [HS™] ) [HpSI]
[S27][H30*] [HS™][H30%]2
doncK= —5  — 109704 = 0,398
Ka1Ka2

a) Notons s la solubilité, c’est-a-dire la concentration intro-
duite en CoS(aq) jusqu’a apparition du premier cristal non
dissout (e = 0). Voici le tableau d’avancement :

mol-L~1 CoS(s)+ | 2H30" (ag) = | Co?*aq)+ | HoSaq+ | 2H,0
initial s 0,05 0 0 solvant
date 7 S—X 0,05-2x X X solvant
Xp=s 0,05-2s s s solvant
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AVléquilibre, Q; = K donc

2
N N
——  =0,398 soit ——— =+/0,398
(0,05 —25)2 0,05-2s
0,05/0,398
doncs= ——————
1+2,/0,398

soit s = 141073 mol- L}

b) Le nouveau tableau d’avancement est le suivant :

mol-L~! || CoS9)+ | 2H30% (ag) = | Co®*aq)+ | HoSaq+ | 2H,0
initial B 0,05 0,05 0 solvant
date ¢ s —x 0,05-2x 0,05+ x X solvant
xp= 4 € 0,05-2s 0,05+ o solvant
ATéquilibre, Q = K donc
/ /
$°(0,05+5s")
=0,398

(0,05 -2s")2
s0it 0,5925'% —0,12965' +9,95-10 4 =0
Cette équation du second degré possede deux solutions
s'=8,0-103 mol-L™! ou s’ =0,01444 mol - L™

La seconde solution est rejetée car elle rendrait né-
gative la concentration finale en H30%(aq), donc
s'=8,0-1073 mol- L1

a) Laréaction de dissolution du tartre est

=

CaCOj3(s) = Ca** (ag) + CO3 ™ (aq)
Le quotient de réaction vaut
Qr =[Ca**]-[CO%]

Dans la salive, [Ca®*] =3-1072 mol-L~!. On déduit [CO%’]
de [CO2(aq)] grace aux constantes d’acidité :
_ [HCOq1 [H30%]

[CO3™][H30™"]
Ka1 = =— "
[CO2(aq)]

A2 T HCOo;g]
[H30%)2
Or [H30*]=10"PH =1,778-10~7 mol-L~! donc

donc [cog‘] =

[CO371=1,262-1075 mol-L™!
On en déduit
Qr =3,786-10"% avec K, = 1078% =3,98-1079

donc Q; > K donc la réaction évolue dans le sens de la
précipitation et il y a formation de tartre.
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b) Chez les fumeurs, la pression partielle en dioxyde de car-
bone dans I'haleine augmente donc Pcp, augmente et
I'équilibre

CO2(g) =CO2(aq)
est donc déplacé dans le sens direct, la concentration
[CO2(aq)] augmente ainsi que Q et le tartre se forme d’au-
tant plus.

a) Les demi-équations rédox associées aux deux couples sont
respectivement

(1) : MnO, (aq) + 4H% (aq) +3e~ = MnOy(s) + 2H,0
(2) : MnOx(s) +4H* (aq) +2e~ = Mn?* (aq) + 2H,0

Les formules de Nernst associées s’écrivent

MnO;][H*]*

E=1,70+ 23 1og MO, JHTT "041” ]
_ 0,059 [H*]?
E= 1,23+ 5 lOg [MVl2+]

A pH=0, il y a donc schématiquement prédominance de
MnO, a potentiel nettement supérieur a 1,70 V, de Mn2*
a potentiel nettement inférieur a 1,23 V et de MnO> entre
ces deux valeurs (les frontiéres exactes dépendent de la
concentration totale de manganese).

E (V)

MnO 47
1,70

MnO ,
1,23

Mn 2

Les domaines de prédominance des deux espéeces ioniques
sont disjointes, elles ne peuvent pas coexister et réagissent
pour former MnO; selon la réaction de médiamutation.
On l'équilibre en multipliant la demi-équation rédox (1)
par2etla (2) par3 :

2MnOj (aq) +3Mn** (aq) + 2H,0 = 5MnOy(s) + 4H" (aq)

ATéquilibre, il y a égalité des potentiels de Nernst des deux
couples donc

0,059  [MnOj][H*]* 0,059 [H*]4
1,70+ log =1,23+ ——log
1 2 [Mn2+]
. 0,059 [H*]!? 1
soit1,70—-1,23 = log . —
6 [Mn2*]3  [MnOj 12[H*]8
HT14 6(1,70-1,23)
doncK= [H] 10 0om  =10%"8

MnZ+3[MnO, 12

La réaction est effectivement quantitative.
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b) La demi-équation rédox est elle aussi une combinaison li-
néaire des deux demi-équations précédentes, mais au lieu
d’éliminer les électrons, on élimine cette fois-ci I'espece
MnO3. On somme donc les demi-équations et on obtient

(3) MnOj +8H" (aq) +5e~ = Mn®* +4H,0

Lenthalpie libre standard de réaction est donc la somme
des deux
ArGY=A,GY+A,GY

soit —5FE] = ~3FE) - 2FE)

0 0
3EY +2E)

doncEg = =151V

On peut retrouver ce résultat sans utilisation des lois de
la thermochimie (comme on l'aurait établi en premiere
année) : la formule de Nernst pour la demi-équation (3)
s’écrit
0,059, [MnOj ][H*]®

5 87 Mn2]

_ 0
E=E3+

On peut écrire

o MO 10T? [MnOj 1 [H*1* [H*)*
o -
g [Mn2+] [Mn2+]

_5(E-EJ) 3(E-EY) 2(E-E)

so1t =
70,059 0,059 0,059
3E0 + 2E
doncEg =1 "2_15vV

c) La réaction étant quantitative, 'avancement final est égal
al’avancement maximal

mmol ZMnOZ (aq)+ 3Mn2* (aq)+ 2Hp0= 5MnOg (s)++ 4H+(aq)
initial 1,0 1,0 solvant 0 0
date 1 1,0-2¢ 1,0-3¢ solvant 58 AT

Ef =0,333 0,333 € solvant 1,667 1,333

La masse de solide formé est donc

mMnO3) =1,667-1072 - (54,9+2 x 16) = 0,145 g

a) Les deux demi-équations sont
Zn=7n’" +2e et Agh+e” =Ag

Par application de la formule de Nernst aux deux demi-
piles :

Ez, = —0,76+0,03log[Zn’*] = —0,78 V
Epg =0,80+0,06log[Ag"] = 0,755 V

La force électromotrice de la pile est donc

EZEAg—EZn:1,53V
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b) Ecrivons I'équation bilan de la réaction d’oxydoréduction
et dressons le tableau d’avancement en quantités de ma-
tiere.

Remarquons que cette valeur est assez imprécise car le
coefficient 0,06 est une valeur approchée. Le calcul exact
donne Kgp = 8,14-107.

¢) La réaction peut étre considérée comme totale car
Kgp > 10%. Dressons le tableau d’avancement :

mol Cus)+ | Cu®*(aq)+ | 2C¢ (aq) = | 2CuCe(s)
initial 0,10 0,10 0,30 0
date t 0,10-¢ 0,10—-¢ 0,30-2¢ 3
E'fZOYIO € € 0,10 0,10

mmol || Zn@s)+ | 2Ag*(aq) = | Zn?*(aq)+ | 2Ag
initial || exces cV=18 V' =75 | exces
date exces 18-2¢ 75+¢& exces
Ef exces 18— Zﬁf 75+ E,f exces
ATéquilibre, Eog = Ez,, donc
75-1073 +& 181073 —2¢¢
—0,76+0,03log =0,80+0,06log ————
V/
. (181073 -280)2V  (,80+0,76
soit log =- =-52

V2(75-103+8p) 0,03

La fraction est donc presque nulle. On en déduit que
¢r=9mmol donc npg+ =0mmol, ny,»+ =83 mmol et

[Zn%*]=0,33 mol- L1

a) Lion Cu* est oxydant et réducteur :
Cut+e” =CuetCut =Cu®" +e”

Les réactions de dismutation et de rétrodismutation
s’écrivent donc respectivement

2Cut = Cu+Cu?* et R) : Cu+ Cu?t =2cut

Lion Cu? forme un précipité avec I'ion C¢~ selon la réac-
tion

(P) : Cu™ +Ce™ =CuCe
donc la réaction de rétrodismutation est favorisée par dé-

placement d’équilibre. Léquation bilan de la réaction est
donc

(RD) Cu(s) + Cu®* (aq) +2CL (aq) = 2CuCL(s)

b

=

Calculons d’abord la constante d’équilibre de la réaction
(R). Par application de la formule de Nernst, a 'équilibre
rédox :

0,52 +0,06l0g[Cu*] = 0,16 +0,0610 (Cu®"]
) ) g =Y, » g [Cu"']
cuti? 0,16-0,52
doncKg = [Cu™)” = 006 =10°
[Cu2+]

De plus, a I'équilibre de la réaction de précipitation-
dissolution, Kg = [Cu*][C¢™]. On en déduit la constante
d’équilibre de la réaction (RD) :

1 . [Cu™)? _Kp
[Cu?*)[Ce712 ~ [Cu*][Cut](Ce]2 K2

Krp =
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On en déduit que [C€7] = 0,10 mol-L~!. On en déduit la
concentration [Cu®] grace auKg :

K
Ks = [Cu*][Ce™] donc [Cu*] = % =1,0-10"% mol-L7!

d’ou le potentiel a 'équilibre :

E =E((Cu*/Cu)) =0,52+0,06log[Cu*]1=0,16 V

Le dioxyde de carbone étant la seule espece gazeuse présente,
I'équilibre pour chaque réaction chimique est réalisé lorsque,
respectivement

P~ Ky soit P =20 kPa
IIZL =K soit P =40 kPa
La pression ne pouvant pas étre égale simultanément a ces
deux valeurs, les deux équilibres ne peuvent étre simultané-
ment réalisés. Le volume initial étant tres grand, la pression
initiale est tres faible, donc le quotient de réaction initial est
inférieur a K; et a Ky, les deux réactions évoluent donc dans
le sens direct jusqu’a disparition totale des deux réactifs. On
a donc 5,0 mol de CO2(g) dans I'enceinte de volume V. Par
application de la loi des gaz parfaits

5RT _ 45,4-10°
Y

PV =5RT doncP =

Lorsque V diminue, P augmente jusqu’a atteindre P; = 20 kPa
pour
_45,4-10°

Vi = =2,27m3
1= %0103

A partir de cette valeur, I'équilibre (1) est réalisé, le carbonate
de calcium ne se dissocie pas totalement, il y a coexistence de
CaCO3(s), CaO(s) et CO2(g). La pression reste donc constante
égale a
P; =K; P =20kPa
PV

d CcO =——=2,20-V
onc n(CO2(g)) T
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Pour V=V; =2,27 m3, on retrouve n; = 5,0 mol qui corres-
pond a la quantité initiale augmentée des deux moles libé-
rées par les deux carbonates. Cette quantité diminue réguliée-
rement et atteint n’1 =4,0 mol pour

4

=1,82m3
2,20

/
V=V] =

Lorsque le volume diminue a partir de cette valeur, il faut dé-
terminer si c’est la pression qui augmente ou la quantité de
gaz qui diminue. Raisonnons par I'absurde et supposons que
n(CO2 (g)) diminue. La pression variant contintiment, elle est
supérieure ou égale a 20 kPa et provisoirement strictement in-
férieure a 40 kPa. L'équilibre 2 n’est donc pas réalisé, le carbo-
nate de magnésium est totalement dissocié en libérant 1 mol
de CO2(g) a laquelle s'ajoutent les 3 mol initiales ; n(CO2(g))
est donc supérieure ou égale a 4 mol, et ne peut donc pas dimi-
nuer. C’est donc la pression qui augmente et prend une valeur
comprise strictement entre 20 kPa et 40 kPa. Aucun des deux
équilibres n’est donc réalisé,

p
Qr1=Qr2= 0 € Ky <Qr <Kz
Il'y a donc disparition complete de CaO(s) et de MgCO3(s), et
n(CO2(g)) = 4,0 mol. La loi des gaz parfaits donne donc

p_ 4RT _36,35- 103
V.oV

La pression augmente et atteint P» = 40 kPa lorsque

36,35-10°
2= 5

V=V =0,909 m>
Py

A partir de cette valeur, 'équilibre (2) est réalisé, le carbonate
de magnésium ne se dissocie pas totalement, il y a coexis-
tence de MgCO3(s), MgO(s) et CO2(g). La pression reste donc
constante égale a

Py =K,P% = 40 kPa

PV
donc n(CO2(g)) = —— =4,40-V

2
RT
Pour V =Vy =0,909 m3, on retrouve ny = 4,0 mol qui corres-
pond a la quantité initiale augmentée de la mole libérée parle
carbonate de calcium. Cette quantité diminue régulierement
et atteint 71, = 3,0 mol pour
/ 3 3
V=V)=-—"—=0,682m
4,40
Lorsque le volume diminue a partir de cette valeur, par le
meéme raisonnement que plus haut, la pression augmente et
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prend une valeur strictement supérieure a 40 kPa. Aucun des
deux équilibres n’est donc réalisé,

P
Qr1=Qp2= po0’ Qr>KjetQr>Ko

Il y a donc disparition complete de CaO(s) et de MgO(s), et
n(CO2(g)) = 3,0 mol. La loi des gaz parfaits donne donc

p 3BT _ 27,27-10°
Y

Voici I'allure du graphe des variations de P avec V

\ P (kPa)

‘ - V()
0 1 2 3
a) Dressons le tableau d’avancement.
mol C(s)+ | CO2(g) = | 2CO(g) gaz
initial 0,1 1 0 1
t 0,1-& 1-€ 28 1-¢
final 0,1—§f 1_§f Zéf 1+Ef

La pression dans le récipient est donnée par la loi des gaz
parfaits (on néglige le volume de la phase solide devant ce-
lui du récipient)
(1+&7)RT
P=—7«»—
\%

ATéquilibre, le quotient de réaction est égal a la constante
d’équilibre
2 2
e
f
po

_ 10
1-¢p =K
IRTA
PO

2 2
4Ef E =KY soit ©
I—Ef

=4,34-1073
POV
On en déduit I'équation du second degré

4a§+4,34-10‘3af—4,34-10‘3 =0
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b)

a)

dont 'unique solution positive est
Ef =0,0324 mol
On en déduit les quantités a I'équilibre

mol || Cs)+ | COz(g) = | 2CO(®) || gaz
final || 0,0676 | 0,9676 | 0,0648 || 1,0324

La pression a I'équilibre vaut

1,0324-RT 5
Pf = ——=3,138-10" Pa

\%
La phase solide disparait lorsque 'avancement a I'équi-
libre atteint & ¢ = 0,1 mol. On en déduit la pression corres-
pondante en écrivant qu’a I'équilibre le quotient de réac-
tion est égal a la constante d’équilibre

2

28
S
po

0

¢, K

—Lp

1+Ef

PO
4E§P K01 -¢2)p0
ltm:KodOnCP: 42 =32670 Pa
Laloi des gaz parfaits donne
(1+&7)RT
Ve — 0 009m®

La constante d’équilibre est égale au quotient réactionnel
al’équilibre :
Po,
K(T) = w0l P
1 po
car le dioxygene est le seul gaz présent dans 'enceinte. On
en déduit les valeurs des constantes d’équilibre aux deux
températures données, en prenant P? = 1 bar = 10° Pa :
K(T) = 2L =
(T = po -

On en déduit les valeurs des enthalpies libres de réaction :

P
0,0466 et K(T,) = P—g =0,2961

A’Gg =—RT; InK(T1) =31 177 -mol !
ArGY = —RT2InK%(T2) = 13 387 J-mol !

On en déduit le systéme

0 _ 0_ 0
{A,G =AHY-TiAS

ArGé =AH°-TyA,S°

AH? =248,75 kJ -mol ™!
ArS®=177,9]-K-mol~!
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b) On en déduit

AGYT =1273) = A,H® - 1273A, 8% =22 283 kJ - mol ™!

ii)

ArG0(T=1273)

etK(T=1273)=e =~ R1273 =0,122

Pour ng, = 0,010 mol, en utilisant la loi des gaz par-
faits, le quotient de réaction initial vaut

nRT

=——=0,106<0,122
vpo

PO2
Qr = P_O

La réaction évolue donc dans le sens direct. Dressons
le tableau d’avancement

mol 4CuO(s) = | 2CupO(s)+ 02(g)
initial 0,100 0,010 0,010
dater || 0,100—4E | 0,010+2E | 0,010+¢

Ef 0,100—4Ef 0,010+25,f 0,010+E,f

ATéquilibre, (Qr)eq =K donc
Po, = 0,122 P? =12 200 Pa
Par application de la loi des gaz parfaits :

Po,V
RT

0,010+E,f: =0,0115 doncﬁf=1,5mmol

On en déduitles quantités finales : ny (CuO) = 94 mmol,
nf(CuzO) =7,0 mmol et nf(Og) =11,5 mmol.

Pour ng, = 0,020 mol, en utilisant la loi des gaz par-
faits, le quotient de réaction initial vaut

nRT

=——=0,212>0,122
Py VP

Po
Qr:_2

Laréaction évolue donc dans le sens rétrograde. Dres-
sons le tableau d’avancement

mol 4Cu0O(s) = | 2Cux0(s)+ 02(g)
initial 0,100 0,010 0,020
date ¢ || 0,100—2¢ 0,010+¢ 0,020+¢

E:f O,IOO—Ef 0,010+2ﬁf 0,020+E,f

ATéquilibre, (Qr)eq =K donc
Po, =0,122 P* =12 200 Pa
Par application de la loi des gaz parfaits :

Po,V

0,010+§f: :0,0115donc§f:—8,5mmol

Cette valeur est négative, ce qui confirme I'évolution
dans le sens rétrograde. Mais pour &y = —8,5 mmol,
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le tableau d’avancement indique que la quantité res-

tante de Cup O(s) serait négative

0,010+ZEf =—0,007 mol

ce qui est impossible. L'équilibre ne peut pas étre at-

teint, 'oxyde de cuivre CupO est donc en défaut et
disparait completement, donc &y = 5 mmol. On en
déduit les quantités finales : n(CuO) = 110 mmol,
ny(Cuz0) = 0 mmol et ny(02) = 15 mmol.

¢) Laréaction est endothermique (A,H° > 0). Par application

de la loi de Van 't Hoff, une augmentation de température
déplace la réaction dans le sens direct.

La constante d’équilibre est égale au quotient de réaction
al’équilibre :

(52 (5°) 1

K°@7°C) =

Dressons le tableau d’avancement

mol 2NaHCO3(s)= | NapCOg3(s)+ | COp(g+ | HyO(g) gaz

initial 2,0 0 0 0 0

date 2,0-2C 4 3 14 28
& 20=2f & tf oI %

On en déduit que

& 1
Pco, =Pu,0 = E =3

La constante d’équilibre vaut donc

2
K°(47°C)—(L) =2,722-107%
“\2py) 7

Par le méme raisonnement, K (77 °C) = 175,6-1074. On en
déduit les valeurs

ArGY =21,84 1] -mol ™! et A,G) = 11,76 kJ - mol !
On peut donc écrire le systeme

0 _ 0_ 0
{A,G =AHO-TiAS

ArGé =AH°-TyA,S°

AH® =129,3 kJ-mol ™!
ArS®=3359]-K-mol~!

¢) On en déduit

AGYUT=380K) = A,H® —380A,8° =22 283 kJ-mol !

=

=
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0 ~ ArG9380)
etK"(380) =e~ ~R380 =0,592

d’ot1 la pression d’équilibre :

P 2
K°(380) = (E) donc Py =2pP%/0,592 =1,538-10° Pa
0

Par application de la loi des gaz parfaits :

d Al I
PrV=2,RT doncr=——=1,22mo
V=28 & = 2RT

Pour cette valeur, on aurait une quantité de ma-
tiere négative de NaHCO3, ce qui est impossible.
Cette espece est donc en défaut et disparait com-
pletement. On en déduit que & = 1,0 mol, donc
ny(NaHCO3) = 0 mol, ng(NazCO3) = 2,0 mol,
ng(CO2) =2,0 mol et ny(Hz0) = 2,0 mol.

En notant y la quantité de matiéere de diazote, le nouveau
tableau d’avancement est le suivant :

mol 2NaHCO3(s) = NapCO3(s)+ CO9 (g)+ HyO(g) gaz

initial 2,0 0 0 0 Yy

date 1 2,0-28 3 13 & 28+y
&f 2,0-2%p & & &f 2Zp+y

Léquilibre est atteint si Q; =K, soit

2
& P
— | =0,592 avecP =

(27 + y)RT
26p+y PO

\%

donc Ef =1,22 mol

Rien ne change, donc, et le NaHCO3 disparait complete-
ment si I'ajout de diazote se fait a volume constant ; en re-
vanche, s'il se fait a pression constante, on peut atteindre
I'équilibre (le NaHCO3 ne disparait pas complétement) si
P =1,538 bar.

Laréaction de combustion du méthane dans le dioxygene
a pour équation et tableau d’avancement

mol CHy(g)+ | 202()= | CO2(g)+ | 2H20(g) gaz
initial n 2n 0 0 3n
date ¢ n—-=¢ 2n—2¢ 13 2& 3n
E'f n—Ef 2n—25f Ef Zif 3n
ATéquilibre :
(i_f.g).(i_f.g)z £
0 3 0

np nP 2:Ksoitif\o’:K

T A T ) (n=Er)

3n  po 3n po

Lavancement ne dépend donc pas de la pression et I'équi-
libre n’évolue pas quand on change sa valeur.
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b) Laréaction de combustion de I'éthane dans le dioxygene a
pour équation et tableau d’avancement

mol CpHg(g)+ %02 (s) = 2C0O9 (g)+ 3H20(g) gaz
initial n 3,5n 0 0 4,5n
date 7 n—=¢ 3,5n—3,5¢ 3 3E 4,5n+0,5¢
Ty n=ts 3,51-3,50f xp 3Xp 15n+0,50f
Al'équilibre :

(ziif.g)z.(%if.gf
1,5n+0,58; PO 45n+0,58; PO

n—Ef P 3,5n—3,55f P 35 7
(4,5n+0,5£f ’ E) ’ (4,5n+0,5§f ’ W)

22.33 {5]’, po5
soit

. =K
3,535(4,5n+0,557)05(n-)*5 (P05

5
Vi

OS5
(4,5n+0,58 )05 (n—£)*5

SOit A -

Lavancement dépend donc de la pression. Dans la fraction
en & ¢, comme la réction est presque totale, & est proche
de n et le terme 4,51 + 0,56 ¢ = 5n est lui aussi presque
constant ; cette fraction est donc une fonction croissante
de Ef. Si P augmente :

— le terme P9 augmente

— doncla fraction diminue

— donc f diminue

donc la réaction évolue dans le sens rétrograde.

a) Laréaction s’écrit

CH3CO2H(aq) + H20 = CH3CO0, (aq) + H3 ot (aq)

b) Dressonsle tableau d’avancement.
mol-L~! || CH3COpH(@g+ | HpO= | CH3CO; @+ | H30™ (aq)
initial cQ solvant 0 0
date 7 Q=X solvant X X
final o —Xf solvant xr xf

ATéquilibre, le quotient de réaction est égal a la constante
d’acidité donc

X2

=Kp=10"%8

C()-)Cf

On résout cette équation du second degré et on calcule

—Kp + /K% +4Kcg

xp= =1,18-10"* mol- L™}
2

etpH=—logx;=3,9
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¢) Lajout d’eau revient a diluer I'acide, donc a diminuer cyp,
et 'expression algébrique précédente prouve que x¢ dimi-
nue. Ceci peut paraitre paradoxal, car 'ajout d'un réactif
déplace en général I'équilibre dans le sens direct. Mais la
diminution de x¢ est celle d'une concentration, et comme
la quantité d’eau a augmenté, la diminution de xy est com-
patible avec 'augmentation de I'avancement. En effet, en
notant ng la quantité de matiere d’acide introduite, on a a
I'équilibre

)

19—&eq - (ng —&eq)V
\

Ka=Qr=

donc si V augmente, Q diminue, devient inférieur a K et
la réaction évolue bien dans le sens direct.

d

=

Lorsque cq devient tres petit, on peut effectuer le dévelop-
pement limité de I'expression algébrique de I'avancement
final :

A
E—K—A -1+ 1+K—:
=7 2
_ 2cp
ENQ.MN
=75 2 =

et en reportant cette valeur dans le tableau d’avancement,
la concentration résiduelle d’acide ¢ — & ¢ tend vers zéro :
I'acide trés dilué est donc totalement dissocié, il se com-
porte comme un acide fort.

a) Laréaction s’écrit
N> (g) +3H2(g) = 2NH3(g)

b

=

Le nombre total de moles gazeuses est a+ b + c.

i) A T'équilibre, le quotient de réaction est égal a la
constante d’équilibre, soit

(L.L)z
a+b+c Py

( a .L].( b . P
a+b+c Py a+b+c Po

_ 10
3—K (D)

. cla+b+o? P2,
Soit —————-— =K' (1)
ab3 P()Z
ii) Qr estune fonction croissante de ¢, donc1'ajout d’am-
moniac entraine une augmentation de Q,, qui se
trouve alors supérieur a K°. La réaction évolue donc
dans le sens rétrograde.
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iii) Pour savoir si 'augmentation de b entraine celle de
Qy, on calcule la dérivée

0Qr _ *P?* 2(a+b+ob’ —(a+b+0)*-3b°
db ~ 4p0? bb

0Q, c2P2(a+b+c)(-3a—-b-3c) -
ob abtpo?
Q; est donc une fonction décroissante de b, une aug-
mentation de b entraine donc une diminution de Q,
qui se trouve alors inférieur a K, la réaction évolue
donc dans le sens direct.

0

iv) De méme

& P2 (a+b+c)a-b-o0)

0a a2p3po?

Le signe de cette dérivée dépend des valeurs a, b et c,
on ne peut donc déterminer dans quel sens la réaction
évolue.

v) Notons d la quantité de matiere d’hélium introduite.
Le quotient de réaction devient

Ea+b+c+d)? P2 Ea+b+co)? P2
abd po2 abd po2

11 se trouve donc supérieur a K9, la réaction évolue
donc dans le sens rétrograde.

a) On calcule
AyHY = —287+0—(-374,9) =87,9 kJ-mol~!
A;S®=311+223-(364,5) =169,5]-K~1 -mol~!
A,G9(500 K) = A,H? —500A,S9 =3150 J - mol ™!
On en déduit
0 3150
K’ (500 K) = ¢ 8314500 =0, 4687
b) La quantité de matiere totale gazeuse est

Ngaz =0,15+0,40+0,10 = 0,65 mol

i) On calcule le quotient de réaction

040 4) (0.0
Qr= W =1,231 > 0,4687
(825-2)

Q; > K donc la réaction évolue dans le sens rétro-
grade.
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ii) Dressons le tableau d’avancement.
mol PCl5(g) = PCl3(g)+ Clo(g) gaz
initial 0,15 0,40 0,10 0,65
date 7 0,15-¢ 0,40+¢ 0,10+¢ 0,65+¢
Tinal 015-5; | 0,40+&; | 0,10+ 0,65+¢,

A T'équilibre, le quotient de réaction est égal a la
constante d’équilibre donc

(0,40+Ef J (0,10+Ef '3J

0,65+&7 0,65+
o & 70,4687
0,15—Ef 3
(0,65+Ef ’ ]
3(0,40+E&£)(0,10+&)
i =0,4687

o 0,65+8,)0,15-¢)

On développe et on résout!’équation du second degré

3,4687¢%+1,734 £ +0,0743 = 0 donc { 2 _ :8:2‘;?
La seconde solution donnerait des quantités finales
négatives des produits, on garde donc &y =—0,0473
(cette valeur est négative, ce qui est cohérent
avec l'évolution de la réaction dans le sens ré-
trograde obtenue a la question précédente) et on
calcule les quantités finales ny(PCl5) =0,1973 mol,
nyg(PCls) = 0,3527 mol et ny(Clz) = 0,0527 mol.

c) Al'équilibre initial, Q, = K%(500 K), soit, en notant
ns = n(PCls), ng = n(PCl3) et np, = n(Cly)

s 3 —K° (T)
ns(ny + n3 +ns) PO
) Quand on augmente T a P constante, on change K°(T)
sans changer Q. On a obtenu A,HO > 0 (la réaction
est endothermique) donc d’apres la relation de Van 't
Hoff, KO est une fonction croissante de température.
Quand T augmente, K® augmente donc, devient su-
périeur a Qy, la réaction évolue donc dans le sens di-
rect. C’est conforme a la loi de Van 't Hoff, la réaction
évolue dans le sens endothermique pour s’'opposer a
l'augmentation de T.

ii) Quand on augmente P a T constante, on modifie Qr
sans modifier K°. A quantités de matiere égales, le
quotient de réaction croit avec P, donc Q; se trouve
supérieur a KO et la réaction évolue dans le sens rétro-
grade. C’est conforme a la loi de Le Chatelier, la réac-
tion évolue dans le sens de diminution du nombre de
moles gazeuses pour s'opposer a 'augmentation de P.
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iii) Laloi des gaz parfaits impose la relation

P RT

np+n3+ns V
donc on peut écrire le quotient de réaction sous la

forme
_nznp RT

=" pov
Par conséquent, a V constante, si T augmente, Qy
augmente et d’apres la relation de Van 't Hoff, K°
augmente aussi car A,H? > 0. Il faut donc comparer
les deux augmentations en calculant les dérivées des
deux grandeurs par rapportaT.Ona

0Q, ngny R
aT = ns POV

Dans I'état d’équilibre initial,
ns =0,1973 mol

n3 =0,3527 mol et PV = (ny + np + n3)RT
n2 =0,0527 mol

P

R
done — - P*
PoV  (ny+np+n3)T

On en déduit

9
9Qr =9,379-1074 k!
oT

De la relation de Van 't Hoff, on déduit

=9,955-1073

dink® 1 dk® AHC
dr KO dT = Rr?

donc d—KO = LOArHO

dT RT2
Pour une augmentation de la température de 8T, on
observe des augmentations simultanées du quotient

de réaction et de la constante d’équilibre

=197,3-1074 k!

oT

8Q, = X .57 =9,379-10748T
8K0 = 4K 5T = 197,3-10745T

566

K® augmente donc beaucoup plus que Qy, Q; se
trouve donc inférieur a KO et la réaction évolue dans
le sens direct.

iv) AT constant, K ne varie pas. On doit donc étudier
la variation de Q; avec les quantités de matiere a P
constante.

i. Ilestimmédiat que

_ n3ny P
ns(ny + nz +ns) PO

Qr

est une fonction décroissante de n5. Quand ns
augmente, Q, diminue, et se trouve donc infé-
rieur 2 K0, la réaction évolue dans le sens direct.

ii. Pour étudier la variation de Q, avec n3, on dérive

0Qr  mmptns) P
ong  ns(np +n3+ns)?2 PO

>0

Quand n3 augmente, Q, augmente, et se trouve
donc supérieur a K%, la réaction évolue dans le
sens rétrograde.

iii. Pour étudier la variation de Q; avec na, on dérive

0Qr  mg(mg+mns) P
oOny  ns(np +ng+ns)2 PO

Quand np augmente, Q, augmente, et se trouve
donc supérieur a KY, la réaction évolue dans le
sens rétrograde.

iv. Sion ajoute i moles d’hélium, la quantité totale
de gaz augmente et le quotient de réaction de-
vient

nsny P - nzny P
ns(ng +ng+ns+h) PO  ns(ng+nz+ns) PO

Le quotient de réaction diminue, se trouve infé-
rieur 2 KV et la réaction évolue dans le sens direct.
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CHAPITRE 1 8

Electrochimie

Themes abordés dans les exercices

Courbe courant-potentiel.

Montage a 3 électrodes.

Surtension.

Systéme rapide, systeme lent.

Courant limite de diffusion.

Vagues successives.

Mur du solvant.

Point de fonctionnement d’une pile.

Potentiel mixte, courants anodique et cathodique.
Corrosion humide, corrosion différentielle.

Protection par revétement, passivation, anode sacrificielle, par courant imposé.
Pile.

Tension a vide, résistance interne et capacité d'une pile.
Electrolyse.

o Accumulateur.

LRI R B R R R < IRV o R I R R 4

‘Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

Interpréter une courbe courant-potentiel.

Construire et exploiter le point de fonctionnement d’une réaction rédox.
Déterminer les caractéristiques d'une corrosion humide.

Interpréter une corrosion différentielle.

Connaitre et expliquer les modes de protection contre la corrosion.
Etudier les aspects thermodynamiques et cinétiques d’une pile.
Déterminer lees caractéristiques d'une électrolyse.

Faire I'étude sommaire d'un accumulateur.

LR SR IR IR R VR
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Les méthodes a retenir

Interpréter une courbe
courant-potentiel.

568

Une électrode conductrice plonge dans une solution chimique. Une
oxydation ou une réduction a lieu au contact de I'électrode qui cana-
lise les électrons. L'électrode est qualifiée d’anode s’il y a oxydation
(avec un a comme anode) et de cathode s’il y a réduction (avec un c
comme cathode). Lintensité d’électrode est celle circulant dans le fil
d’alimentation de I'électrode, elle est toujours mesurée dans le sens
de plongée dans la solution.

o Lintensité anodique est toujours positive.

¢ Lintensité cathodique est toujours négative.

La courbe courant-potentiel est le graphe donnant 1'évolution de
I'intensité d’électrode (i en A) en fonction de son potentiel électrique
(E en V). Une autre famille de courbes donne la représentation de la
densité volumique de courant j (en A-m™2, en rapportant l'intensité
i ala surface S de I'électrode immergée) en fonction de E. De nom-
breux phénomenes physiques et/ou chimiques entrent en jeu dans
'oxydation ou la réduction au contact d'une électrode plongée dans
une solution. Voici les principaux.

a) L'atome métallique qui s’oxyde doit recevoir une énergie au moins
égale a celle d’ionisation.

b) Cet atome libére un électron qui doit gagner I'électrode conduc-
trice, puis s’y déplacer.

¢) Lion créé doit pouvoir étre solvaté pour passer en solution.

d) Lion solvaté doit étre évacué, sinon la concentration locale en cet
ion peut croitre considérablement.

e) Réciproquement, I'ion qui se réduit doit migrer jusqu’a la surface
de I'électrode, ot les électrons sont disponibles.

f) Ces électrons doivent étre capturés par les ions par force élec-
trique, puis gagner la bonne case quantique.

g) Latome créé doit se fixer sur la surface de I'électrode.

h) Lorsque I'espéce qui va s’oxyder est gazeuse, il faut assurer le
contact entre le gaz et I'électrode.

i) Lorsque I'espéce oxydée est gazeuse, il faut que la bulle puisse se
détacher de I'électrode, sinon elle risque d’empécher le contact
entre I'électrode et les ions en solution.

Interpréter une courbe courant-potentiel, c’est expliquer qualitative-
ment sa forme en citant ceux de ces effets qui favorisent, ou qui obs-
truent la demi-réaction rédox, et provoquent ainsi respectivement
une valeur élevée ou faible de l'intensité i. La plupart du temps, au-
cun calcul n’est nécessaire, le simple bon sens suffit.
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Electrochimie Chapitre 18

Exemple :

Voici les allures des courbes courant-potentiel des couples
Fe?* (aq)/Fe(s) et Fe** (aq)/Fe?* (aq), avec une électrode en
fer, des concentrations [Fe?*] = 0,10 mol-L™! pour le pre-
mier couple et [Fe?*] = [Fe**]=0,10 mol-L™! pour le se-
cond.

i
Fe (s) Fe’'(aq)
Fe*(aq) Fe’'(aq)

| | | | | | |
T T ‘ T T T T T

E

On remarque une limitation en courant du couple
ion/ion : il existe un palier de saturation. Interprétons ce
phénomene.

o Le réducteur du couple Fe?* (aq)/Fe(s) est le fer métal-
lique qui constitue I'électrode. Il est donc abondant sans
limite. Un atome a la surface de I'électrode peut libérer ses
deux électrons. Ceux-ci sont conduits dans le demi-espace
métallique et 'ion Fe?*(aq) est solvaté puis migre dans
l'autre demi-espace occupé par le solvant. Il n'y a donc au-
cune limitation a la croissance de l'intensité.

e Le réducteur du couple Fe®* (aq)/Fe?* (aq) est I'ion Fe?*
en solution. Il ne peut s'oxyder qu’au contact de I'élec-
trode qui conduira son électron. Lion Fe®* créé devra en-
suite étre solvaté et quitter la surface de I'électrode. L oxy-
dation nécessite donc un double mouvement ionique au
sein de la solution. Celui-ci s’apparente a une diffusion a
deux sens. Elle est régie par la loi de Fick, hors programme
MP, mais qui s’apparente a la loi de Fourier. Or la vitesse
des ions est limitée. On interprete donc le palier de satura-
tion par I'existence d'un courant limite de diffusion.

— Exercices 18.1, 18.2, 18.3, 18.4, 18.5.

Construire et exploiter le point de
fonctionnement d’'une réaction rédox.

Une réaction rédox est la composition de deux demi-équations. On

peut ainsi la modéliser en reliant deux demi-piles électrochimiques

par un fil conducteur. Ce fil impose :

 J'égalité des potentiels de la cathode et de I'anode ;

 'égalité entre I'intensité sortant de la cathode et de celle entrant
dans I'anode.
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pont salin

cathode

Le point de fonctionnement est donc défini par
EC :EA et ic = —iA

La méthode graphique de détermination de ce point de fonctionne-
ment traduit cette double égalité. On peut utiliser une régle graduée
transparente ol le zéro est au milieu, on la fait glisser sur 'axe des
abscisses (des potentiels E) jusqu’a trouver deux points d’ordonnées
(intensités) opposées (ic = —ia).

Voici comment exploiter les coordonnées du point de fonctionne-
ment.

a) Labscisse commune est le potentiel mixte E,,. Notons qu’il n’est
égal ni au potentiel standard, ni au potentiel de Nernst des
deux couples (distincts) car la circulation d’'un courant signifie
I'échange d’électrons, donc une situation de déséquilibre chi-
mique.

b

=

Lintensité de fonctionnement i = iy = —ic est directement reliée
a la cinétique de la réaction rédox par la relation

. F =96500 C-mol™' (Faraday)
i =nZFV avec { di .. P v

V= 4 - vitesse de réaction
et n le nombre d’électrons échangés dans la réaction rédox équili-
brée. On peut ainsi calculer les quantités de matiere produites et
consommées dans une phase de réaction a i et E,,, constants.
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Electrochimie Chapitre 18

Exemple :

Une tige de magnésium est plongée dans une solution
d’acide sulfurique a pH = 0. Les potentiels standard sont

Mg(s) = Mg?*(aq) +2e~ : E°(Mg**/Mg) = -2,37V
2H" (aq) +2e~ = Hy(g) : E°(H"/H,) =0,00 V

A linstant initial, les potentiels de Nernst sont

E(Mg“(aq)/Mg(s)) =-2,37+ Ozﬁ 10g[Mg2+]i
E(H" (aq)/H,(g)) = %2 log[H*]?

La concentration initiale de 'ion magnésium est nulle et
le potentiel de Nernst n'est pas défini (il tend vers —oo).
Mais des que l'oxydation du magnésium commence, les
ions se forment et la concentration au voisinage de la
tige devient strictement positive. Fixons l'instant initial
lorsque la concentration est [Mg?*]; = 0,10 mol-L™! et
[H*]; = 1,0 mol-L™! car pH = 0. La réaction rédox observée
est totale car sa constante d’équilibre vaut

10 20 1Y (aq)/H (£)—E® Mg2™* (aq)/Mg(s))
0,06

=10"

(n=2e7)

Mg(s) +2H" (aq) "— 'Mg** (aq) + Ha(g)

Voici l'allure des courbes courant potentiel des deux
couples dans les conditions de I’expérience.

bi(mA)

Le point de fonctionnement de la réaction rédox est

E,,=-1,5Vetiy=45mA
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Voici deux faits expérimentaux décrivant le fonctionne-
ment de cette réaction.

a) La vitesse de réaction est V = ﬁ =2,3-1077 mol-s7'.
La vitesse de disparition de la tige de magnésium est donc
60xVxMyg = 0,33 mg- min~!. Bien que trés favorable ther-
modynamiquement, cette réaction est donc lente.

b) Au fur et a mesure de I'évolution chimique, la concen-
tration en Mg?* augmente et celle en H* diminue (donc le
pH augmente). Les potentiels de Nernst se rapprochent et
les courbes courant-potentiel évoluent ainsi :

La vitesse de réaction diminue donc progressivement.

> Exercice 18.6.

Déterminer les caractéristiques d’'une
corrosion humide.

572

Lorsqu’'un métal est soumis a I'action de I'eau et de I'air, on peut ob-
server son oxydation par I'ion H* (aq) ou par le dioxygene O,(g) ou en
solution O, (aq). Voici les étapes de I'étude de cette oxydation, appe-
lée corrosion humide.

a)

b)

c)

d)

e)

On met en évidence la possibilité thermodynamique de la cor-
rosion en superposant les diagrammes potentiel-pH du métal
concerné et celui de I'eau. Elle est thermodynamiquement favo-
rable lorsque les domaines de prédominance de O, et du métal,
ou ceux de H* et du métal sont disjoints.

On écrit la réaction rédox correspondante, on peut calculer sa
constante d’équilibre et vérifier qu’elle est quantitative.

On fait un schéma expliquant le mouvement des différentes es-
peces, en n'oubliant pas que les ions ne peuvent étre qu’en solu-
tion, et les électrons conduits dans le métal.

On détermine le potentiel de corrosion et I'intensité i de fonction-
nement grace aux courbes courant-potentiel.

On déduit de i la cinétique de la corrosion, I'espérance de vie éven-
tuelle de la piece de métal dans les conditions de fonctionnement.
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Exemple :

Considérons une piece de une mole de fer métallique im-
mergée dans I'eau agitée d'un ruisseau.

a) Voici la superposition des diagrammes potentiel-pH du
fer et de I'eau.

LE(V)

Le fer métallique est donc oxydé par le dioxygene (et par
H*) car leurs domaines de prédominance sont disjoints.
b) Leau étant agitée, elle est dite aérée et le dioxygene est
en solution aqueuse O,(aq), avec une concentration de
I'ordre de 5-107* mol-L™!. Voici les demi-équations des
deux couples concernés et I'équation bilan rédox

2H,0 +0,(aq) +4e” =4HO™ (aq)
Fe(s) = Fe?* (aq) +2e~

donc 2Fe(s) + 2H,0 + Oy (aq) = 2Fe?* (aq) +4HO™ (aq)

c) Voici le schéma des mouvements des différentes es-
peces.

) o )

HO HO
_ B0 | HO _

HO HO
Felt W P Fe*

d)A pH = 7,le potentiel rédox du couple rédox O, (aq) /H,O
vaut 0,80 V. Avec une concentration en ion de 'ordre de
[Fe?*] = 10™° mol-L™! au voisinage de la piece, le poten-
tiel rédox du couple rédox Fe?*(aq)/Fe(s) est de I'ordre
de —0,59 V. La surtension cathodique est importante, de
l'ordre de n¢ = —-0,60 V.
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Voici I'allure des courbes courant-potentiel.

b i (mA)

On détermine graphiquement l'intensité de fonctionne-
ment et le potentiel (mixte) de corrosion

i=0,45mAetE, =-0,18V

e) La vitesse de réaction vaut

i d
V = — soit _ﬁ =1,17-10"° mol-s™!
4F dt

Le fer aura donc totalement disparu a la date ¢ telle que

287 =1,0 mol donc

L __05
F 1171079

=4,3-10® s= 13,5 ans

< Exercice 18.7.

Interpréter une corrosion différentielle. Lorsque la piece métallique est homogene et que les concentrations
en oxydant (O, ou H") sont les mémes en tout point de la piéce, on
dit que la corrosion est uniforme. Dans les conditions réelles, on ob-
serve souvent une hétérogénéité de la piéce et/ou de concentrations.
Le métal étant conducteur, les électrons peuvent s’y déplacer et on
modélise le systeme par une pile électrochimique entre deux zones
distinctes formant deux demi-piles électrochimiques : on dit qu'il y
a corrosion différentielle.
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Les deux cas de référence sont les suivants.

a) Hétérogénéité du support : il y a juxtaposition de deux plaques
de métaux différents M et N. C’est alors toujours le métal N dont le
couple a le plus faible potentiel qui sera corrodé, car c’est le métal
le plus réducteur.

HO ™

HO 0, +HO~

128,

X

Ve

b) Hétérogénéité du milieu : en deux zones d'une piece homogene,
la concentration en I'oxydant est distincte. On observera alors tou-
jours la corrosion du métal 1a ot la concentration est la plus faible,
et laréduction de I'oxydant 1a ot elle est la plus forte.

1/29, H>0

HO concentration
croissante
en oxydant

Exemple :

a) On colle une plaque de zinc a la base inférieure d'un bloc
de fer. Ce systeme est plongé dans de I'eau, la base supé-
rieure du bloc de fer proche de la surface de I'eau.

air

cau 1/2K2%2H0*

2e-

Fe

LEN

2+
Zn

Bien que située plus en profondeur, ol1 la concentration en
dioxygene dissous est faible, c’est la plaque de zinc qui est
corrodée.
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b) Lorsqu'un poteau métallique est planté au fond d'un
bassin plein d’eau de mer, son état apparent au voisinage
de la surface peut paraitre excellent alors que la base du
poteau est fortement corrodée.

< Exercices 18.8,18.9,18.10, 18.11.

Connaitre et expliquer les modes de
protection contre la corrosion.

576

C’est en comprenant les phénomenes de corrosion humide qu’'on
peut prévoir et expliquer les techniques de protection. Voici les
quatre modes de protection contre la corrosion cités par le pro-
gramme, et les éléments fondamentaux d’explication.

a) Le revétement de la piece métallique par une couche protectrice
empéche le contact direct entre 'oxydant et le métal, et la libération
des ions métalliques dans la solution. On utilise en particulier les ver-
nis, les peintures, les films plastiques. Lun des inconvénients est que
si cette couche est percée, I'oxydation du métal se développe autour
de ce germe puis peut se propager sous la couche sans étre détectée.

extension

b) La lecture du diagramme potentiel-pH du métal soumis a un oxy-
dant prouve dans certains cas que le métal se transforme en un oxyde
métallique robuste et adhérant a la surface du métal. Loxyde étant
étanche et mauvais conducteur électrique, il forme ainsi une couche
protectrice qui se développe spontanément. Ce phénomene s’appelle
la passivation.

germe de corrosion

fissure
couche protectrice

métal
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Notons que les oxydes métalliques du type M,,0,, forment en général
des couches plus solides, méme a faible épaisseur, que les hydroxydes
du type M(OH) . Le diagramme du fer dressé avec les oxydes prouve
que le fer est passivé a pH basique.

VE (V)

T \\\\\Fe304(s)

H,(©)
1 Fe(s)

c) Lanode sacrificielle utilise la corrosion différentielle : un appen-
dice de métal plus réducteur que le métal qu'on veut protéger est
soudé a la piece. C’est lui qui s’oxydera.

piece de fer

1

anode sacrificielle
en zinc

d) On peut enfin opérer une protection électrochimique par cou-
rant imposé grace a un générateur électrique portant la piece a un
potentiel inférieur au potentiel de corrosion et en provoquant ainsi
I'immunité du métal. Tout se passe alors comme si le générateur four-
nissait au métal les électrons qu’il perd quand il se corrode.
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Exemple :

Voici l'allure des courbes courant-potentiel du fer, du zinc
et du couple H* (aq)/Ha(g) :

Si on mettait directement le bloc de fer dans la solution, la
construction habituelle donne un potentiel de corrosion
Ecor,re = —0,36 V et une intensité anodique icor e = 0,6 mA.
En adjoignant une anode de zinc a une piece de fer, la ré-
action rédox qui s’opeére est

Zn(s) +2H*(aq) = Zn**(aq) + Ha(g)

La construction habituelle donne un potentiel de cor-
rosion Ecozn = —0,47 V et une intensité anodique
icorzn = 2,7 mMA. Au potentiel —0,47 V, le fer est dans sa
zone d'immunité. L'anode de zinc, en s'oxydant, protege
donc la piece de fer contre la corrosion, ce qui justifie le
terme « sacrificielle ».

< Exercices 18.12,18.13, 18.14, 18.15, 18.16.

Etudier les aspects thermodynamiques
et cinétiques d’une pile.

578

Une pile électrochimique est un dispositif formé de deux demi-piles
entre lesquelles on canalise I'échange d’électrons dans un fil conduc-
teur, le circuit étant fermé par un pont salin permettant le transfert
ionique.
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Il y a oxydation a 'anode du réducteur le plus fort et réduction a la
cathode de I'oxydant le plus fort.

Ox ;+Red,

oxydant
réducteur

o
>
(¢}
o
N}

Cathode

réduCtion : Ox ;+e =Red, oxydAtion : Red,=Ox,+e

a) Aspect thermodynamique. Les résultats du chapitre 17 donnent

b

=

les relations entre les grandeurs thermodynamiques et les gran-
deurs électriques.
Dans une pile, la réaction d’oxydoréduction est spontanée

ne"
n;0x; + ngRedz = anedl + n,0x,

Sa constante d’équilibre K° est supérieure a 1. En notant E et E
les potentiels standard, A, G° 'enthalpie libre standard de réaction
et nle nombre d’électrons échangés, on a

0_g0
n(Ey-Ey)

K'=107% etA,G’=nZ (E)-E))

La pile s’arréte de fonctionner quand les deux potentiels de Nernst
sont égaux. Le travail électrique total Wy, fourni par la pile est ma-
joré par la variation d’enthalpie libre

We = AG

La capacité Q est la quantité totale d’électricité fournie par la pile,
exprimée en coulomb ou ampére-heure :

Q=¢rnF

Aspect cinétique. On utilise les courbes courant-potentiel four-
nies par I'énoncé. La tension a vide U, est lue entre les deux
points extrémes de nullité des courants. Elle est égale a la diffé-
rence entre les potentiels de Nernst. Par construction, on déter-
mine I'intensité de court-circuit I, de la pile lorsqu’elle est placée
en court-circuit.
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Exemple :

Une pile cuivre/zinc est formée par une demi-pile olu
I'électrode de cuivre plonge dans V, = 100 mL de sulfate
de cuivre a ¢y = 0,100 mol-L™! et une demi-pile ol1 I'élec-
trode de zinc (en excés) plonge dans Vy = 100 mL de sulfate
de zinc a ¢y = 0,100 mol-L™!. Les potentiels standard sont

E%(Cu?"/Cu) =0,34 V et E°(Zn?"/Zn) = -0,76 V
La réaction rédox s” écrit
Cu*(aq) +Zn(s) "= Cu(s) + Zn2* (aq)

Voici le schéma de la pile en court-circuit.

Anode : oxydAtion Cathode : réduCtion
du zinc du cuivre

a) Aspect thermodynamique. La constante d’équilibre de
la réaction rédox est

2(0,34-(-0,76))
0,059

K°=10 ~10%

La réaction est donc thermodynamiquement trés favo-
rable. Le réactif limitant est 'ion Cu®*(aq). Lavancement
final vaut donc

&5 =cVo=1,00-10"* mol
La capacité de la pile est donc
Q=287 =1930C=0,536 Ah

b) Aspect cinétique. Les potentiels de Nernst initiaux sont

E(Cu®*/Cu) = 0,34 + % logcy=0,31V
E(Zn*"/Zn) = -0,76 + %X logcy = —0,79 V
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Il n'y a pas de surtension et voici I'allure des courbes
courant-potentiel a I'instant initial.

Ai (mA)
200 +
/n /n

E (V)

La tension a vide initiale de la pile vaut
Up=0,31-(-0,79) =1,10 V

Le potentiel mixte vaut et I'intensité de court-circuit valent
respectivement

E;,=-0,10 Vet I, =60 mA

Apres At = 600 s de fonctionnement, si l'intensité reste
égale a cette valeur, la charge électrique transférée vaut

g=I.-At=36C

Lavancement a cette date vaut

=1,87-10"* mol

N|\a|&

E=2=

Les concentrations des solutions sont donc devenues

[Cu?*] = ”OVf) =9,8-102 mol-L!
[Zn%*] = C°V°+5 =10,2-10"2 mol-L!

Lorsque la pile continue a fonctionner, [Cu?*] continue
a diminuer et [Zn?*] a augmenter, donc Le potentiel de
Nernst du cuivre diminue et celui du zinc augmente : les
deux courbes se rapprochent.
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glissement des courbes

La tension a vide de la pile diminue et I'intensité de court-
circuit diminue :la pile s'use. Elle s’arrétera lorsque les po-
tentiels de Nernst seront égaux, ce qui correspond a la si-
tuation d’équilibre.

— Exercices 18.17, 18.18, 18.19.

Déterminer les caractéristiques d'une
électrolyse.

582

Un électrolyseur est un dispositif formé de deux demi-piles entre les-
quelles un générateur impose I'oxydation de 'espéce la moins réduc-
trice et la réduction de I'espéce la moins oxydante. Voici le schéma
du dispositif, sachant qu’il est en général possible d’utiliser une cuve
unique.

/

/ \\
Ox',+ Red,

oxydant
réducteur

Cathode

réduCtion : Ox, +e =Red, oxydAtion : Red,=Ox+e

A tension U imposée, on détermine graphiquement l'intensité de
fonctionnement en cherchant sur les courbes deux points d’ordon-
nées (intensités) opposées et dont la différence des abscisses (poten-
tiels) est égale a U.
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i

Cette construction ouvre trois types d’étude.

a) On détermine la tension de seuil, valeur minimale de U pour la-
quelle i est significative :

Us = (Ba+1na) — (Ec+1c¢)

b) Lavaleur de i ou de j permet le calcul de la vitesse de réaction et
la détermination des quantités produites a 'anode ou a la cathode,
typiquement celle de métal réduit.

c) A point de fonctionnement fixe, on peut enfin calculer le cofit
énergétique de I'électrolyse, typiquement le cofit de production
massique du métal.

Exemple :

On place un générateur de tension entre une demi-pile ou
I'électrode de cuivre plonge dans V, = 100 mL de sulfate
de cuivre a ¢, = 0,100 mol-L™! et une demi-pile ol I'élec-
trode de zinc (en exces) plonge dans Vy = 100 mL de sul-
fate de zinc a ¢y = 0,100 mol-L'. Les potentiels standard
sont E°(Cu?*/Cu) = 0,34 V et E°(Zn?*/Zn) = —0,76 V. Voici
I'allure des courbes courant-potentiel.
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a) Iln'y a pas de surtensions et la tension de seuil est
U, = E(Cu®*/Cu) - E(Zn**/Zn)

Les concentrations initiales des solutions étant identiques,
la différence des potentiels de Nernst est égale a la diffé-
rence des potentiels standard soit

U, = E%(Cu?*"/Cu) —E°Zn®*"/Zn)=1,10V

b) On applique une tension U = 1,56 V. La construc-
tion donne une intensité volumique de fonctionnement
i =200 mA. Le nombre d’électrons échangés est n =2. On
en déduit la vitesse de réaction

dag dg

i=2%-—donc — =1,04-10"° mol-s~!
dt dt

Apres At =60 s de fonctionnement, on aura donc un dépot
de
Myzn =& My, =1,04-10"°-60-65,4 = 4,1 mg

c) Lénergie électrique dépensée vaut

Welee=U-i-Ar=18,7]

< Exercice 18.20.

Faire I'étude sommaire d’'un
accumulateur.

584

Un accumulateur est un systeme électrochimique convertissant

o |'énergie électrique en énergie chimique, fonctionnant en électro-
lyseur (récepteur électrique) pendant la phase de charge ;

o |'énergie chimique en énergie électrique fonctionnant en pile (gé-
nérateur électrique) pendant la phase de décharge.

Aucune connaissance sur 'accumulateur n'est requise par le pro-

gramme officiel, il fait 'objet d’analyse documentaire. Voici les prin-

cipaux axes d’étude.

a) Etude qualitative électrochimique.

Lanalyse des potentiels ou la lecture des diagrammes potentiel-pH

permet de prévoir les réactions chimiques qui se déroulent pendant

les phases de charge et de décharge. Souvent, I'énoncé demande un

schéma des mouvements des porteurs de charge (électrons et ions),

des dépots et des attaques de métal.
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b) Etude quantitative électrochimique.

Lexploitation des courbes courant-potentiel permet le calcul des in-
tensités de fonctionnement, et des vitesses de réaction. On peut en
déduire les temps de charge et de décharge et les caractéristiques
électriques de 'accumulateur.

c) Etude des phénomeénes chimiques annexes.

Souvent, d’autres réactions chimiques se produisent et permettent la
mise en évidence des atouts et des défauts (voire des dangers) des ac-
cumulateurs lorsqu’ils produisent ou détruisent telle ou telle espece.
d) Etude des phénoménes physiques ou technologiques annexes.

11 est aussi possible qu’au cours des cycles de charge et de décharge
des accumulateurs, des transformations lentes et irréversibles des
pieces se développent, comme des porosités, des déformations, des
croissances dendritiques des électrodes, expliquant ainsi la dégrada-
tion du fonctionnement.

Exemple :

Un accumulateur nickel-cadmium est formé par la juxta-
position suivante

Cd(s)|Cd(OH),(s)[K" (aq), HO™ (aq)INiOOH((s) INi(OH)2 (s)|Ni
Les potentiels standard sont

E°(H*/H,) = 0,00 V E%(Cd(OH),/Cd) =0,0 V
E°(0,/H,0)=1,23V E°(NiOOH/Ni(OH),) = 1,54 V

a) Etude quantitative électrochimique. Le nickel agit
comme simple collecteur de courant. La couche d’hy-
droxyde de potassium (ou potasse) assure le transfert des
ions HO™. Les demi-équations s’écrivent

Cd(s) + 2H,0 = Cd(OH)»(s) + 2H" (aq) +2e”~
Ni(OH),(s) = NiOOH(s) + H" + e~

La regle du gamma permet de prévoir la réaction sponta-
née pendant la décharge (fonctionnement en pile) et la ré-
action inverse forcée pendant la charge (fonctionnement
en électrolyseur) de 'accumulateur.
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E°
NiOOH + Ni(OH) ,

Cd(OH) d
Les équations rédox s’écrivent donc inversement pour la
décharge
Cd(s) +2H,0 + 2NiOOH(s) = Cd(OH),(s) + 2Ni(OH)2(s)
et pour la charge
Cd(OH)3(s) + 2Ni(OH),(s) = Cd(s) + 2H,0 + 2NiOOH(s)

La présence d’hydroxyde de potassium a linterface
entre les deux demi-piles conduit a équilibrer les demi-
équations avec HO™ pendant la phase de décharge

Cd(s) + 2HO™ (aq) = Cd(OH),(s) + 2e~
2NiOOH(s) + 2H,0 + 2e™ = 2Ni(OH),(s) + 2HO™ (aq)

Voici la représentation schématique des différents trans-
ferts pendant la phase de fonctionnement en pile.

| — T 21O d Ni
i 2e &C % 2¢
ECd(OH)z i(OH)
K HO ~

y

b) Etude quantitative électrochimique.
« La force électromotrice, ou tension a vide de la pile est la
différence des potentiels de Nernst des deux demi-piles

Eni = 1,54 +0,06log[H*] = 1,54 — 0,06pH
Ecq=0,0+ %2 log[H*]? = —0,06pH

donc e = 1,54 V indépendamment du pH de la solution
d’hydroxyde de potassium.
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« Voici I'allure des courbes courant-potentiel a pH=12

phase de décharge phase de charge
(fonctionnement en pile) (fonctionnement en électrolyseur)
i (mA) i (mA)
Tcd 4 cdon 1
28 - oD Ul
20+, ] 207

NiOOH  Ni(OH) ;

Lors du fonctionnement en pile, la construction graphique
indique que I'intensité de fonctionnement en court-circuit
vaut i = 28 mA. La vitesse de disparition du cadmium so-
lide vaut donc

Vigee=——— = L =1,45- 107" mol-s7!
at 2%
La masse molaire du cadmium vaut Mcq = 112 g-mol™! et
sion limite la quantité de cadmium oxydée a my,x = 10 mg,
on en déduit la durée de décharge de I'accumulateur

Mimax

Mcd

Atdec = =615s

dec

Lors du fonctionnement en électrolyseur, sous une tension
imposée (par un générateur extérieur) de 3 V, la construc-
tion graphique indique que l'intensité de fonctionnement
vaut i = 24 mA. On en déduit par le méme calcul que la
durée de la phase de charge de 'accumulateur est

Mo

Mo 718

Atcha =

cha

c) Etude des phénomenes chimiques annexes. On donne
le potentiel standard a pH =12 :

E°(Ni(OH),/Ni) = —0,6 V

La regle du gamma prouve que le nickel ne peut pas s’oxy-
der mais que c’est plutdt le dihydroxyde de nickel qui se
dismute.
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d) Etude des phénomeénes physiques ou technologiques
annexes. Le cycle de charges et de décharges provoque
I'alternance de 'oxydation du cadmium et de la réduction
du dihydroxyde de cadmium. Imaginons que cette réduc-
tion ne se produise pas uniformément (en couche) sur la
plaque de cadmium, mais selon une fibre plongeant dans
la couche d’hydroxyde.

couche de Cd fibre de Cd

. j

—

cd || cdoH), Cd | Cd(oH),

Cette fibre peut alors se développer de facon anar-
chique au sein de la couche d’hydroxyde, et deux phé-
nomenes peuvent apparaitre : le développement d’'une
fibre conductrice qui traverse la pile, bouleversant la répar-
tion des especes, voire mettant la pile en court-circuit, ou
la croissance ramifiée, avec des fibrilles tellement petites
qu’elles peuvent se briser au sein de la couche d’hydroxyde
en fragments perdus de cadmium métallique.

< Exercice 18.21.
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Enoncés des exercices

Systeme rapide, systéme lent

Voici l'allure des courbes courant-potentiel des couples Fe3*(aq)/Fe?*(aq) et
H*(aq)/Hz(g) :

a) Décrire la demi-pile siege de I'oxydation du dihydrogene.

b) Justifier qualitativement pourquoi le couple de 'hydrogéne forme un systéme
lent, et celui du fer un systéme rapide.

¢) Donner la valeur des surtensions cathodique et anodique pour le couple de I'hy-
drogene.

Influence de I'électrode sur la surtension cathodique

Voici les allures des courbes courant-potentiel du couple H* (aq)/Hz(g) pour diffé-
rentes électrodes :

-2 -1 E

4+

H, H
(Zn) (Fe) (PY
Voici les conductivités électriques des trois métaux

| Zn | Fe | Pt
Y (x10°Q 'Tm™T) [[ 16,5 [ 10 | 9

a) Donnerlavaleur des surtensions cathodiques pour le couple de 'hydrogéne pour
les trois électrodes.

b) La différence de conductivité entre les métaux explique-t-elle la différence entre
ces surtensions ?
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Dissymétrie d’'une courbe courant-potentiel
Voici I'allure de la courbe courant-potentiel du couple Ag™ (aq)/Ag(s) :
Ai
Ag Ag'

AngAng

On admet la validité de la loi de Fick : si ¢ désigne la concentration molaire exprimée
en moles par metre cube de solution, et jp le vecteur densité de courant molaire, en

moles par metre carré et par seconde, alors
jp =-Dgrad ¢
ou D est le coefficient de diffusion. Expliquer la dissymétrie entre la partie anodique

et la partie cathodique de cette courbe.

Vagues d’oxydation
Voicil'allure de la courbe courant-potentiel d’oxydation de I'ion iodure en solution :

1 Ew

Expliquer cette forme particuliéere qu'on appelle vagues successives d’oxydation

Mur du solvant
Les potentiels standard des couples de I'eau sont
E%(H,0/Hz(g)) = 0,00 V et E° (05 (g)/Ho0) = 1,23 V

Celui du couple peroxodisulfate/sulfate est
0 2— 2— _
E" (5205 (aq)/SOy (aq)) =2,01V

Voici 'allure de la courbe courant-potentiel d’oxydation d’'une solution aqueuse
d’acide sulfurique (assimilé ici 2 un diacide fort) de concentration cy = 0,5 mol-L™1,

dans laquelle trempe une électrode de platine.
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bjAam™)

T 2000

T 1000

y
T

—1000

- —2000

a) Pourquoine peut-on tracer directement la courbe courant-potentiel des couples
de 'eau en utilisant de I'eau pure ?

b) Loxydation du sulfate apparait-elle nettement ?
¢) Expliquer pourquoi en justifiant la locution «mur du solvant» .
d) Quel estle pH de la solution ?

e) Quelle estla surtension cathodique ?

Fer et zinc dans I'eau

On plonge un barreau de fer et un barreau de zinc dans I’eau salée (les ions chlorure

et sodium ne servent qu’a assurer la conduction électrique). On relie ces deux bar-
reaux par un fil conducteur. On observe un dégagement gazeux au niveau de I'élec-
trode de fer, et un précipité blanc au niveau de 1'électrode de zinc. On donne

E%(Zn2*/Zn) = -0,76 V
E0(Fe?* /Fe) =—-0,44V et pKs(Zn(OH)2) = 17
EO(H*/Hy) =0,00V

La surtension cathodique pour le couple de 'hydrogene sur 'électrode de fer est
nc=-0,20V.

a) Pourquoi peut-on prendre la pression du gaz dans les bulles égale a la pression
atmosphérique Py = 10° Pa ?

b) Tracer I'allure des courbes courant-potentiel.

c) Interpréter les observations, estimer le potentiel mixte grace a ces courbes et pré-
ciser la construction permettant de déterminer I'intensité i de fonctionnement.

d) Ecrire 'équation bilan de la réaction chimique et calculer sa constante d’équi-
libre.

e) Justifier thermodynamiquement que la réaction a lieu dans les conditions de I'ex-
périence.

f) En notant V, le volume moyen d'une bulle de gaz, déterminer la relation entre i
et le nombre de bulles qui se dégagent par seconde.
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Corrosion du zinc par 'acide

Une plaque de zinc est trempée dans une solution acide. On admet que la surface de
I'électrode pour le courant cathodique et pour le courant anodique sont égales. Une
étude expérimentale donne les modeles mathématiques suivants pour les courbes
courant-potentiel d’oxydation du zinc et de réduction de H* sur I'électrode de zinc :

E = 0,0774l0g j, —0,1956
E = —0,0780log|jc| 0,778

ol j est exprimé en A-cm™2 et E en volt.
a) Ecrire les demi-équations et 'équation bilan de la corrosion du zinc par 'acide.
b) Calculer la densité de courant de corrosion jcor et le potentiel de corrosion Ecor-.

¢) Ondonne
My, = 65,4 g-mol_l, Mzn =7 140 kg~m_3 et F = 96490 C-mol~!

Définir et calculer la vitesse de corrosion de la piece métallique mesurée en mi-
crometres par année.

Potentiel standard du couple O,/H,0 en milieu basique
Le potentiel standard du couple O2(g)/H»0 est E(l] =1,23 V. A 298 K, le produit io-
nique de I'eau (constante de I'équilibre d’autoprotolyse de I'eau) est K = 10714,

a) Ecrire la demi-équation rédox du couple dioxygéne/eau en I'équilibrant avec
H*(aq) puis avec H30% (aq).

b) Donner 'expression de I’enthalpie libre standard de réaction ArG(l) de cet équi-
libre dans le sens de 'oxydation.

c) Ecrire la réaction d’autoprotolyse de I'eau.

d) Donner I'expression de I'enthalpie libre standard de réaction A rGg de cet équi-
libre.

e) Ecrire la demi-équation rédox du couple dioxygéne/eau en I'équilibrant avec
HO™ (aq).

f) Donner 'expression de 'enthalpie libre standard de réaction A, Gg de cet équi-
libre dans le sens de I'oxydation.

g) En déduire le potentiel standard Eg du couple O2(g)/H»0 en milieu basique.
h

=

Vérifier que le potentiel de Nernst du couple entre le dioxygene et 'eau est le
meéme qu'on équilibre la demi-équation avec H* ou avec HO™. Quel est alors
I'intérét d’avoir les deux écritures ?

i) Justifier qu'une micropile est constituée entre deux zones d’aération différente,
c’est-a-dire ou la pression partielle en dioxygene est différente.
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Justification du phénomeéne de corrosion différentielle par hétérogénéité
du support

Un alliage de deux métaux M et N est plongé dans une solution d’acide sulfurique.
Les potentiels standard sont classés ainsi

EO(N?* (aq)/N(s)) < E (M2 (aq) /M(s)) < 0

Justifier que si un atome de M est oxydé par H*, I'ion formé est immédiatement ré-
duit par N. On en déduit la proposition du cours : « c’est toujours le métal N dont le
couple a le plus faible potentiel qui sera corrodé ».

Justification du phénomene de corrosion différentielle par hétérogénéité
du milieu

Une piece en métal M est plongée dans de 'eau aérée, dont la concentration ¢ en
dioxygene dissous décroit avec la profondeur. On note ¢j sa valeur sur la face supé-
rieure de la piece, proche de la surface, et ¢ sa valeur sur la face inférieure de la piece
(c1 < ¢p). Les potentiels standard des couples sont

E%(02(aq)/HO™ (aq)) = 0,40 V, E® (M?" (aq)/M(s)) = —0,40 V

a) Exprimer les potentiels de Nernst des couples en surface et en profondeur en sup-
posant le pH proche de 7 et [M2*] = 107> mol - L™

b) On suppose qu’il y a beaucoup de dioxygene dissous en surface, de 'ordre de
¢s = 107% mol-L~! et trés peu en profondeur, de 'ordre de ¢; = 1071° mol-L™L.
Par construction graphique, déterminer 'ordre de grandeur des potentiels mixtes
pour une électrode de fer en surface et cette méme électrode en profondeur.

c) On trempe une électrode de fer dans un bécher d’eau riche en dioxygene, et une
autre électrode de fer dans un bécher d’eau pauvre en dioxygene. On relie les deux
électrodes par un fil et les deux solutions par un pont salin. Qu'observe-t-on ? En
déduire la proposition du cours : « on observe toujours la corrosion du métal la
ol la concentration en oxydant est la plus faible, et la réduction de I'oxydant la ot
elle est la plus forte ».

Expérience de la goutte d’eau d’Evans (résolution de probléme)

Dans un bécher d’eau, on verse quelques gouttes de phénolphtaléine (qui rosita pH
basique) et quelques gouttes d'un amplificateur de teinte qui renforce la teinte verte
de I'ion Fe?*. On dépose une goutte de ce liquide a la surface d'une plaque de fer.
On observe que la périphérie de la goutte devient rose et que son cceur devient vert.
Expliquer ces phénomenes.

couronne rose
coeur vert

Y
goutte A’ cau

plaque
de fer
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Protection par dépot de nickel

On veut protéger un bloc de fer de la corrosion en le recouvrant d'un dépot de ni-
0 —_ 0 = 6

ckel. OndonneEp,, . = 0,44.V et Bl = 0,25 V. Le bloc est plongé dans.de

I'eau comportant du Oz en solution. Une rayure apparait dans la couche protectrice.

Expliquez ce qui se passe.

air

eau
nickel § T
fer
Electrozingage
0 —_ 0 - _
OndonneBp . . =-044VetE , = =-076V.

a) Latempérature de fusion du fer vaut 1 538 °C, celle du zinc vaut 420 °C. Proposer
un procédé physique de réalisation du dépot de zinc sur le barreau de fer.

b) Un barreau de fer recouvert de zinc vernis en surface est plongé dans I'eau com-
portant du Oz en solution. Une rayure apparait dans la couche protectrice. Expli-
quez ce qui se passe.

air
eau
vernis
zinc S i

fer
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Application numérique pour une anode sacrificelle

Une plaque de fer de masse m = 56 g correspondant a une mole est plongée dans
une solution acide. Voici l'allure des courbes courant-potentiel du fer, du zinc et du
couple H* (aq)/Ha(g) :

a) La réaction se fait dans 'eau de mer et le Fe?" est éliminé au fur et 2 mesure.
Faire un dessin expliquant le mouvement des ions, atomes, électrons lors de la
corrosion.

b) Aubout de combien de temps la plaque de fer est-elle totalement corrodée ?

¢) On place maintenant en concurrence une plaque de fer et des plots en zinc reliés
ala plaque. Comment est déplacé le point de fonctionnement ? Justifier que le fer
n’est plus corrodé.

d) Les plots de zinc représentent une quantité de matiere de 0,2 mol. Au bout de
combien de temps faut-il les remplacer ?

Potentiel de Flade

Expliquer le diagramme suivant ou1 Ep s’appelle le potentiel de Flade. Quel est le
phénomene de protection contre la corrosion associé ?

| W
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Protection anodique, cathodique du fer a béton

Voici le diagramme potentiel-pH simplifié du fer.

bEW)

3+

I T Fe

a) Définir les zones d'immunité, de corrosion et de passivation du fer.

b) Un béton armé est muni d’armatures en fer (fers a béton) noyées dans le béton
lors de sa coulée. Le potentiel de ces armatures est pris égal a —0,40 V. Pour du
béton frais, le pH est égal a 13. Que peut-on en conclure ?

¢) Au cours du temps, on dit que le béton se carbonate, le dioxyde de carbone se
comporte comme un acide et le pH du béton baisse progressivement. Que se
passe-t-il quand il devient inférieura 7 ?

d) La protection anodique est un procédé ol on porte le fer a un potentiel tel qu’il
est plongé dans sa zone de passivation. Pour quel pH ce procédé est-il possible et
pourquoi emploie-t-on le terme anodique ?

e) La protection cathodique est un procédé o1 on porte le fer a un potentiel tel qu’il
est plongé dans sa zone d'immunité. Quel potentiel doit-on choisir a pH =1 et
pourquoi emploie-t-on le terme cathodique ?

Ftude d’une pile cuivre aluminium

On considére une pile formée d'une électrode de cuivre plongée dans une solution
contenant des ions Cu®* et d'une électrode d’aluminium plongée dans une solution
contenant des ions AI3*. Les volumes des solutions sont identiques V; = Vo = 50 mL,
les concentrations initiales sont identiques

[Cu2+]i = [Al3+]i =1,0-10"% mol-L7!

et les masses initiales des deux électrodes sont identiques mc, = mp; = 0,50 g. On
donne
EO (A /Al(s) = -1,66 Vet E®(Cu®* /Cu(s)) = 0,34 V

Mgy, =63,5g-mol ™! et My; = 27,0 g-mol ™!
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On donne les courbes courant-potentiel a I'instant initial

Ai (mA)

a) Ecrirel'équation bilan de la pile.

b) Calculer les potentiels de Nernst et la tension a vide de la pile a I'instant initial.
Préciser les graduations de I'axe des potentiels sur le diagramme et compléter les
pointillés.

¢) On court-circuite la pile. Déterminer 'intensité de court-circuit i et le potentiel
mixte E ;.

d) Calculer la variation de la concentration en ions aluminium (III) et en ions cuivre
(I1) si la pile est laissée en court-circuit pendant 10 minutes. Pourquoi I'intensité
baisse-t-elle pendant ce laps de temps ?

Charge d’une pile par un résistor

Une pile électrochimique a pour équation bilan Ox; +Red; =Red; +Oxy avec
I'échange d'un électron. On connait les courbes courant-potentiel des deux couples.
Quelle construction graphique faut-il faire pour déterminer 'intensité qui circule
dans un résistor de résistance R alimenté par la pile ?

Modeéle affine de la caratéristique d’'une pile

Une pile électrochimique alimente un conducteur ohmique de résistance R variable.
On mesure simultanément la tension a ses bornes et I'intensité qu’elle débite en
convention générateur. Voici le graphe obtenu.

u

~.

597



Chapitre 18 Electrochimie

598

a) On prend un modele affine :
u=Ec-Ex)+(nc—na)-ri

Donner la signification de chaque terme.

b) Attribuer a chacun des trois termes du second membre un des adjectifs suivants :
cinétique, électrique, thermodynamique.

Electrolyse d’'une solution de sulfate de zinc

On veut réduire les ions zinc (I) en solution par électrolyse. On donne les potentiels

standard E®(Zn?*/Zn) = -0,76 V, E(02/H,0) = 1,23 Vet E(S,037/S037) = 2,01V,
la masse molaire My, = 65,4 g-mol~!. On donne les courbes densité volumique de
courant-potentiel suivantes :

J (A/m?)

H,0 =0,
1200

r 2 Ew

2+
Zn Zn

a) Pour quelle raison les ions sulfate ne participent-ils jamais aux réactions d’élec-
trolyse ?

b) Ecrirel'équation bilan de I'électrolyse d’une solution de sulfate de zinc.
¢) Déterminer la tension minimale nécessaire a I’électrolyse.

d) On applique une tension de 2,7 V. Déterminer graphiquement la densité volu-
mique de courant j.

e) On dispose d’'une solution de concentration [Zn?*] =5,0-10"'mol-L~1. On veut
récupérer 500 kg de zinc métallique par jour. Calculer le débit de solution et la
surface des électrodes de I'électrolyseur.

f) Calculer la puissance électrique consommée par I'électrolyseur.

Accumulateur au plomb

Un accumulateur au plomb est formé par la juxtaposition suivante
Pb(s)[PbSOy4 (s)|ac. sulfurique|PbSO4 (s)[PbO2 (s)|Pb(s)

La solution d’acide sulfurique est a pH = 0. L'acide sulfurique H2SO4 est un diacide
(pKAl = -3 et pKp2 = 1,9), mais on suppose, pour simplifier les calculs, que c’est un
diacide fort, totalement dissocié a pH = 0.
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On donne les potentiels standard et la constante de solubilité

a)
b)

d)

e)
f)

g

EO(PbO,/Pb%*) =1,46 V
E0(Pb2*/Pb)=-0,13V K, (PbSOy4) =2,53-1078
E0(8,037/S057) =2,01V

Déterminer la concentration [SOi_] dans la solution d’acide sulfurique.

Ecrire la réaction de dissolution du sulfate de plomb II dans I'eau, puis dans
I'acide chlorhydrique. En déduire les solubilités respectives saq et sac. Que peut-
on en conclure ?

Pourquoi les ions sulfate libérés par la dissolution ne participent-ils pas aux réac-
tions rédox ?

Ecrire les réactions bilans du fonctionnement en pile (décharge) et en électroly-
seur (charge) de 'accumulateur au plomb. Faire un schéma détaillé des différents
transferts de molécules, d’ions et d’électrons pendant la phase de décharge.

Calculer la tension a vide de la pile.

La batterie d'une automobile est constituée de la mise en série (par empilement
de cellules, d’oti le terme pile) de k accumulateurs du type étudié précédemment.
Les caractéristiques de cette batterie sont les suivantes. La tension a vide est d’en-
viron 12V, sa capacité est Q = 100 Ah, I'intensité maximale qu’elle peut débiter
lors de la phase de démarrage de 'automobile est imax = 400 A pendant une mi-
nute, la tension mesurée pendant cette phase est U = 10,5 V. Lorsque la voiture
roule, I'alternateur, entrainé par le moteur, assure une tension d’environ 14 V aux
bornes de la batterie. On estime qu’'une batterie initialement complétement dé-
chargée est complétement rechargée apres 20 minutes de conduite (en coupant
les phares et la climatisation).

i)  Quelle estla valeur de k ?
i) Donner 'allure des courbes courant-potentiel de ce dispositif.

iii) On donne & = 96 500 C-mol~!, My = 1,0 g-mol™!, Mg = 16 g-mol~! et
Ms =32 g-mol~!. Calculer les masses de sulfate consommé et d’eau formée
pendant une phase de démarrage qui durerait une minute. Proposer une ex-
plication au fait qu’apres cette phase, sila voiture n’a pas démarré, la batterie
est « a plat », mais pourra éventuellement fonctionner a nouveau quelques
minutes plus tard.

Indiquer quelle réaction parasite peut produire du dihydrogene, et pourquoi cette
production est potentiellement dangereuse.
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Du mal a démarrer

La rapidité ou la lenteur des systémes peut étre expliquée
par des arguments qualitatifs relatifs a 'accés ou a Iévacuation
des espéces qui réagissent.

La conductivité explique la facilité de déplacement des élec-
trons au sein de I'électrode. On pourra se demander si I'ordre des
conductivités traduit celui des surtensions.

L’écriture de la loi de Fick en géométrie cylindrique autour

des électrodes met en évidence que le courant particulaire ionique
est proportionnel a la variation par unité de longueur des concen-
trations. On pourra travailler en ordres de grandeur et montrer
que ce courant particulaire peut étre trés grand autour de I"anode,
mais reste limité autour de la cathode.

Les deux vagues d’oxydation correspondent aux oxydations

successives des formes de I'iode en solution.

Linterprétation du mur du solvant nécessite la prise en

compte de facteurs thermodynamiques (comparaison des poten-
tiels) et cinétiques (facteurs limitants pour la circulation des ions
et molécules).

On ne demande que 'allure des courbes, celles-ci doivent res-

pecter les potentiels et les surtensions donnés par I’énoncé. Leur
exploitation graphique est une application immédiate du cours.
Le calcul de la constante d’équilibre et du nombre de bulles for-
mées par seconde exploitent les potentiels (thermodynamique) et
intensités (cinétique) du systéme.

La recherche du point de fonctionnement est ici algébrique
et non graphique. La vitesse de corrosion est la vitesse de diminu-
tion de I’épaisseur de la couche de zinc.

Il faut bien connaitre les relations de thermochimie pour ré-

soudre cet exercice, en particulier celle entre le potentiel standard
et enthalpie libre de réaction. La demi-équation rédox écrite avec
I’ion hydroxyde est la combinaison linéaire de celle écrite avec
I’ion hydrogéne et de la réaction d’autoprotolyse de I'eau.

La régle du gamma permet de conclure si les potentiels sont

dans le méme ordre que les potentiels standard.
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La régle du gamma permet de conclure apres calcul des po-
tentiels des couples grace a la formule de Nernst. L’explication du
phénomeéne utilise la mise en connexion des deux micropiles.

Le principe de corrosion différentielle par hétérogénéité de
concentration, appliqué entre le coeur et la périphérie de la goutte,
permet d’expliquer le phénomeéne.

L’application de la régle du gamma permet de déterminer

quel métal s’oxyde, et d’en déduire I’évolution du systéme.

L’application de la régle du gamma permet de déterminer

quel métal s’oxyde, et d’en déduire I’évolution du systéme.

La relation i = nZV permet le calcul des vitesses de réaction

et d’en déduire les durées de disparition.

L’oxyde forme une couche protectrice isolante.

L’énoncé propose un voyage dans le diagramme potentiel-
pH. 1l suffit souvent d’observer I'espéce prédominante pour
conclure.

Le calcul des potentiels de Nernst permet de déterminer les
graduations. La lecture du point de fonctionnement est classique.
On calcule 'avancement final en supposant la vitesse de réaction
constante. Un tableau d’avancement permet de calculer les quan-
tités finales.

La pile n’est pas en court-circuit donc la construction clas-
sique est fausse. On peut tenter de traduire la loi d’Ohm Vg —Vy =
Ri par Vg =V +Ri et interpréter graphiquement cette relation.

En modélisant une partie de la courbe par une fonction af-
fine, on identifie les différents termes a ceux proposés. L’interpré-
tation des différents termes nécessite un vocabulaire précis.

Lorsque la construction graphique est effectuée, les calculs

sont analogues a ceux menés dans le cas de la pile.

Les questions (a) a (d) nécessitent des connaissances tres di-

verses en chimie des solutions et en thermochimie. Pour la ques-
tion (e), il faut combiner les différentes données (E? et Ks) pour
calculer les potentiels de chaque couple en jeu.
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Corrigés des exercices

a) Il s’agit de I'électrode a hydrogéne, ou une électrode est
plongée dans une solution acide, et alimentée par du gaz
dihydrogene qu’on fait buller le long de I'électrode. Si le
pH vaut 0 et la pression partielle en dihydrogene vaut 1 bar,
c’estI'électrode standard a hydrogene (ESH).

b) Laprésence de bulles de dihydrogene qui adhérent al’élec-
trode empéche partiellement le contact des ions hydro-
geéne en solution avec cette électrode, ce qui ralentit la ré-
action. Dans le cas du fer, les ions en solution n’ont pas
d’obstacle al'approche ni a I'éloignement de 'électrode.

¢) Onlitsurle grapheny =0,25Vetnc=-0,25V.

a) On lit sur le graphe nc(Zn) = -1,0 V, nc(Fe) = -0,5 V et
nc®Py =—-0,2 V.

b) Le zinc est plus conducteur que le fer, lui-méme plus
conducteur que le platine. Le déplacement des électrons
est donc plus facile dans le zinc que dans le fer, dans le fer
que dans le platine, ce qui tendrait a provoquer la crois-
sance, a E donnée, de |i| du platine au fer, du fer au zinc.
Or cest le contraire qui est observé. On ne peut donc ex-
pliquer la différence entre les surtensions par celle des
conductivités des métaux qui constituent I'électrode.

Dans la partie anodique (i > 0), le facteur limitant de la vitesse
de réaction est I'évacuation des ions argent. Dans la partie ca-
thodique (i < 0), c’est'acces des ions en solution al'électrode.
Dans la géométrie cylindrique autour de I'électrode, la loi de
Fick s’écrit
b [Fe?*] .
or “
Dans le cas de I'évacuation, lorsqu’'on augmente 'intensité,
on augmente la concentration des ions argent (par oxydation
des atomes Ag) autour de 'électrode, celle-ci peut devenir ex-
trémement forte, de I'ordre de

jp=- r

c=1mol-L7}

alors qu’a une distance d (de l'ordre du centimetre) d’elle
cette concentration est celle de la solution, inférieure ou de
I'ordre de

cs = 103 mol - L™ < ¢

La loi de Fick donne l'ordre de grandeur de la densité de cou-

rant molaire
Ccs—¢C

- Dc
jp=-D Uy = —Ur
d

Le courant particulaire axifuge croit donc proportionnelle-
ment a c, et ¢ croit avec 7, il n'y a donc pas de courant limite
de diffusion, donc pas de saturation.

Dans le cas de I'acces, lorsqu’on augmente la valeur absolue
del'intensité, on diminue la concentration des ions argent (ré-
duits en Ag) autour de I'électrode, celle-ci peut devenir prati-
quement nulle

¢=0mol-L!

alors qu’a une distance d (de I'ordre du centimetre) d’elle
cette concentration est celle de la solution, inférieure ou de
I'ordre de

cs = 1073 mol- L™}

La loi de Fick donne I'ordre de grandeur de la densité de cou-
rant molaire

cs—0 Dcs

a T Ta ™
Le courant particulaire axipéte ne peut donc dépasser cette
valeur qui forme le courant limite de diffusion, il y a donc sa-
turation.

jp=-D

Pour E < 0,53 V, 'espece stable de I'iode est I'ion iodure
pour lequel le nombre d’oxydation de l'iode vaut -I. On dis-
tingue sur le graphe la premiere vague d’oxydation pour
E €[0,53;0,7] correspondant al’'oxydation del'ion iodure. L'in-
tensité du courant correspond a la libération d’électrons selon
la demi-équation rédox

21" (aq) =Ix(ag) +2e " (i7)

On observe ensuite une saturation, éventuellement impu-
table a la mauvaise évacuation des molécules de diiode, avec
un nombre d’oxydation de I'iode égal a 0. Pour E =2 0,7 V, l'es-
pece stable devient 105 ot I'iode a un nombre d’oxydation
égal a +V. On a donc les deux oxydations successives

21" (aq)
I»(aq) +6H20
217 (aq) +6H2 0

=Ix(aq) +2e" (i1)
=2I0; (aq) + 12H" (aq) + 10e”  (ip)
=210; (aq) + 12H" (aq) + 128~ (i1 +i2)

Les intensités se somment, les deux courbes courant-
potentiel se superposent et on observe la deuxiéme vague
d’oxydation.

a) Leau pure est tres faiblement conductrice car trés pauvre
en ions, le courant électrique ne peut donc circuler libre-
ment, et méme si la réaction est thermodynamiquement
et cinétiquement favorable, la résistance interne tres forte
la rend électriquement presque impossible.
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b) Loxydation du sulfate ne se produit que pour E = 2,01 V.
Or ce potentiel est supérieur au potentiel standard d’oxy-
dation de l'eau (1,23 V), méme augmenté de la surten-
sion anodique (de!'ordre denp = 0,5 V surle graphe). Lors-
qu’on le dépasse, on observe une seconde vague d’ oxyda-
tion (voir exercice 18.4) mais l'eau (solvant) étant beau-
coup plus abondante que le sulfate, I'intensité i» d’oxyda-
tion du sulfate est tres faible devant celle d’oxydation de
I'eau. On distingue cependant sur le graphe une légere in-
flexion de la courbe.

c¢) Comme l'eau est le solvant, elle est trés abondante et il
n’y a pas de saturation. Lintensité croit donc fortement
avec le potentiel, ce qui forme une asymptote presque ver-
ticale. Les potentiels élevés sont donc presque impossibles
a atteindre. On n’observe presque jamais I'oxydation d’es-
péces de potentiel standard tres supérieur a 1,23 V+njy,
c’est le cas du sulfate. Lasymptote forme un mur infran-
chissable.

d

=

Lacide sulfurique étant un diacide fort, il se dissocie tota-
lement en

HS04 +H20 — 2H30" (aq) + 8O3~
On en déduit
[H30%] =2¢p = 1,0 mol-L™! donc pH=0
e) Lademi-équation rédox de réduction de I'eau est
2H307 (aq) +2e~ = Hy(g) + 2H, 0

Le potentiel de Nernst du couple est

0,06  [H30%)2

+ _ i oY
E(H'/H) =0,00+ == log Py
Py

A pH=0, [H30"] =1,0 mol-L™!. Les bulles de dihydrogene
qui se forment sont en équilibre physique avec la solution,
donc quasiment a la pression atmosphérique a une profon-
deur de quelques centimeétres et

Py, =Pg =1 bar
On en déduit que E(H*/Hp) = 0 V. Sur le graphe, on

constate que la pente de la tangente a l'origine est non
nulle. La surtension cathodique est donc nulle.

a) Les bulles de gaz se forment trés pres de la surface, elles
sont en équilibre de pression avec le liquide, donc a une
pression proche de Py.
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b) Les oxydations du fer et du zinc sont rapides car |'électrode
est en métal. On tient compte de la surtension du couple
de I'’hydrogene sur I'électrode de fer.

¢) Le gaz quise dégage sur I'électrode de fer est de le dihydro-
gene
2Ht (aq) +2e =Ha(g)

Le précipité blanc est de 'hydroxyde de zinc qui se forme
par les deux processus successifs

{ Zn(s) = Zn%* (aq) + 2e~
Zn®*(aq) + 2HO™ (aq) = Zn(OH)» (s)

La construction du point de fonctionnement entre les
couples du zinc et de 'hydrogene donne le potentiel mixte.

Epm=-0,48V

On remarque qu’a ce potentiel, le fer est dans sa zone d'im-
munité. Lintensité de fonctionnement est 'ordonnée

i=ip=-iC

d

=

La réaction chimique est la combinaison d’'un équation ré-
dox et d'une réaction de précipitation

(R) : Zn(aq) +2H* (aq) = Zn?* (aq) + Hy (g)
P) : Zn2+(aq) +2HO™ (aq) = Zn(OH)2(s)

Zn(s) +2H" (aq) + 2HO ™ (aq) = Zn(OH)» (s) + Ha (g)
qu’on peut écrire
(B) : Zn(s) +2H20 = Zn(OH)2(s) + Ha (g)

La constante d’équilibre de la réaction rédox est obtenue
en identifiant les potentiels de Nernst

[H*]?
Py,
Po

log

0,059 - 0,059
~0,76+ =——log[Zn**] =0,00+ ==



=
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2+1.Pn
[Zn**]- 52

[H*)?

2(0,00+0,76)

doncKg = =10 009  =~10%

On en déduit

P,
o P _ (Zn?*) g [HF12[HO ™12
BTy T [H*2Zn2*)[HO 2

KgKZ  10%6.10714
Ks 10717

soit Kg = =10'%

On a Py, =Py = 1 bar donc le quotient de réaction vaut

P
Qr= 2« Kp
Po
La réaction est donc thermodynamiquement trés favo-
rable.

Lintensité de fonctionnement est proportionnelle a la vi-
tesse de réaction. L'équation (B) est écrite avec 'échange
de n =2 électrons, donc

dan
i=2FV=2g L

Lorsque dny, moles de dihydrogene sont produites, la loi
des gaz parfaits donne le volume correspondant

dnH2 RT
Hy=—F% —
2 PO
V] dnyy, RT
soit dN = Hp ZTH bulles
Vp PoVy,

On en déduit la production de bulles

dN iRT

o M bulles par seconde

Les demi-équations s’écrivent

7n(s) = Zn®* (aq) + 2e~
2H" (aq) +2e~ = Ha(g)

Au point de fonctionnement, les potentiels sont égaux et
les densités de courant opposées

Jc =—JA= jeor
On en déduit

0,077410g jcor —0,1956 = —0,078010g jcor — 0,778

—0,778+0,1956
donc jeor = 1000774+0.0780 = 10~5748 = 1,788.107* A-cm 2

Electrochimie Chapitre 18

$0it jeor = 1,788 A-m ™2

Pour cette valeur, on vérifie I'identité des potentiels qu'on
identifie au potentiel de corrosion

Ecor = 0,077410g jeor —0,1956

=—-0,078010g jeor — 0,778 = —0,486 V

c) La vitesse de corrosion est la vitesse de décroissance de

I'épaisseur de I'électrode. Soit S sa surface. Lintensité de
corrosion est

icor = Jeor*S
En notant V la vitesse de réaction, en considérant que 2
électrons sont échangés, il vient

. —dnzy
icor =2FV =29 —=—
cor ar

La disparition de —dny;, moles de zinc correspond a la dis-
parition d'une masse

—dmgzy = —dngzy Mz,

donc d’'un volume

—dmyy
dtzn = -
HZn HZn

—dnzyMz,

Rapporté a la surface S de I'électrode, la variation d’épais-
seur est donc

On en déduit la vitesse de corrosion

Veor = —de _ Mgzpjcor

dt ~ 2UuznF

Veor =8,487-10 ' m-s™1 =2678 um-an ™!

a) Lademi-équation s'écrit (dans le sens de |'oxydation)
2H,0 =4H" (aq) + 0,(g) +4e~
ou, en ajoutant 4Hp O
(1) : 6H,0 =4H307" (aq) + 02 (g) +4e~

b) Comme on a vu dans le cours de thermochimie, dans le
sens de 'oxydation

AGY = 47E)
¢) Laréaction d’autoprotolyse de I'eau s’écrit

(2) : 2H,0 =H30% (aq) + HO™ (aq)
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d) Comme on!l’a vu dans le cours de thermochimie

=

ArGY = -RTInK,

e) Enajoutant4HO™ a chaque membre de la demi-équation
de la question (a), et en utilisant 'autoprotolyse de I'eau, il
vient

6H,0 +4HO™ (aq) = 8H20 + 0 (g) + e~

soit (3) : 4HO (aq) =2H20 +0O2(g) +4e "
f) Cette réaction est la combinaison linéaire
B)=1)-4x(2)
On en déduit
ArGY=ArGY -4 xArGY

g) Enappliquant une nouvelle fois la relation entre enthalpie
libre standard de réaction et potentiel standard, il vient

ArG) =4FE]
donc 4FE] = 4FE) - 4RTInK,

w0 _n0 KT 0
soit E =E1—§ane=E1—0,05910gKe=0,404V

h) Laformule de Nernst s’écrit
0,059 P
Ez = 0,404 + log O:
[HO™ 4
0,059  Po,[H'I*

soit E3 = 0,404 + lo
3 1 g K‘é

0,

_ 059 .
soit Eg = 0,404+ = 1og(PO2 [H'] ]+0,059x14

0’359 1og(Po2 [H+]4J

On retrouve donc exactement la formule de Nernst de
la demi-équation (1). Lintérét de 'écriture (3) est la sui-
vante : dans I'eau la quantité d’ions H* (aq) est tres faible,
etlaréaction (1) semble donc difficile par trop faible quan-
tité de ce réactif, alors que la (3) met en évidence la libé-
ration d’ion hydroxyde HO™ (aq) (dans le sens de la réduc-
tion) indépendamment de I'acidité du milieu lorsque le di-
oxygene oxyde un métal par exemple.

soit E3 =1,23 +

i) Le potentiel de Nernst dépend directement de la pression
partielle en dioxygene. Une micropile est donc constituée
entre deux demi-piles d’aération différente. Comme E3 est
une fonction croissante de P(O2), 'anode ol se déroulera
I'oxydation

0O2(g) +4e +2H20=4HO (aq)
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est du coté de la solution la plus aérée et la cathode ol se
déroulera la réduction

4HO™ (aq) = 02(g) +4e~ +2H,0

est du coté de la solution la moins aérée.

La regle du gamma permet de justifier simplement la pro-
priété, a condition que les potentiels soient ordonnés comme
les potentiels standard, ce qui nécessite en particulier des
concentrations en ions métalliques équivalentes.

E
.

H +H,

M* P M

NN

Siun atome M est oxydé selon la réaction (gamma du haut)
M(s) + 2H" (aq) = M?** (aq) + Hz (g)
alors I'ion M2+ est réduit selon la réaction (gamma du bas)
M?* (aq) + N(s) = M(s) + N*>" (aq)

Les potentiels des couples métalliques pourraient étre inver-
sés par rapport aux potentiels standards si la concentration
en ions M2* dans la solution au voisinage de I'électrode était
trés inférieure a celle en ions N2*. En effet, d’apres la formule
de Nernst

Ey < En < E; +0,031l0g[M?*] < EY, +0,03log[N?*]

0 _p0
[ 2+ EN—E

<10 003

soit

(N2

Ainsi, pour une faible différence de potentiels standard, de
0,12 V par exemple, I'inversion est observée si

M2,
N <10

Dans ce cas, 'acide oxyde de facon exclusive le métal M,
en produisant des ions M2* qui vont s'accumuler autour de
I'électrode avant d’étre disséminés dans la solution par diffu-
sion, donc la concentration en ions M?* va augmenter et réta-
blir I'ordre des potentiels standard. Notons que si la solution
possede une concentration trés élevée en ions N2, il reste
possible que I'ordre des potentiels reste inversé par rapport
a celui des potentiels standards, et que ce soit bel et bien M
qui s’oxyde plutot que N. Comme on étudie dans ce chapitre
la corrosion humide en présence d’eau, ce cas est trés peu pro-
bable.
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a) Les demi-équations rédox s’écrivent

{ 2H»0 + 02 (aq) +4e~ =4HO™ (aq)
M2 (aq) + 2~ = M(s)

Par application de la formule de Nernst

-y = 0.06 1, _102]
{ E(02/HO™) = 0,40+ 23" log o2

EM2* /M) = -0,40 + 228 Jog[M?*]

Egurface (02/HO™) = 0,82 +0,015log cp
Eprofondeur(O2/HO™) =0,82+0,015log ¢}
E(M**/M) =-0,55V

donc

b) Calculons les potentiels de Nernst du couple O2/HOa» en
surface et en profondeur.

donc { Egurface(02/HO™) =0,76 V
Eprofondeur(OZ/Hoi) =0,60V

La construction graphique permet d’estimer et de compa-

rer les potentiels mixtes.

E(V)

0,60 0,76

On lit
Emgyrface = —0,02 V et Emprofondeur = —0,10 V

donc, indépendamment de la construction graphique

Emgurface > EMprofondeur

¢) Quand on fait le branchement indiqué, le potentiel mixte
de la demi-pile aérée étant supérieur a celui de la désaé-
rée, le courant dans le fil de court-circuit se déplace dans
le sens des potentiels décroissants. La cathode est donc
I'électrode plongée dans I'eau aérée, 'anode est celle plon-
gée dans I'eau désaérée. Il y a donc réduction au niveau de
le premiére, oxydation au niveau de la seconde. Il y a donc
corrosion en profondeur, 1a ol1 la concentration en dioxy-
gene est la plus faible.

Electrochimie Chapitre 18

Selon le principe de la corrosion différentielle par hétéréogé-
néité de concentration, 'oxydation de la plaque de fer se dé-
veloppe la ou1 la concentration en dioxygene dissous est mini-
male, donc au cceur de la goutte. La concentration en dioxy-
géme dissous est maximale a la surface de la goutte. Mais la
réduction du dioxygene n’est possible que la ot les électrons
libérés par I'oxydation du fer peuvent arriver, donc au contact
de la plaque de fer conductrice. C’est donc a la périphérie de
la goutte que le dioxygene est réduit. On observe donc :

e au cceur de la goutte
Fe=Fe’" +2e~

avec l'apparition d’'une couleur verte caractéristique de

l'ion Fe?*
o ala périphérie de la goutte

2H20+02(aq) +4e” =4HO (aq)

le milieu devient basique et la phénolphtaléine rosit.
Le nickel étant moins réducteur que le fer, c’est le fer qui se
corrode. Si un atome de nickel s’oxydait, I'ion nickel serait im-
médiatement réduit par un atome de fer. On observe donc

une extension de la zone de fer corrodée sous la couche de
nickel.

nickel

fer extension de la cavité

a) Ontrempele barreau de fer dans du zinc liquide a une tem-
pérature comprise entre 420 °C et 1 538 °C, puis on laisse
refroidir le systéme, le zinc liquide se resolidifie et forme
une couche protectrice.

b

=

La couche de zinc étant protégée par du vernis, les parois
internes de la fissure sont au contact de I'eau aérée. Le zinc
étant plus réducteur que le fer, c’est le zinc qui se corrode.
Siun atome de fer s’oxydait, I'ion fer seraitimmédiatement
réduit par un atome de zinc. On observe donc une exten-
sion de la fissure sous la couche de vernis, donc une exten-
sion de la zone de fer découverte.
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vernis

zinc extension de la fissure (

a) Voici le schéma des divers échanges.

(0]
2
Fe 2+\\_/

b) La relation du cours entre la vitesse de réaction et I'inten-
sité du courant de corrosion s’écrit

dnge

d =np— —i t
oncn n
Fe 0 2T

=2V ==-2F

Ici, np = 1,0 mol et a la date de disparition du fer :

2F no 6
Npe=0© t=—7—=715-10"s
soit t = 20 ans. Cette valeur est surestimée, car le mor-
ceau de fer se désagrege lors de I'oxydation, la surface de
contact (facteur cinétique) augmente, et donc la vitesse

augmente au cours du temps.

¢) Le point de fonctionnement est obtenu graphiquement :
le potentiel de corrosion vaut Ecor = —0,47 V et I'intensité
icor = 2,7 mA. A ce potentiel, I'intensité de corrosion du fer
est nulle. Le fer est donc protégé et seul le zinc s’oxyde : il
se « sacrifie » au bénéfice du fer.

d) Lintensité de fonctionnement avec le zinc vaut 2,7 mA
contre 0,6 mA avec le fer. Le plot représente une quantité
de matiA"re de 0,2 mol contre 1 mol pour le fer. La durée
de disparition vaut donc

, 0,6 0,2

2,7 1

.t=31,8-108s

soit ' =1 an.

La premiere vague d’oxydation transforme le fer métallique
(n.0.=0) en ion Fe?* (n.0.=+II) qui passe en solution. A plus
fort potentiel, la forme stable devient FepO3 (n.o=+III). Au
lieu d’observer une augmentation de l'intensité du courant,
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comme c’est le cas dans les vagues successives d’ oxydation,
I'intensité diminue. Loxyde de fer est solide et isolant et il se
forme en se déposant a la surface du matériau. Il forme une
couche isolante et protectrice du fer, bloquant le mouvement
desions et des électrons. Lintensité diminue donc, et s’annule
au potentiel de Flade. L'intensité redevient non nulle quand
on atteint le potentiel d'oxydation de I'’eau de 'ordre de 1,23 V
(auquel on ajoute une éventuelle surtension anodique).

a) La zone d'immunité est celle d’existence de Fe(s). Celles
de corrosion sont celles de prédominance des especes io-
niques Fe?" et Fe3*. Les zones de passivation sont celles
d’existence des hydroxydes Fe(OH)2 (s) et Fe(OH)3(s).

b

=

Pour (E = -0,40 V,pH = 13), on est dans la zone de passiva-
tion du fer, la couche d’hydroxyde le protege.

¢) Pour (E = -0,40 V,pH < 7), on est dans la zone de corro-
sion, le fer s’oxyde en Fe?™ .

d

=

Ce procédé n’est possible que pour pH > 2, car pour
pH <2, il n'y a plus de zone de passivité. On impose alors
I'oxydation de I'ion Fe?* en Fe(OH); et c’est a 'anode que
I'oxydation se produit. On se place a un potentiel supérieur
au potentiel de Nernst du couple. On impose donc

Fe?* +3H,0 = Fe(OH)3 +3H" +e”

On vérifie ainsi que les électrons sortent de I'armature, et
que l'intensité anodique, dirigée vers I'armature, est posi-
tive.

e) D’apresle diagramme, on doit se placer a un potentiel infé-
rieur 2 —0,45 V. On impose alors la réduction de I'ion Fe2*
en Fe et c’est a la cathode que la réduction se produit. On
se place a un potentiel inférieur au potentiel de Nernst du
couple. On impose donc

Fe?* +2e~ =Fe
On vérifie ainsi que les électrons entrent dans I’armature,

et que l'intensité cathodique, dirigée vers I'armature, est
négative.

a) Les deux demi-équations rédox sont
Al=AP" +3e” et Cu’" +2¢” =Cu

En multipliant la premiére équation par 2 et la seconde
par3 :

2A1+3Cu%* = 2A13% +3Cu
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b)

c)

d)

Lapplication de la formule de Nernst aux deux demi-piles
donne :

En = 1,66+ 20 log[AP*] = -1,72V
Ecy =0,34+ 2P 1og[Cu®*] = 0,25 V

La graduation est donc de 0,5 V par graduation en abs-
cisse :

i (mA)

E(V)
0,5

On détermine graphiquement le point de fonctionnement
en cherchant le point ol i = —ic :

i=1,2mAetE;;=-0,75V

Voici le tableau d’avancement de la pile, avec I'échange de
6 électrons :

(umol) | 3Cu®*  +2Al = 3Cu  +2AP*
initial 50 exces exces 50
t=10min | 50-3¢ exces exces 50+2¢

La relation entre I'intensité et la vitesse de réaction s’écrit

ok
l—ﬁg'“dt

donci-dt=6%-d¢

En supposant que i reste constant pendant la durée de 'ex-
périence, la relation s'intégre entre £t =0 et £y =600 s :

i~tf=6g-ﬁf

il’f , |
it{r=—>=1,24
S0it & ¢ o7 pHmo
On en déduit que

50-1076 -3 x1,24-1076 _ _
[Cu?*]; = T =0,926-10% mol -L”!

- 50-107%+2x1,24-1076
- 50-1073

Le potentiel de Nernst du couple du cuivre diminue, celui
du couple de I'aluminium augmente : les courbes se rap-
prochent, donc l'intensité du point de fonctionnement di-
minue.

=1,050-1073 mol-L!

(AP
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Le schéma électrochimique est le suivant :

Ec i : E,
Y e

iC<0{} ! i>0

Ox Ox,
Red, Red,

Au point de fonctionnement :
i=ip=-ic, u=Rietu=Eg—EpdoncEc=Ep+Ri

11 suffit donc de modifier la courbe courant potentiel de
I'anode, donc du couple 2 en tragant

E5 (i) =E(i) +Ri

La courbe modifiée est obtenue par un procédé graphique. On
trace la droite (D) : i = % ; point par point, pour iy donné en
ordonnée :

— onreléve Ej en abscisse sur la courbe courant-potentiel ;
— onreleve E en abscisse sur la droite (D) ;

~ on fait lasomme E, = Ep +E

et on porte le point de coordonnées (i, EA).

On cherche ensuite le point de fonctionnement par la mé-
thode habituelle en superposant les courbes (i, EA) et (i,Ec).
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a)

b)

On identifie trois ordonnées clés sur I’axe des tensions.

e Uy;ge estlatension avide, c’est-a-dire la différence entre
les potentiels de Nernst des deux demi-piles :

Uyide =Ec —Ea

o Ugfr est la tension effective a partir de laquelle la pile
commence a débiter du courant. C’est la tension a vide
corrigée des surtensions cathodique et anodique :

Uetr = (Ec +nc) — (Ea +1a)

e Upyo est'ordonnée a 'origine de la droite qui modélise
la courbe dans sa partie rectiligne. Si on note —r la pente
de cette droite, alors

u=Ugpao—ri

Si on confond
Uetf = Uoao

on obtient bien le modele affine
u=(Ec+nc)—(Ea+na)—ri=Ec—Ep)+Nc—na)-ri

Le premier terme est la différence des potentiels standard
des deux couples, directement reliés aux enthalpies libres
standard de réaction des demi-équations

AGY = +nFE]

c’est donc la partie thermodynamique de !'expression.
Le deuxieme terme est la différence des surtensions algé-
briques cathodique (négative) et anodique (positive), c’est
donc un terme négatif qui diminue la tension a vide ;
c’est donc la partie cinétique de I'expression qui prend en
compte la nullité de i (donc de la vitesse de réaction) entre
E et E + 1. Le troisieme terme, négatif, diminue encore la
tension par la prise en compte des frottements modélisés
par un conducteur ohmique, la résistance interne est r,
c’est donc la partie électrique de I'expression.
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a)

b

=

c)

d

=

e)

Le couple du sulfate est au-dela du mur du solvant. L'oxy-
dation del’eau en dioxygene se fait a un potentiel inférieur
22,0V, etHyO étantle solvant, il est présent en tres grande
abondance et aucune saturation n’intervient, donc 'ion
sulfate ne peut pas s’oxyder.

Les demi-équations rédox sont
Zn2+(aq) +2e =7n(s) et 2H>0 = 4H7 (aq) +O2(g) +4e
La réaction bilan est donc
27n%* (aq) + 2H,0 = 2Zn(s) + 4H" (aq) + 02 (g)

avec I'échange de n = 4 électrons.

La tension minimale est I'écart entre les abscisses aux-
quelles les intensités des demi-courbes deviennent non
nulles, soit uyin, =1,8—(—0,76) =2,56 V.

Voici la construction graphique :

J (A/m?)

On obtient j =400 A-m™2.
La relation entre i = jS et la vitesse de réaction s’écrit :

dk 1 dngy

1
=472 g .- Lar
! dt 2 dt 27

En prenant i constant, on en déduit que la quantité de zinc
produite en une journée (soit 86 400 secondes) est

__JS
" 27 -86 400
Or myy = nzp Mz, d'olt

donc dnyzy, =

nzn

29 m
=2 T 3P
86 400 /My,

Chaque seconde, la production massique de zinc est
dm _ mygp
dt ~ 86400

et la production molaire est donc

dn _ Myzn
dt ~ 86400Myy,

Le débit vaut donc

_av 1 dn Mmyn

_av _ ML S— T
dt [Zn%*] dt  86400[Zn%*|My,
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f) P=u-i=u-jS=46kW.

a) La réaction de I'acide sulfurique dans I'eau est totale car

b

C

d

N

=

=

c’est un acide fort et elle s’écrit
H,S04 +2H,0 — 2H307 (aq) +SO3 ™ (aq)

ApH =0, [H30%] =1,0mol-L™! donc [SO 7] =0,5mol - L~}
La réaction de dissolution dans I'eau et le tableau d’avan-
cement correspondant s'écrivent

mol-L™! || PbSO4(s) | =Pb**(aq) | +SOF" (aq)
initial Saq 0 0
équilibre Saq

€ Saq
ATéquilibre, le quotient de réaction est égal a la constante
d’équilibre soit

sgq =K donc saq = VK5 =1,6- 10~% mol-L7!

La réaction de dissolution dans 'acide sulfurique et le ta-
bleau d’avancement correspondant s’écrivent

mol-L~! || PbSO4(s) | =Pb**(aq) | +SO2~ (aq)
initial Sac 0 0,5
équilibre € Sac 0,5+ sac

La solubilité dans une solution contenant déja des ions sul-
fate est nécessairement inférieure a celle dans I'eau, donc

Sac < Saq < 0,5 mol-L7!

ATéquilibre, le quotient de réaction est égal a la constante
d’équilibre soit

Sac(0,5+ sac) = 0,553c = K

K _ _
doncsacz—s5 =2Ks=5,1-10 8 mol- L1

La dissolution de la couche solide de sulfate de plomb II
dans I'acide sulfurique est donc négligeable.

Le potentiel standard du couple peroxodisulfate/sulfate
est supérieur a celui du couple dioxygéne/eau, méme en
tenant compte de la surtension. Le mur du solvant em-
péche donc l'ion sulfate d’étre actif.

Pendant la décharge, I'accumulateur fonctionne en pile.
Les demi-équations rédox et la réaction bilan s’écrivent

{ Pb(s) +S03™ (aq) = PbSO4 (s) +2e~
PbO, (s) +SO7 ™ (aq) +4H" (aq) +2e~ = PbSO4(s) + 2H,0

donc en éliminant les électrons
Pb(s) + PbO2(s) + 2801217 (aq) +4H" (aq) = 2PbS04 (s) + 2H,0

Voici le schéma des différents transferts pendant cette
phase de décharge.

Electrochimie Chapitre 18

Pb
Pb
40 ™
m L PbO
2e | 80; : 2¢
+{. PbSO, PbSO, }/
1
SO2"
2H,0

e) L'énoncé ne donne pas les potentiels standard des couples

PbO,/PbSO4 et PbSO4 /Pb

Comme la solution est saturée en PbSOy4, on peut utiliser
les formules de Nernst des couples écrits avec I'ion Pb%* et
utiliser sa concentration calculée a la question (b)

E(PbSO4/Pb) = E(Pb%* /Pb)

soit, en utilisant la formule de Nernst

0,059
E(PbSO4/Pb) = ~0,13+ ——— log[Pb%*]

E(PbSO4/Pb) = —0,13 +

0,059
5 logsac =-0,35V

De méme

0,059 o [H4
2 J [Pb2+]

E(PbO2/PbSO4) =1,46 +

1,0

Sac

E(PbO2/PbS04) = 1,46 +

log

0,059
2 =1,68V

On en déduit la tension a vide de la pile

Up = E(PbO,/PbSO4) — E(PbSO4 /Pb) = 2,03 V

f) Etude de la batterie.

i) Chaque cellule ayant une tension a vide de 2,03V, il en
faut k = 6 pour obtenir une tension d’environ 12 V.
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ii) Lorsque la voiture est arrétée, i = 0, les potentiels

des deux demi-piles valent respectivement 1,68 V et
-0,35V, et la tension a vide Uy = 2,03 V. En phase de
démarrage, i; = 400 A, on est en phase de décharge
(fonctionnement en pile), la tension ne vaut plus que

10,5
Ug=—=175V
6
En phase de conduite, la charge Q est obtenue au bout
de 20 minutes de conduite, soit At = % d’heure. On en
déduit que
ic= Q 3004

At
tandis que la tension aux bornes de chaque cellule
vaut

14
Ue= =233V

Ces valeurs donnent trois points particuliers des
courbes courant-potentiel.

fonctionnement en pile (décharge)

iA) T fonctionnement en électrolyseur (charge)

i (e bbb B )

| Pb —ft=PbSO , P 5044»11 PbO,
! 2007 U175V I

I "

, 1004 0

! JEW)
— : : o

Ly U2.03 V |

vl 100+ |

i !

Pb =+~ PbSO}, 200} PbSO, <1 PHO,

! I

I 1
& T D '

U233V

iii) Reprenons!’équation bilan en phase de décharge
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Pb(s) + PbOy (s) + 2502~ (aq) +4H" (aq) =

2PbS0y (s) + 2H, O

correspondant au passage de n = 2 électrons. La loi de
cinétique chimique s’écrit

ier.‘%"Vngfﬁ
dt

dn, 2
. 1 SO
lmax=—237~§ dt4
. dny,o
lmaxzzg-% dtz

donc

On en déduit

Moz :%-(32+4~16) =24g
Mo = M8 (2.14+16-16) =4,5g

Cette quantité importante d’ions sulfate consommés
est inférieure a la quantité totale disponible car la
charge produite est inférieure a la capacité de la bat-
terie
g = imaxAt =6,7 Ah
{ Q=100 Ah

La batterie est donc susceptible de fonctionner a nou-
veau. Mais il faut attendre la réorganisation des ions
au sein de la structure de I'accumulateur, et en parti-
culier la migration des ions sulfate au sein de I'acide
sulfurique vers I'électrode de plomb au travers de la
couche de sulfate de plomb. Les quelques minutes
d’attente peuvent correspondre a la durée de ce pro-
cessus.

g) La potentiel standard du couple H* /H est nul, et celui du
couple Pb2* /Pb est négatif. La réaction possible est donc

Pb(s) +2H" (aq) = Pb** (aq) + Ha(g)

Le dihydrogene est un gaz explosif au contact du dioxy-
gene de I'air, surtout dans une batterie ot une étincelle est
possible. Lexplosion d'une batterie contenant de I'acide
sulfurique est potentiellement trés dangereuse.
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CHAPITRE 19

Formulaire mathématique

19.1 Equations différentielles

Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Une fonction X(#) vérifie une équation différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre 1 ou 2 si on peut
écrire
aX" () + bX' (1) + cX(1) = d (1)
d(t) est appelé le second membire. Si a # 0, elle est du second ordre, si a =0 et b # 0, elle est du premier ordre.
L'équation différentielle est habituellement accompagnée d'une ou deux conditions initiales (si ¢ est le temps)
ou aux limites.
La solution générale d'une équation différentielle linéaire a coefficients constants est la somme de
— la solution générale X, () de I'équation homogene (sans second membre) aX” (¢) + bX' (1) + c¢X(#) =0
- etd’'une solution particuliere X, (¢) de I'équation complete
aX" () + bX' (1) + cX(t) = d(1).
X(1) =Xp (1) + X, (0

La solution Xj, est en général définie avec deux (si 'équation est d’ordre 2) ou une (si 'équation est d’ordre 1)
constante d’intégration ; celles-ci sont calculées grace aux conditions initiales ou aux limites.
Les équations homogenes suivantes peuvent étre résolues sans justification.
- Léquation X'(#) + %X(t) =0 a pour solution
Xy () = Ae
- Léquation X" (1) + w3X(#) = 0 est appelée équation d’oscillateur harmonique et a pour solution
Xp(t) =Acos(wot+ @) ou Xy (1) = Acos(wgt) +Bsin(wg£)

- Léquation X" () — T%X(l‘) = 0 est appelée équation d’oscillateur hyperbolique et a pour solution
t t t t
X (1) = Ach— +Bsh— ou X, (f) = Ae T + Be~
T T

Dans les autres cas, on cherche les solutions réelles de 'équation homogeéne en résolvant 'équation caractéris-
tique du second degré :
ar?+ br + ¢ =0 de discriminant A = b* —4ac
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— si A >0, 'équation caractéristique a deux racines réelles r; et r;, et

Xp(6) =A e + Aye™!

— si A =0, 'équation caractéristique a une racine double réelle r = — % et

X5, (1) = (At+B)e"?

VR

— si A <0, 'équation caractéristique a deux racines complexes conjuguées r + iw avec r = — % etw= -7

, et
Xp(1) = Ae’  cos(wt + @) ou Xy (1) = e [Acos(wt) + Bsin(w )]

o Larecherche d’'une solution particuliére (quelconque) est moins cadrée. On retient qu'on cherche en général une
solution X, () « du méme type » que le second membre d (1) :sid(r) est constante, on cherche Xj,(#) constante ; si
d(t) est affine, on cherche X;,(t) affine ; si d(#) est une fonction exponentielle, on cherche X, (t) exponentielle de
méme argument, etc. Dans le cas particulier ou d(#) est une fonction sinusoidale du temps, on utilise la méthode
complexe suivante. Une solution particuliere d'une équation différentielle linéaire a coefficients constants du
type

aX" (1) + bX' (1) + ¢X(t) = Dcos(wt + )

est X, (1) = Xocos(wr+0). On détermine 'amplitude X, et la phase 0 en passant au formalisme complexe.
¢ On pose

X — Xoei(wt+6) et d — Dei(wl+(p]

L'équation en complexes s’écrit

[-aw? +iwb+c]Xee @ = D/ @i+®

et on calcule X, et 0 en écrivant I'égalité des modules et des arguments.

Equations différentielles a variables séparables

o La fonction x(¢) vérifie une équation différentielle a variables séparables X et 7 si elle vérifie une relation du

type
a(x)x' (1) = b(t) soit a(x)% =b(1)

avec la condition initiale x(zy) = xp.
o Ce type d’équation peut se mettre sous la forme

X1 n
a(x)dx=b(t)dt doncf a(x)dx = b(t)dt

x=Xo =ty

d’ot1 on déduit, si les fonctions a(x) et b(¢) sont intégrables sur les intervalles en question, une relation du type
A(x1) — A(xo) = B(#1) — B(#p) soit A(x;) = A(xo) +B(51) — B(#)

» Cette relation permet souvent, par inversion de la fonction A, de déterminer la valeur de x; a la date #;.
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19.2 Fonctions de plusieurs variables, équations aux dérivées partielles

Fonction de plusieurs variables

« X, fonction des variables x, y, z est définie par

RP — R
x5z — X=f(xy2)

o Ilest possible que les variables soient liées les unes aux autres. En physique, c’est le cas en mécanique des fluides
lorsqu’une grandeur comme la masse volumique ou la pression au sein de la particule de fluide dépend du temps
t et de ses coordonnées cartésiennes x y z, celles-ci dépendant elles-mémes du temps ¢ : P = f(x(1), y(1), z(1), 1).
Ce cas sera exclu dans la suite du propos.

e A partir d’ici, donc, on considére une fonction de plusieurs variables indépendantes les unes des autres. Pour
fixer les idées, on consideérera majoritairement des fonctions de deux variables :

U=U(LV), H=H(TP), S=SU,V)

X:f(x,y):xzyz, Y:g(x,y):xzezy, Z:h(x,t):e_gcos(wt—kx)

Dérivées partielles

o La dérivée partielle de X par rapport a une des variables x est la dérivée de X par rapport a x en supposant que
toutes les autres variables sont constantes. On note (g—);)y et on lit «d rond X sur d rond x a y constant ». On omet
souvent de préciser que y est constant et on écrit simplement g—);.

_ 2.2 i OX 92 g X 2

e AvecX =x"y°, onaainsi 5 =2xy ety =2x°y.

« Lunité de & est [X]-[x]7.

e On peut dériver une grandeur plusieurs fois de suite par rapport aux diverses variables :

0°’X 0 (GX) X 0 (ax

=—|= =—|=—], etc
ox* 0x\ox 0x0y O0x Gy) et

P _ 2.2 X _
Ainsi, avec X = x“y~, 3oy = 4xy.

Théoréeme de Schwartz

» Sous des hypotheses de régularité que nous ne détaillons pas ici, et que nous admettrons toujours vérifiées dans
les cas rencontrés en physique, les dérivations par rapport a deux variables indépendantes commutent.
o Théoréme de Schwartz. Si X est une fonction des deux variables indépendantes x et y, alors
°X %X

dxdy 0ydx

Ecriture différentielle

» Soit X une fonction des deux variables indépendantes x et y. X varie lorsque x et / ou y varie : on peut donc
écrire que la variation infinitésimale de X est une combinaison linéaire de celles de x et de y :

dX=A-dx+B-dy
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Or, si y reste constant, on peut écrire dX = A - dx, donc A est le rapport entre dX et dx quand y reste constant,

SOit :
ax y aV X

e D’apres le théoreme de Schwartz, il vient
0A 0B
oy ox

Equations aux dérivées partielles

» Soit X une fonction de deux variables indépendantes x et y. Une équations aux dérivées partielles (EDP) est une
relation entre les dérivées partielles simples ou multiples de X par rapport a x et y.

e SiA=f(x,1),oncite :

I'équation de d’Alembert (EDA) : 2272\ — C% gz—t’;\ =0;

— I'équation de diffusion (EDD) : % D& ;

ox?
2z 0 0 2 2
- I'équation de Klein-Gordon : cA+ % %—tﬁ\ - 272\ =0;

— qui sont elles-mémes des cas particuliers de I'équation linéaire
aA+pL + LEA_PA_
or ¢ ot ox? T
e La résolution des EDP est difficile en général. On retient trois familles trés importantes de solutions pour les
équations linéaires.

— Les solutions de type onde plane progressive harmonique (OPPH) dont I'écriture en grandeurs complexes est :
(OPPH) CA(x D) = Aoei(wtikxﬂp) — Aoei(wtikx)

— Les solutions de type pseudo-onde plane progressive harmonique (OPPH*) dont I'écriture en grandeurs com-
plexes est :
(OPPHx) : é(x, )= Aoei(wt—kxﬂp) — Aoei(wt—@x)

— Les solutions du type onde plane stationnaire monochromatique

A(x, 1) = Agcos(wt + @) cos(kx + )

19.3 Analyse vectorielle

Généralités

o Ladérivation spatiale des grandeurs est plus complexe que la dérivation temporelle : il existe en effet des champs
scalaires et des champs vectoriels.

o Dérivation spatiale des champs :
— le gradient est la dérivée vectorielle d'un champ scalaire ;
- la divergence est la dérivée scalaire d'un champ vectoriel ;
— le rotationnel est la dérivée vectorielle d'un champ vectoriel.

o Les expressions de ces trois opérateurs de dérivation spatiale doivent étre connus en coordonnées cartésiennes,
et sont fournies par I’énoncé pour les coordonnées cylindriques et sphériques.

o Lopérateur nabla est un moyen mnémotechnique permettant de retrouver facilement les expressions en coor-
données cartésiennes :

?:

Rl
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« Attention a ne pas confondre, pour une composante quelconque d'un champ vectoriel A :
— une lettre en indice qui signifie la composante correspondante

Ax» Ay» Az) Ar» Ae) A(p

— etune lettre entre parentheses, qui signifie que le terme dépend de cette variable

A(x), A(y), A=), A1), A(D), Alg), A1)

Ainsi, I'écriture suivante en coordonnées cylindriques

A=A,0,0i,

signifie que la composante A, selon i, du champ vectoriel A ne dépend que des variables 0 et .

Gradient

 Le gradient est un champ vectoriel dérivé d’'un champ scalaire :
— sa direction est celle de plus forte variation ;
— son sens correspond a la croissance du champ ;
— sanorme est en unité du champ par unité de longueur.

o En coordonnées cartésiennes, V(x, y, z) et

o En coordonnées cylindriques, V(r,6, z) et

o En coordonnées sphériques, V(r,0, ) et

Divergence

v
RN . X
— - | v
gradV=VVv=| &
v
0z

v

—_— T
=| Lav

gradV = L0
[

0z

v

p—— Doy
gradV=| 75
_L_v
rsin® 0¢

o La divergence est un champ scalaire dérivé d'un champ vectoriel. Il s’exprime en unité du champ par unité de
longueur. 11 est positif lorsque le champ présente un mouvement divergeant du point considéré, négatif pour un
mouvement convergeant, nul pour un mouvement traversant.

Ay

e En coordonnées cartésiennes A | A, et
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Ay
o En coordonnées cylindriques A | Ag et
Az

,—»_la(rA,) 10Ay O0A,
leA_r or +r66+6z

A
¢ En coordonnées sphériques A | Ag et
Ao

= 109(r*A) 1 09(ApsinB) 1 0A,
divA =— + + -—
v r>  or rsin 00 rsin® 0@

« Théoreme d’Ostrogradski. Le flux d’'un champ de vecteurs A sortant d’'une boite fermée X est égal a I'intégrale
triple de la divergence dans le volume V délimité par la boite :

#A-cﬁ =ff div Adt
) \'

Rotationnel

o Le rotationnel est un champ vectoriel dérivé d'un champ vectoriel. Il s’exprime en unité du champ par unité de
longueur. Il a pour axe I’axe de rotation locale du champ, sons sens est cohérent avec la regle du tire-bouchon.

Ax
e En coordonnées cartésiennes A | A, et
A;
0A, 0A,
N
rotA=VAA=| -2
z ox
3y _ oa,
0x oy
Ar
e En coordonnées cylindriques A | Ag et
A;
1[0A; _ 3(rAg)
r |\ 00 0z
TN | 0A, oA
TOtA =| 35—
1(a0Ag 3,
r or 00
Ay
2 P g
o En coordonnées sphériques A | Ay et
Ay
1 O(rsinBA,)  d(rAg)
r2sinf 00 Rl
7 1 0A, 0(rsin0A,)
rot A = rsin® ( 0P or
1(00Ae) _ 0A
r or 00
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« Théoreme de Stokes. La circulation d’un champ de vecteurs A le long d'un lacet orienté € est égal au flux du

rotationnel a travers la surface S tendue sur le lacet dans le sens cohérent avec 1’orientation du lacet :

fz.ﬂszrm.dg
€ S

Laplacien

o Le Laplacien scalaire est un opérateur de double dérivation spatiale d'un champ scalaire V :

AV =divgrad V

¢ En coordonnées cartésiennes V(x, y, z) et

AV=T . Tyovro OV, OV OV
a 0 0x2 0y? 022

o En coordonnées cylindriques V(r, 6, ) et

_1003) 19 o

AV = =+
r or r2 002  0z?
o En coordonnées sphériques V(r,0,¢) et
AV ia(rzg—‘r’) 1 9(sin6dy) 1V
r2 or r2sin@ 00 r2sin% 0 0g?

e Le Laplacien vectoriel en coordonnées cartésiennes est défini comme le laplacien scalaire : A =

- . o AA

—. %A 0°A 0°A x
AA=—+—+—=| AA
2 2 2 y

0x*> 0y?> 0z AA,

e Dans le cas général, le Laplacien vectoriel est défini par

AA=grad [div A] - rot [r?f;‘;]

Propriétés

e Soient U et V des champs scalaires, A et B des champs vectoriels.

*

*

*

*

*

rotgrad V=10
sir?szB,alorsE@telqueKzgr?f@
diviot A =0

sidivB =0, alors A tel queg =10l A
divgrad V = AV
Hﬁ)xzﬁdivx—AK

grad (UV) = Ugrad V + Vgrad U
div(AAB)=B 1ot A - A 1ot B
div(UA) =grad U- A + Udiv A

tot (UA) = grad UA + Urot A

> > >

]

<

et
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19.4 Intégrales de champs et grandeurs élémentaires

Longueurs élémentaires

 Les calculs de circulation d'un champ de vecteurs le long d'une ligne £ nécessitent 1'expression des vecteurs
longueurs élémentaires d¢ :
f A-di
2

o Le théoréeme de Stokes ramene le calcul du flux d'un rotationnel a un calcul de circulation. Si S est une surface
tendue sur le contour fermé € :
ffrm.dng A.di
S @

» Segment élémentaire : dl=dxu o arc de cercle élémentaire : df = rd0u,.

N,

Surfaces élémentaires

o Les calculs de flux d'un champ de vecteurs a travers une surface S nécessitent 'expression des vecteurs surfaces
élémentaires dsS :
f f A-ds
S

o Le théoreme d’Ostrogradski ramene le calcul de I'intégrale triple d'une divergence a un calcul de flux. Si V est
un volume contenu dans une surface fermée X :

fff divA-dT:#A-dg
Vv >

Portiondeplan : dS =dx-dy., portion de disque : dS =r-dr-d07 ,,
z

e portion de cylindre : d
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Volumes élémentaires

 Les intégrales de grandeurs scalaires sur un volume nécessitent I'expression de I'élément de volume :

[

e Pavé : dt1=dxdydz, cylindre : dt=rdrd0dz, sphere :dt=r’sin0drd0dy
Z
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