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Chapitre 1

Ensembles et applications

1.1 Elements de logique

1.1.1 Proposition, négation d’une proposition

Définition. 1.1.1.

On appelle proposition, toute assertion qui peut prendre 1'une des deux valeurs de
vérité, vraie, ou fausse. A chaque proposition P, on fait associer sa table de vérité :

P . . P .
v st P est vraie, et st elle est fausse.

Exemples 1.1.1 1. P:«L’homme est un animal sauvage » est une proposition fausse.

2. Q: « Rabat est la capitale du Maroc » est une proposition vraie.

Remarque 1.1.1 Les phrases interrogatives et exclamatives ne sont pas des propositions.

Définition. 1.1.2.

On appelle négation d'une proposition P, la proposition notée |P dont la valeur de
vérité est contraire de celui de P.

Exemples 1.1.2 1. La négation de la proposition (P : 2 < 3)est (|P:2 > 3)

2. La négation de la proposition :

Q : la fonction cosinus est croissante sur R
est

1Q : la fonction cosinus n’est pas croissante sur R.
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Proposition. 1.1.1.

nP=p

Preuve. En effet, d’apres la table de vérité, ont les mémes valeurs de vérité :

| <| ™

IPIIIP
F| V
V| F

1.1.2 Connecteurs logique

A partir de deux propositions, on peut construire d’autres a 'aide de ce qu’on appelle
des connecteurs logiques. Ces connecteurs sont : La conjonction logique (et), la disjonction logique
(ou), l'implication (=) et I'équivalence (<).

Définition. 1.1.3.

Soient P, () deux propositions.

1. (P et Q) est la proposition qui est vraie lorsque P et () sont vraies, et qui est
fausse sinon.

2. (P ou Q) est la proposition qui est fausse lorsque P et () sont fausses, et qui est
vraie sinon.

3. (P = Q) estla proposition (| P ou ()
4. (P < Q) estla proposition ((P = Q) et (Q = P)).

Pl Q| PetQ | PouQ | P=Q|P=10Q
V|V \Y \Y% \Y% \Y
V| F F \Y F F
F|V F \Y \Y F
F|F F F \Y \Y

Propriétés 1.1.1

Soient P, Q, R trois propositions. Alors on :
1. Associativité
(a) (Pet (QetR)) = ((PetQ) etR)
(b) (Pou (Qou R)) = ((PouQ@) ouR)
(c) (P (Q<= R))=((P <= Q)<= R)
2. Distributivité
(a) (Pet (QouR))=((PetQ) ou (PetR))
(b) (Pou (QetR))=((PouQ@) et (PouR))
3. Négations
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(@) 1(PetQ)=(]PoulQ)
(b) T(Pou@)=(]Pet]Q)
(0 ](P= Q)= (Pet]Q)
4. Transitivité
(a) Si (P=Q)et(Q = R),alors P= R
(b) Si (P<= Q)et(Q < R),alors P<= R

Remarques 1.1.1 1. L’implication n’est pas associative. En effet, dans les cas ot P est fausse,
() est vraie et R est fausse, alors P —> (Q) = R) est vraie, alors que (P — ()) = R est
fausse.

Pour cette raison, l'écriture sans parenthéses, P —> () = R, n’est pas logique.

2. Au contraire, I'équivalence est bien associative et alors l'écriture P < () < R est logique.
Cependant, il y a une différence entre

P <~ () <= R,

et
(P<= Q) et (Q<= R)

1.1.3 Le raisonnement

Le raisonnement direct

I s’agit de démontrer une implication P = (). Dans le cas ot1 P est fausse le probleme ne
se pose pas, pour cela, en pratique, pour ce faire, on suppose que P est vraie, et on démontre
que @ est vraie. L'implication P = () se lit : Si P alors Q.

Remarque 1.1.2

Pour démontrer une proposition ), on peut chercher une autre qui est vraie, et on démontrer que
P = (@), ou méme que P <= (). L’avantage de ce dernier choix, c’est qu'il nous donne la souplesse
de commencer dans notre raisonnement par (), puis arriver a P.

Pour cela, Grd ce a la transitivité de 'implication, on peut démontrer cela a I'aide des implications
intermédiaires successives de la formes P => Py, Py = P3,---, P,_y = P,, puis P, = Q
pour conclure que P —> ). On écrit alors :

P = P

= P,
:}Q

Et bien entendu, la méme remarque s’applique pour montrer que P < @ a l'aide des équivalences
successives.

Exemple 1.1.1 Soit z € R. Montrons que 1 < x < 2 = 2° — 3z + 2 < 0. Supposons donc que
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3\? 1
1<x<2.Enremarquantquex2—3x+2<O—(x—2> —gona:
I<r<2 = 1< 3<1
! 2" 2%
— ( 3)2<1
x_i —
2 1
:>( 3>2 1<O
"T3) 1
—= 1" —-3r+2<0

Le raisonnement par la contraposée
Principe : Si P, () sont deux propositions, alors P — () a la méme valeur de vérité que
1Q =1P.

Donc, pour démontrer que P = (), la contraposée consiste a supposer que () est fausse,
et de prouver que P est fausse.

Exemple 1.1.2 Soit x € R. Montrons par contraposée que si pour tout ¢ > 0 on a |x| < ¢, alors
x = 0. Supposons alors que x # 0.

o+
8
el

x x . .
Dans ce cas, en prenant ¢ = ‘2’, alors 0 < ¢ = ‘2’ < |z|. C’est ce qu'il faut démontrer.

Le raisonnement par I’absurde

Principe : Si P, ) sont deux propositions, et si | P = () et |Q)) est vraie, alors P est vraie.

Donc, pour démontrer P, on supposer que P est fausse, et on aboutit a une contradiction
de la forme Q et |Q.

Exemple 1.1.3 Montrer que si pour tout \/2 ¢ Q.
Supposons que V2 € Q. IIs existent alors p, ¢ € N* tels quep\q=1let V2 = b Donc, p* = 2¢* et
q

alors p* est un nombre pair. On en déduit que p est pair; donc de la forme p = 2k avec k € N. Mais
dans ce cas :
P’ =2¢" = 4k* =2¢°
= 2k* = ¢*
— 2 divise ¢
= 2 divise q
—=pAgF1

ce qui est contradictoire puisque p A q = 1. Ainsi /2 ¢ Q.
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Le raisonnement par la récurrence

La récurrence simple
Principe : Si A est une partie de N telle que :

0eA
Pourtoutn € N, sin € Aalorsn+1 € A,

alors A =N

Remarque 1.1.3 Ce principe peut étre formulé aussi sous la forme suivante : Si P(n) est une pro-
priété qui dépend d'un entier n € N, c’est a dir que pour chaque valeur fixée de n, P(n) est une
proposition, et si :

P(0) est vraie
Pour tout n € N, si P(n) est vraie alors P(n + 1) est vraie,

alors pour tout n € N, P(n) est vraie.

" 1
Exemple 1.1.4 Montrer que pour toutn € N, Y k= n(n;)
k=0
0
. 0(0+1
En effet, pour n = 0, le résultat est évident; > k=0 = (;—)
k=0
n 1 n+1 1 )
Supposons que Y  k = n(n;) pour un certain n € N et montrons que »  k = (n+ )2(n i ).
k=0 k=0
En effet;
n+1 n
ok =n+1+>
k=0 k=0 .
=n+ 1 + M
—(n+1) <1 + Z)
_ (n+1)(n+2)
= 5 _
Conclusion,
“ 1
VneN, 3 k="t
k=0 2

La récurrence simple a deux pas
Principe : Si P(n) est une propriété qui dépend d’un entier n € N telle que :

P(0) et P(1) sont vraies
Pour tout n € N, si P(n) et P(n + 1) sont vraies
alors P(n + 2) est vraie,

alors pour tout n € N, P(n) est vraie.
De maniere général, s'il existe m € N tel que

P(0), P(1),---, P(m) sont vraies
Pour toutn € N, si P(n), P(n+1),---, P(n+ m) sont vraies
alors P(n + m + 1) est vraie,

alors pour tout n € N, P(n) est vraie.
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Exemple 1.1.5 Considérons la suite numérique définie par uy = 2, u; = 3 et Upto = 3Upt1 — 2Uy,.
Montrer que u,, = 2" + 1 pour tout n € N.

Pour n = 0 et n = 1 le résultat est bien vérifié. Supposons que pour unn € Nona u,, = 2" + 1 et
Upy1 = 2" + 1. I en découle alors que :

Unpt+2 = 3“n+1 — 2u,
=3(2"" +1) —2(2" +1)
— 3'2n+1 + 3 — 2n+1 —9
=22+ 1

La récurrence forte
Principe : Si P(n) est une propriété qui dépend d’'un entier n € N telle que :

P(0) est vraie
Pour tout n € N, si P(k) est vraie pour tout k& € [0,n] alors P(n + 1) est vraie,

alors pour tout n € N, P(n) est vraie.

Exemple 1.1.6 Montrer que tout entier naturel n > 2 admet un diviseur premier.

Pour n = 2, il ny a rien a démontrer; 2 est divisible par lui méme. Supposons que le résultat est vrai
jusqu’a un certain n > 2 et montrons le pour n + 1. Si n + 1 est un nombre premier alors il n y a
rien a prouver ; car il est divisible par lui méme méme. Sinon, n + 1 aura un diviseur a compris entre
2 et n, et dans ce cas, I'hypothese de récurrence assure l'existence d’un diviseur premier p de a. Par
transitivité de la divisibilité, p divise aussib n + 1. D’oit le résultat.

1.2 LES ENSEMBLES

1.2.1 Ensemble, élément d’un ensemble

Définition. 1.2.1.

On appelle ensemble E, toute collection d’objets. Ces objets sont appelés alors des élé-
ment de F. Si z est un élément de F, on dit que x appartient a I/, que E contient z, et
on écrit z € E, sinon on écritz ¢ E.

On admet l'existence d"un ensemble ne contenant aucun élément. On 'appelle I'en-
semble vide et on le note 0.

\.

Notation Si E est un ensemble dont les élément sont x4, ..., x,,, alors on note £ = {z1, ..., z,}

Dans toute la suite, E, F, G désignent trois ensembles quelconques.

1.2.2 Quantificateurs logiques

Quantificateurs logiques Soit P(x) une propriété qui dépend d’un élément variable dans
E, c’est a dire que pour chaque valeur de z, P(z) devient une proposition. On définit alors
les propositions (Vx € E;P(x)), et (3 € E;P(x)) par:

1. (Vx € E;P(z)) est la proposition qui est vraie si et seulement si P(z) est vraie pour

toute valeur de z dans E
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2. (3z € £ : P(x)) est la proposition qui est vraie si et seulement si P(z) est vraie pour au
moins une valeur de x dans E.

(V) s’appelle le quantificateur universel, et (3) s’appelle le quantificateur existentiel.

Remarque 1.2.1 Une proposition peut contenir plusieurs quantificateurs, dans ce cas, I’ordre des
quantificateurs, de natures différentes, est trés important comme le montrent les exemples ci-dessous.

Exemples 1.2.1 1. (Vm ER; 2* > 0) est vraie
2. (Elx €Q; 2= 2) est fausse.

3. (Vx € R; Jy € R:x =y) est vraie.
4. (y € R: Vo € R; x =y) est fausse.

Propriétés 1.2.1

Si P(x) une propriété qui dépend d’un élément variable dans E alors :
1. |(Vz € E;P(x)) = 3z € E; | P(x)
2. | (3x € E;P(x)) =Vz € E;|P(x)

Exemples 1.2.2 Les négations des propositions précédentes sont :
1. Ix e R;2? < 0.
2. Vx € Q;a? # 2.
3. dreR;yeR:x#uy.
4. VyeR: Ve e Rz #y.

1.2.3 Inclusion, partie d’'un ensemble

Définition. 1.2.2.

On dit que I'ensemble E est inclus dans F, et on écrit £ C F, si
Vee E, x € F.

Dans ce cas on dit aussi que E est une partie de F. Par convention, () est supposé inclus
dans tout ensemble.

On appelle ensemble de parties de E, 'ensemble dont les éléments sont toutes la es
parties de F.

Exemples 1.2.3 Pour E = {a,b}, P(E) = {0,{a},{b}, E}. Donc {a},{b} sont des éléments de
P(E), et 0 est a la fois une partie et un élément de P(E).

Propriétés 1.2.2

Soient E, F, G trois ensembles quelconques, alors :
1. ECF <= (Vvxe€ E,x €F)
2 (ECFeFCG)=FECG
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3. E=F<«<= (ECFetF CE)
4 (E=F=G)<= (ECF,FCGetGCE)

5. Si F, G sont deux parties de E alors F' = G si cet seulement si;

VeeFE, reF<xe(d

Remarque 1.2.2 Si P(x) est une propriété dépendante d’une variable x € E, alors les élément x
de E pour lesquelles P(x) est vraie constituent une partie de E, éventuellement vide. Cette partie se
note {x € E : P(x)}. On dit que la partie est définie par une propriété, ou par compréhension.

EXERCICE 1.2.1 L'objectif de ce exercice est de démontrer que « I'ensemble de tous les ensembles »
n’existe pas. Supposons par 'absurde qu’il existe un ensemble E qui contient tous les ensembles.
Considérons alors la propriété P(X), oit X € E, définie par

P(X) : X¢X,
et la partie A de E définie par
A:{XEE: mxﬁ:{XeE: X¢X}
Montrer quesi A € Aalors A ¢ A, et quesi A ¢ Aalors A € A puis conclure

Solution 1 Supposons que si A € A. Alors par définition de Aona A ¢ A. Et si A ¢ A, toujours
par définition de Aona A € A. Dans les deux on a abouti a une contradiction, donc « I’ensemble de
tous les ensembles » n’existe pas.

1.2.4 Opérations sur les ensembles

Définition. 1.2.3.

Soient £ un ensemble quelconque, et A, B deux parties de E.

1. On appelle intersection de A et B I’ensemble

ANB={rze€eE:zx€ Aetx € B}
2. On appelle réunion de A et B 1'ensemble
AUB={x € E:x € Aouz € B}
3. On appelle complémentaire de A 1'ensemble
A=Ci={zcE:z¢ A}
4. On appelle différence de A et B I'ensemble

A\B={rx€eFE:x€ Aouzx ¢ B}

.

Propriétés 1.2.3
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Si A, B, C sont des parties d'un ensemble E alors
1. ENA=AEUA=E,0UA=A0NA=0
2. ANA=AUA=A,

3. ANBCACAUB
4

. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) AC B.
(b) ANB = A.
(c) AUB = B.
(d) B C A

5. A=B<«<—= A=B
6. ACB=>(ANCCBNCet AUC C BUC)

7. Associativité de l'intersection et la réunion.
(AnNB)NC=An(BNnC)et (AUB)UC =AU (BUCQC).

8. Distributivité de l'intersection et la réunion.
AN(BUC)=(ANnB)U(ANnC)et AU(BNC)=(AuB)N(AUCQC)

9. Lois de Morgan.
ANB=AUBet AUB=ANB

Preuve. Laissée a titre d’exercice. [ |

1.2.5 Produit cartésien

Définition. 1.2.4.

On appelle produit cartésien de deux ensembles non vides E et F, ’ensemble

ExF={(x,y):x€ Fety € F}.

Si E x F, on note tout simplement E>.

Remarque 1.2.3 1. Sous les mémes hypotheses, pour tous (z,y), (2',y') € E x Fona (x,y) =
()<= az=d"ety=1y
2. De la méme fag on, on définit le produit cartésien de plusieurs ensembles Ey,--- , E, qu’on

notera B; x Ey--- X E,, ou encore H Ey. Danslecason E; = --- = E,, = E on note tout
k=1
simplement E"

3. Par convention, si E ou F est vide, E x F' = ()
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1.3 LES RELATIONS

1.3.1 Relation binaire

Définition. 1.3.1.

Soient £, F' deux ensembles non vides. On appelle relation R entre F et F, la donnée
d’une partie G de E x F. Dans ce cas, pour tout z € E et touty € I, si (z,y) € G, on
dit que z est en relation avec y et on écrit xRy, sinon on écrit 27%y. Lorsque £ = F la
relation est dite binaire.

Exemples 1.3.1 Soit R définie sur R par : tRy <= x> — y* = & — y, pour tout (z,y) € R. Alors
1RO, mais 1 R2.

Définition. 1.3.2.

Soit R une relation binaire sur un ensemble E. On dit que la relation R est :
1. Réflexivesi,Vr € E, xRz
2. symétrique si, Vo, y € E, 2Ry — yRua
3. antisymétrique si, Vz,y € £, (zRyetyRz) =z =y
4. transitive si, Vz,y,z € E, (zRyetyRz) — xRz

Exemples 1.3.2 1. La divisibilité dans N est une relation réflexive, antisymétrique et transitive.

2. Le parallélisme entre les droites est une relation réflexive, symétrique et transitive.

1.3.2 Relation d’équivalence

Définition. 1.3.3.

On appelle relation d’équivalence, toute relation réflexive, symétrique et transitive.

Exemples 1.3.3 1. Le parallélisme entre les droites est une relation d’équivalence.

2. La relation définie sur R par :
(z,y) ER, 2Ry = 1> -~y =x—y

est une relation d’'équivalence.

3. La congruence modulo un entier dans Z : On dit que deux entiers relatifs a,b sont congrus
modulo un entier n € N*, et on écrit

si n divise a — b. La congruence modulo n est une relation d’équivalence sur 7.

Définition. 1.3.4.

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble £, et soit z € E. On appelle classe
d’équivalence de = 'ensemble : {y eFE: ny}.
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Remarque 1.3.1 La classe d’équivalence de x est souvent notée &, T ou cl(x).

Exemples 1.3.4 1. Déterminons la classe d’équivalence de tout réel x pour la relation définie sur
R par :
(z,y) €ER, 2Ry = 1> — 1> =z —y

Soit x € R. Pour touty € Rona:
yer < xRy
-y =r-y
= (rz—-y)(z+y—1)=0
< zr=youy=1—=x
Conclusion : & = {x,l —a:}

2. Déterminons les classes d’équivalence modulo un entier n dans N*. Pour tout m,m' € Z on a
m'em < 3IkeZ : m'=m+kn

Donc:mZ{m—l—kn : k:EZ}

Proposition. 1.3.1.

Etant donnée une relation d’équivalence R sur un ensemble £, et deux éléments z,y €
E, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. y ez
2. 2Ry.
3. x €y.
4. ©=y.

Preuve.
— Par définition méme d’une classe d’équivalence, ona (1) < (2) < (3).

— (1) < (4). Supposons que y € & et soit z € ©. Alors xRy et 2Rz, et par transitivité on a
2Ry, puis z € y. Ceci montre que & C y. De la méme maniére on a §y C ¢ et finalement
= .

— (4) & (1). Supposons que & = y. Comme y € y alors y € 4.

Proposition. 1.3.2.

Etant donnée une relation d’équivalence R sur un ensemble E, et deux éléments z,y €
E, alors soit @ = g, soit Ny = (. C’est a dire que deux classes d’équivalences sont,
soit égales, soit disjointes.

Preuve. Supposons que & Ny # 0 et soit z € & N y. D’apres la proposition précédente on a
& = 2 = y. D’otl le résultat. [ |
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1.3.3 Relation d’ordre

Définition. 1.3.5.

On appelle relation d’ordre, toute relation réflexive, antisymétrique et transitive.

Exemples 1.3.5 1. < est une relation d'ordre dans R, on I'appelle I'ordre usuel de R.
2. L'inclusion entre les parties d'un ensemble E. est une relation d’ordre dans P(E).

3. La divisibilité est une relation d’ordre dans N, mais elle ne I'est pas dans 7.
EXERCICE 1.3.1 On définit dans R? la relation R par :
r <,
V(@.y), (@',y) €R (z,y)R(y) <= ou
r=xety<y

Montrer qu'il s’agit d'une relation d’ordre. Cette relation s’appelle I'ordre lexicographique.

Définition. 1.3.6.

Soit R une relation d’ordre sur un ensemble F.

1. pour tout (z,y) € E?, on dit que z et y sont comparables, si ¥Ry ou yRx Dans le
cas contraire on dit qu’ils sont incomparables.

2. On dit que R est une relation d’ordre totale, si pour tout (z,y) € E? z ety
sont comparables. Si R n’est pas une relation d’ordre totale sinon, on dit qu’elle
partielle.

Exemples 1.3.6 1. L’ordre usuel de R est une relation d’ordre totale dans R.

2. L'inclusion entre les parties d’un ensemble F, est, en général, une relation d’ordre partielle. En
effet, si £ contient deux élément distincts a et b, alors {a} et {b} ne sont pas comparables.

3. La divisibilité est une relation d’ordre dans partielle N; car 2 et 3 ne sont pas comparables.

EXERCICE 1.3.2 Montrer que I'ordre lexicographique est une relation d’ordre totale dans R>.

Définition. 1.3.7.

Soit R une relation d’ordre sur un ensemble F, a € Eet A C E.
1. on dit que a est un majorant (resp : minorant) de A si pour tout x € A on a 2 Ra,
(resp : aRx).
2. on dit que a est le plus grand (resp : le plus petit) élément de A, et on écrit
a = max A, (resp : min A), si a € A et a est un majorant (resp : minorant) de A.

3. on dit que a est la borne supérieure (resp : inférieure) de A, et on écrit a = sup A,
(resp : inf A) si a est le plus petit des majorants (resp : le plus grand des mino-
rants) de A.

Exemples 1.3.7 1. Considérons dans R, muni de son ordre usuel, les parties A = [0,1] et B =
10,1[. Alors max A =1, min A = 0, sup B = 1, inf B = 0, de plus, B n’admet ni plus grand
ni plus petit élément.

2. dans P(E), muni de inclusion, () est le plus petit élément, et E est le plus grand élément.
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3. Munissons I'ensemble N de la divisibilité, et considérons la partie A = {2,3,4,5}. Alors A
n’admet ni plus grand, ni plus petit élément, mais elle admet 1 comme borne inférieure et 60
comme borne supérieure.

Remarque 1.3.2 les bornes supérieures et inférieures d'une partie A, en cas d’existence, contraire-
ment aux plus grands et plus petits éléments, n’appartiennent pas forcément a A.

Proposition. 1.3.3.

Soit R une relation d’ordre sur un ensemble E, a € Eet A C E.

1. Si A admet un plus grand (resp : un plus petit) élément, a, alors A admet a comme
borne supérieure (resp : inférieure).

2. la borne supérieure (resp : inférieure) de A, lorsqu’elle existe, elle est unique.

Preuve. On dira, pour z,y € E, que y est supérieur a =, ou que x est inférieur a y, si zRy.
Remarquons que si on définit la relation R’ dans E par

V(z,y) € E?, 2Ry & yRa

alors a est une borne inférieure (resp : un plus petit élément) de A pour la relation R’ si et
seulement si a est une borne supérieure (resp : un plus grand élément) de A pour la relation
R. Ainsi, il suffit de faire la preuve pour les cas de plus grand élément et de borne supérieure.

1. Supposons que A admet un plus grand élément a. Alors a est un majorant de A et
a € A. Donc, pour tout autre majorant de M de A ona aRM, car a € A. Donc a est le
plus petit des majorants de A, c’est a dire que « est la borne supérieure de A.

2. Supposons que A admet borne supérieure a et b. Alors a est un majorant de A4, et
inférieur a tout autre majorant de A, en particulier aRb. Comme a et b jouent des 10 les
symétriques, alors aussi bRa puis a = b. Ceci montre l'unicité de la borne supérieure.
Et comme la borne plus grand élément de A est une supérieure de A, alors ce dernier
est, lui aussi, lorsqu’il existe, il est unique.

Proposition. 1.3.4.

1. Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

2. Toute partie de N non vide et majorée dans N admet un plus grand élément.

Preuve.

1. Soit A une partie non vide de N. Supposons, par contraposée, que A n’admet pas de
plus grand élément, et montrons que A = (). Pour cela, on va démontrer par récurrence
forte que : Vn € N, n ¢ A. En effet, 0 ¢ A, sinon, 0 est le plus petit élément de A.
Supposons pour un certainn € Nona:

VkeN, 0<k<n=k¢A

Dans ce cas, sin + 1 € A alors n + 1 est le plus petit élément de A, ce qui est absurde.
Ainsi,
VneN, né¢A,

ou encore A = (). Fin de la démonstration.
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2. Soit A une partie de N non vide et majorée par un certain n € N. Montrons par récur-
rence sur n, que A admet un plus grand élément.
Sin = 0alors A = {0} et A admet 0 comme plus grand élément. Supposons que ce
résultat est vrai pour n et Supposons que A est majorée par n + 1. Sin +1 € A alors
n + 1 est le plus grand élément de A, sinon, A est majorée par n, et d’apres I’hypothese
de récurrence A admet un plus grand élément. D’ot le résultat.

EXERCICE 1.3.3 Montrer que tout entier n € N* s’écrit sous la forme n = 2P (2q + 1)

1.4 LES APPLICATIONS

1.4.1 Notion d’application

Définition. 1.4.1.

Soient I, F' deux ensembles non vides. On appelle application de E vers F, toute rela-
tion f de E vers F' telle que pour tout = € E il existe un unique y € F' vérifiantz [ y;
c’est a dire = en relation avec y. Dans ce cas, y s’appelle I'image de = par 1'application
f, et se note f(z), et x s’appelle un antécédent de de y. On dit que E est ’ensemble de
départ de I'application f, F' son ensemble d’arrivée et G = {(z, f(z)) : x € E} son
graphe. L'ensemble des applications de E vers F se note F(F, F) ou F”.

Remarque 1.4.1 En pratique, on définit une application en donnant son graphe ou en exprimant
f(x) en fonction de x pour tout x € E, etonécrit: f: E — F

v o f(@)
On peut aussi représenter aussi f par un diagrammes cartésien ou sagittal.

B 5 P

E
o fla) =2z \
flb)==x ‘
Y fle) == >
. f(d) =y ]
a b ¢ d b
Diagramme cartésien de f Diagramme Sagittal de f

Exemples1.41 1. f: N — N est une application.
n s n?

2. f+ N — N est-t-elle une application ?
n

— —
" 2

3. L'identité d’un ensemble non vide E : C'est I'application id définie de E vers lui méme par
id(z) = x pour tout x € E.
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4. Restriction et prolongement : Si f : E — F'et [ : A — F sont deux applications avec A C E,
on dit que g est la restriction de f a A, et que f est un prolongement de g a E si

Ve e A, g(z) = f(z).

On note alors g = fa.

Proposition. 1.4.1.

Deux applications f et g sont égales si, et seulement si :
1. Elles ont le méme ensemble de départ E.
2. Elles ont le méme ensemble d’arrivée F'
3. Ve eE, f(z)=gx)

EXERCICE 1.4.1 Pour toute partie A de E on définie I'application x , dite caractéristique de A, de
E vers {(), 1} par:
1;six €A,
Ve e E, xa(z) = { n
0; sinon

1. Montrer que :VA,B C E, A= B <= x4 = Xa.
2. Montrer que : VA, B C E, XanB = XAXB-

1.4.2 Composée de deux applications

Définition. 1.4.2.

Soit f : E — Fetg: F — G deux applications. On définit I’application composée
gof:E— Gpar:Vz € E, go f(z) =g(f(x)).

Exemples 1.4.2 1. Si f: E — F est une application alors :idpo f = f = foidp.
2. Soient les applications f et g définies de R vers lui méme par f(z) = 2° et g(x) = 2z pour tout
x € R. Pour tout x € Rona go f(x) = 2z%et f o g(x) = 422,

Remarque 1.4.2 Comme le montre I’exemple ci-dessus, en général et sous réserve d’existence, g o

f#foyg

Proposition. 1.4.2.

Sif:E—F,g: F— Geth:G — H sont trois applications, alors

(hog)of=ho(gof)

Preuve. En effet, les deux applications ont le méme ensemble de départ, £, et méme
ensemble d’arrivé, H, de plus, pour toutz € Eona:

(hog)o f(x) = (hog)(f(x))
=h(g(f(z))

et

Donc (hog)o f=ho(go f) "
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1.4.3 Injection, surjection, bijection

Définition. 1.4.3.

On dit qu'une application f : ' — F est

1. injective lorsque :
Vxl,:z:Q ek f(ﬂ?l) = f(l'g) — T = I

c’est-a-dire lorsque tout élément y de F' a au plus un antécédent.
2. surjective lorsque :
VYyeF JzeE f(x)=y
c’est-a-dire que tout élément y de F' a au moins un antécédent.

3. bijective lorsqu’elle est injective et surjective, c’est-a-dire lorsque pour tout élé-
ment y de F' a un unique antécédent.

o) [T

Application injective non surjectiyglication surjective non injective application bijective

Exemples 1.4.3 1. L'application f définie de R vers lui méme par f(x) = x* n’est, ni injective
ni surjective. En effet, f(—1) = f(1) avec —1 # 1, et —1 n’a pas d’antécédent.
2. L'application f définie de R vers R, par f(x) = x* est surjective, mais elle n’est pas injective.
3. L'application f définie de R, vers R par f(x) = ? est injective, mais elle n’est pas surjective.
4. L'application f définie de R, vers R, par f(zx) = x* est bijective.

EXERCICE 1.4.2 Montrer que
foavfzl — a1

v e )=

-2

définit une application bijective.

Solution 2 D’abord, pour tout x € Q \ {2} ona
l‘ —_—

3 . .
5 est bien un nombre rationnel ; car x # 2 et

T

-3 .
x € Q. De plus, 5 # 1, sinon, on aura :
x —
r—3

=1 =—maz-3=2-2
x—2

— —3=-2
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ce qui est faux. Donc f est bien une application.
Soit maintenant y € Q \ {1} Pour tout x € Q \ {2} ona:

xr—3
fa)=y = —5 =y
=S ar—-3=xy—2
3—y
T =—
-y

. 3— . 3— )
Et on a bien 1 Y e Q\ {2} En effet, 173/ € Qpuisquey € Q, et ] 4 = 2 car sinon, comme
-y

Y
précédemment on aura y = 1. Ainsi, y admet dans un unique antécédent dans Q \ {2} Comme

conclusion, f est bijective

Propriétés 1.4.1

Soient f : E— Fet g : F — G deux applications.
1. si f et g sont injectives alors g o f est injective.

2. si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.

3. si f et g sont bijectives alors g o f est bijective.

Preuve.
1. supposons que f et g sont injectives et soient z,y € E tels que g o f(z) = g o f(y).
gof(z)=gofly) = f(x)= f(y);car g est injective
—> ¢ = y; car [ estinjective
Dong, g o f est injective.

2. supposons que f et g sont surjectives et soit z € G. Comme g est surjective, alors il
existe y € F tel que g(y) = 2. Et comme f est surjective, alors il existe © € E tel que
f(z) =y. Ainsi go f(z) = z et g o f est surjective.

3. C’est une conséquence de 1 et 2.

Définition. 1.4.4.

Soit f : & — F une application bijective. L'application g : F' — FE, qui a chaque
élément y € I fait correspondre son unique antécédent v € E par f, s’appelle 1'appli-
cation réciproque de f et se note f .

Exemple 1.4.1 Reprenons l'application

7oovfeh — o1
v o @)=

de 'exercice 1.4.2. Le calcul qui a été déja fait montre au fait que f'(z) = 17% pour tout x €
— X

Q\ {1}



1.4. LES APPLICATIONS 19

EXERCICE 1.4.3 Montrer que l'application suivantes

f: R? — R?
(z,y) = (z+y,r—y)

est bijective et déterminer 'expression de f~'.

Solution 3 Soit (z,y) € R?. Pour tout (a, b) ER*ona:

f(a,b) = < (a+b,a—0b)=(z,y)
a+b==x
a—b=y
—
Donc f est bijective et f~'(z,y) = x+y x; > pour tout (z,y) € R

Propriétés 1.4.2

Si f : E — F est une application bijective alors f~" est bijective et :

(F7) =1 fof Tt =idpet flof=idg

Preuve. Evident. [ |

Proposition. 1.4.3.

Soit f : E — F une application. Alors f est bijective si et seulement si il existe une
application g : F' — E telle que:

gof:idEetfog:idF

Si tel est le cas, alors g = f 1.

Preuve. Si f est bijective alors il suffit de prendre g = f~'. Réciproquement, supposons
qu’il existe une application g : F' +— E telle que:

gOfZIdEethgzldF

Pour tout z,y € E, si f(z) = f(y) alors go f(x) = g o f(y) puis = = y. Ainsi f est injective.
Pour touty € Fona f(g(y)) =y, donc g(y) est un antécédent de y, et alors f est surjective.
On en déduit que f est bijective et que g = f . |

Exemple 1.4.2 Soient E un ensemble non vide et I'application

f: P(E) — P(E)
A — Oz

Remarquons que f o f = idg. On en déduit que f est bijective et f~* = f.
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Proposition. 1.4.4.

Sif:Ew~ Fetg:F— G deuxapplications bijectives alors :

(gof) ' =f"og

Preuve. Car (go f)o (f‘l o g_l) =idg et (f‘l o g_l) o(go f)=1idg |

1.4.4 Image directe et indirecte d’une partie par une application

Définition. 1.4.5.
Soit f: £ — F.

1. On appelle image réciproque d’une partie B de F par f, et on la note f~'(B),
I'ensemble :

FU(B) = {x €E : fx)e B}

2. On appelle image directe d'une partie A de E par f, et on la note f(A), I'en-
semble :

f={f@  vea}

Les propriétés suivantes sont faciles a prouver, et les quatre derniéres seront énoncées
dans le paragraphe suivant sous une forme plus générale; voir propriétés 1.4.5.

Propriétés 1.4.3

Soient f : E'— F une application, Ay, As € E et By, By € F. Alors

(@) =0.
f7H(0) =0.
fY(F)=E.

Ve € E, v € f1(B) < f(z) € B.
VyeF, ye f(A)<—=3Jdzc A : f(z)=y.
f(ATUAy) = f (A1) U f(A).

(AN Ag) C f (A1) N f(Az).
fHBIUBy) = f7H(B) U [ (By).
FUBINBy) = fH (BN 1 (By).

© 0 N S o L=

EXERCICE 1.4.4 Soit f : E — F une application. Montrer que

VA CE, YAy CE, f(AiNA)=f(A)Nf(Ay)
si et seulement si f est injective.
Solution 4 Supposons que

VAl C E, VAZ C E, f (Al ﬂAg) — f(Al) ﬂ f(AQ)
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et soient v,y € E tels que x # y. Prenant Ay = {z} et Ay = {y}. Comme A; N Ay = () alors
f(A)) N f(As) = 0 et par la suite f(x) # f(y). Ainsi [ est injective.

Réciproquement, Supposons que f est injective et Soient Ay, Ay € E. On sait déja que f (A1 N Ag) C
f (A1) N f (Ag). Soit donc z € f(Ay) N f(As). Ils existent alors x € Ay ety € A, tels que f(z) =
f(y) = z. Mais comme [ est injective alors x = y € Ay N Ay, ce qui montre que z € f(A; N Ay),

puis que f (A1) N f (A2) = f (A1 N Ay).

1.4.5 Familles

Définition. 1.4.6.

Etant donné deux ensemble non vides I et £, on appelle famille d’éléments de F
indexée par les élément de I toute application f: I — E.

Notation Dans la pratique, une famille f : I — E d’éléments de £ indexée par les élément

de I se note tout simplement (f;),.;, et pour tout i € I, on note f; au lieu de f(i).

Exemples 1.4.4 1. Toute suite (z,,)nen 4 termes dans un ensemble non vide E est une famille.

2. Enposant I, = } — ||, |=| [ pour tout v € R, alors (1), est une famille d'intervalles de R
indexés par des réels.

Définition. 1.4.7.

Soient £ un ensemble et (A;),.; une famille de parties de . On appelle respectivement
réunion et intersection de la famille (A;),., les parties :

UAi:{xGE: diel :xeAi}
i€l
ﬂAi:{er:ViEI,xEAZ}

i€l

Remarque 1.4.3 Dans le cas particulier T = {1, 2, n}, ces notations deviennent | J A; et (] As.

i=1 i=1
Et dans le cas oit T = N, on les note U A, et ﬂ A,.

n=0 n=0

1 1 o0 400
Exemples 1.4.5 Sion pose I,, =] — [pour tout n € N*, alors : J I, L 1[et () I, = {O}

n n=1 =

Propriétés 1.4.4

SiAC Fet(A),

IAﬂ(U&

i€l

2 Au(m

i€l

\_/

; est une famille de parties de E alors :

=U(4N4)

i€l

N(AaUA)

€I

:;‘ \_/\_/
I

.

A;
et
al

.
m
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Preuve.

1 Soitz € A (U Ai>. Doncz € Aetx € | JA;. llexiste alors j € Itel que z € A, et

1€l 1€1

doncz € ANA;. Cecimontre quez € | (A N Ai). Donc onal'inclusion A|) (U Ai> C

ieT iel
(N4
1€1
Réciproquement, soit = € | J (A N Ai). Il existe alors j € I tel que z € AN A;. Donc,

i€l
v € Aetx € Aj, etparlasuitex € Aetz € |JA;, puisz € A[) <UA1)
i€l i€l
Conclusion : A() (U Ai> =U (A N Ai)
1€l 1€l
3 Pourtoutz € Fona

eNA —=uz¢A
i€l 1€l
= Jjel, v ¢ A
< djel, zecA
—zeclJA4
1€l

8

Donc (4, =J 4
1€1 i€l
2 On peut faire comme dans (1), mais on préfere appliquer (3), en montrant que les
complémentaires sont égaux. En effet,

1€1

au(na) =anma

4 11 suffit de montrer qu’ils ont le méme complémentaire. En effet

Ua =U4

€l i€l

D’ou1 le résultat.
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Définition. 1.4.8.

Soient £ un ensemble, et F une partie de P(E). On dit F est une partition de E, ou
encore que les éléments de F forment une une partition de £, si :

1. Les éléments de F sont deux a deux disjoints, c’esta dire: VA, B € F, A # B =

ANB=10
2. |JA=E
AeF

Exemple 1.4.3 L'ensemble des entiers relatifs pairs et celui des entiers relatifs impairs forment une
partition de 7.

Proposition. 1.4.5.

Les classes d’équivalence d'une relation d’équivalence sur un ensemble £ forment
une partition de F.

Preuve. On sait que deux classes d’équivalences sont soit égales, soit disjointes. De plus,
tout élément de £ appartient a sa classe d’équivalence. Ceci achéve la preuve. u

Propriétés 1.4.5

Soient f : E w— I une application, (A;),.; une famille de parties de I et (B;),.; une famille de
parties de F'. Alors :

1. f (U AZ-) — U (A

i€l i€l

2. f (ﬂ Ai> c N/ (A)

i€l i€l

.1 (UB) =Ur o)

i€l i€l

4f*<ﬂ&>=ﬂf*@0

i€l i€l

Preuve.

1. Pour tout j € Tona A; C |JA;, donc f(A;) C f (U AZ-) et par la suite | J f (4;) C

€1 i€l €1
u)
1€l

Pour la réciproque, considérons y € f (U AZ) Il existe alors x € U A tel quey = f(x).
1€1 i€l
Il existe également j € I tel que z € A, et par conséquenty € f (A4;) puisy € | J f (4).
i€l
Conclusion : f (U Ai> = f(A)
€l 1€l
(2) ,(3) et(4) Laissés a titre d’exercice.
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1.5 EXERCICES

1.5.1 FEléments de logique

EXERCICE 1 Donner la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes

1. 0=0et2+1=8 4. 0=1=—=2+1=3 6. Ve eRz>0) = 2=
2.0=00u2+1=8 5 VeR,(z>0= 2= 4
3.0=0=2+1=8 4)

EXERCICE 2 Soient les quatre assertions suivantes :

a. dreRVyeR z4+y>0 c. Ve RVyeR x+y>0
b.VteRdyeR z+4+y>0 d IreRWeER >z

1. Les assertions a, b, ¢, d sont-elles vraies ou fausses ?

2. Donner leur négation.

EXERCICE 3 Soit f, g deux fonctions de R dans R. Traduire en termes de quantificateurs les expres-
sions suivantes :

1. f est majorée; 8. f est croissante;
2. [ est bornée; 9. f est strictement décroissante;
3. [ est WW’: 10. f n'est pas surjective;
4. f est impaire; .
, ) ) 11. f atteint toutes les valeurs de N;
5. f nes’annule jamais;
6. [ n'est pas la fonction nulle; 12. [ est inférieured g;
7. f est périodique; 13. f n’est pas inférieure a g.

EXERCICE 4 Compléter les pointillés par le connecteur logique qui s'impose : <=, <, = .

1. zeR; 22=4...... r=2;
2. 2€C; z=%Z ...... z€eR;
B.xeRx=m...... |

EXERCICE 5 Nier les assertions suivantes :

1. tout triangle rectangle possede un angle droit;

2. dans toutes les écuries, tous les chevaux sont noirs;
3.Ve>03da>0/ |[z—7/5|<a= bz —T| <e
4

. pour tout entier x, il existe un entier y tel que, pour tout entier z, la relation z < x implique le
relation z < x + 1 < y;

EXERCICE 6 Soit f une application de R dans R. Nier, de la maniere la plus précise possible, les
énoncés qui suivent :

1. Pour tout z € R f(x) < 1.
2. L’application f est croissante.

3. L’application f est croissante et positive.
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4. Il existe v € R* tel que f(z) < 0.
5. Il existe x € R tel que quel que soit y € R, si x < yalors f(x) > f(y).

On ne demande pas de démontrer quoi que ce soit, juste d’écrire le contraire d’un énoncé.

EXERCICE 7 Montrer que

m+ 1
Ve>0, INEN : VneN, n>N-—=2—e< ”:2
n

<2+4c¢€

EXERCICE 8 Soit (f,,)nen une suite d’applications de I'ensemble N dans lui-méme. On définit une
application f de N dans N en posant f(n) = f,(n) + 1. Démontrer qu’il n’existe aucun p € N tel

que f = fp.
EXERCICE 9 Soit p1,pa, ..., p,, r nombres premiers.
1. Montrer que l'entier N = p1ps . .. p, + 1 n’est divisible par aucun des entiers p;.

2. Utiliser la question précédente pour montrer par I'absurde qu’il existe une infinité de nombres
premiers.

EXERCICE 10 1. Démontrer que la somme d'une suite convergente, et d'une suite divergente, est
une suite divergente.

2. Que dire de la somme de deux suites divergentes ?

EXERCICE 11 1. Démontrer que la somme de deux nombres rationnels est un nombre rationnel.

2. Démontrer que la somme d'un nombre rationnel et un nombre irrationnel, est un nombre irra-
tionnel.

3. Quedirede :

e la somme de deux irrationnels ?
e le produit d'un rationnel non nul par un irrationnel non nul
e l'inverse d’un irrationnel ?

EXERCICE 12 Sachant que /30 ¢ Q, montrer que /2 + /3 + V5 ¢ Q.

EXERCICE 13 . Raisonnement par analyse et syntheése
Montrer que toute application de R vers lui méme s’écrit comme somme de deux applications, 'une
paire et I'autre impaire.

EXERCICE 14 Montrer que pour tout entiern > lona:

1
1. 142+..+n= n(n;)
) 124924 +n2:n(n+1)(2n+l)
) G
2
3 13+23+ +n3:<n(n+1)>
) 5

EXERCICE 15 Donner une expression simple de

n 1
S, =S -
Zp?+3p+2

p=0
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1.5.2 Inclusion, opérations sur les ensembles

EXERCICE 16 Soient E un ensemble, A, B, C et D des parties de E. Montrer que :
1. ANB=AUCet AUB=ANC)— A=B=C

A\B=A<—= B\A=18B

(AcC, BCD, AUB=CUDetCND=0)=— (A=Cet B=D)

(ANB)\C=(A\C)N(B/C)

(AUB)\C = (4/C)u(B\C)

(A\B)\ C = (A\ C)\ (B\ C) = A\ (BUC)

AN(BAC)=(ANB)A(ANC)

A=B<+<—= ANB=AUB

AUBCAUCet ANBCANC= BCC(C

© 0 N S 1ok W

EXERCICE 17 Soient , B des parties de E. Simplifier les expressions suivantes :
1)(ANB)U(ANB)U(ANB)U (AN B).
2)AU(ANB)U(ANBNCQC)

3) A\(A\B).

EXERCICE 18 Soit E un ensemble non vide. A chaque partie A de E, on fait assoicier I'application
caractéristique x 4 définie par :
xa: E — {0,1}
1, size A
0, six¢ A

T

Montrer que :

1. A= B <= xa = x5
XANB = XAXB-
XAuUB = XA + XB — XAXB
Xz =1-xa
XA\B = XA — XAXB-

S s

XAaB = |xa — xB|

1.5.3 Applications injectives, surjectives, bijectives

EXERCICE 19 Soient E , F' et G des ensembles non vides, [ une application de E dans F et g une
application de F dans G .

1. Montrer que si gof est injective, alors f est injective .

2. Montrer que si gof est surjective, alors g est surjective.

EXERCICE 20 Soit E un ensemble, f, g et h des applications de E dans E. Montrer que :

1. Si gof et hog sont bijectives, alors f, g et h sont bijectives
2. Si hogof et gofoh sont surjectives et fohog est injectives, alors f,g et h sont bijectives .
3. Si fof = f, et si f est surjective ou injective alors f = idg

4. Si fofof = f et f est surjective , alors f est bijective. quelle est sa application réciproque f~'?
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EXERCICE 21 Montrer que I'application f définie de N x N dans N par

f(p,q) =p*+2pg+ ¢ +p

est injective. Est-elle surjective ?

EXERCICE 22 (a) Montrer que si f est une application injective de F' vers G alors pour toutes
applications g et h de E vers F ona fog = foh = g = h.
Que dire de la réciproque ?

(b) Montrer que si f est une application surjective de E vers F alors pour toutes applications g et h
de F vers Gona gof = hof = g = h.
Que dire de la réciproque ?

1.5.4 Image directe, image réciproque d’une partie par une application

EXERCICE 23 Soient E et F' deux ensembles non vides , f une application de E dans F', A, , As
deux parties de E , By et By deux parties de F'. Montrer que :

1. Ay C Ay = f(A1) C f(Ay).

By C By = (f1(By) C ['(B)

f(AL U As) = f(A1) U f(Ay) . Peut-on géneraliser ce résultat ?

f(AINAs) C f(A1)Nf(As). Peut-on géneraliser ce résultat ? A quelle condition on a l'egalité ?
Comparer f(A1) et f(A))

Comparer f~1(B;) et f~(B))

S kN

EXERCICE 24 Soit f une application d’un ensemble E dans un ensembles F', A une partie de E et
B une partie de F' .

1. Montrer que A C f~(f(A))
Montrer que f(f~'(f(A)))
Montrer que f~1(f(f™(B))) = f '(B)

Montrer que f(f~'(B)) C B.

Montrer que (VA € P(E) , f'(f(A)) = A) <= f est injective .
Montrer que (VB € P(F) , f(f'(B)) = B) <= f est surjective.

I
>

S kN

EXERCICE 25 Soit E un ensemble non vide et f une application de E dans E. On pose I, = E et
pour tout entier non nul n, 1,1 = f(1,).

1. Prouver que ,Vn € N |, I,4; C I,

2. Prouver que s'il existe un entier i tel que I, = I; , alors , pour tout entier n > iona I,, = I,.
Que peut-on dire si f est surjective?

1.5.5 Relations

EXERCICE 26 Soient E un ensemble et f une application bijective de E dans E. Pour tout n € N*,
on pose f" = fofo...of ( frépétén fois); de méme: f~" = (f~')" et f© = idg. On définit dans
E la relation R par :

V(z,y) € E* | aRy < (In€Z , y = f"(x))

1. Démontrer que R est une relation d’équivalence sur E.
(On admettra que ¥ (n,p) € Z* |, f"of? = f"P).
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2. Montrer que si C' est une classe d’equivalence modulo R , alors f(C') = C

3. Démontrer que, réciproquement, toute partie X non vide de E telle que f(X) = X est une
réunion de classes déquivalence pour it

EXERCICE 27 Soit E un ensemble. Vérifier que la relation R définie dans P par :
ARB<= A=BouA=B
est une relation d’équivalence
EXERCICE 28 On définit sur R la relation :

TRy <= 2 —y® = 3(z —y)

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Déterminer, pour tout réel x, le cardinal de la classe d’équivalence de .

EXERCICE 29 Montrer que la relation R définie dans R par :
Ry < zve¥ = ye*
est une relation d’'équivalence.
EXERCICE 30 Etudier la relation R défini dans N par :
Ry <= dn e N,y = 2"

EXERCICE 31 Soit (E, <) un ensemble ordonné. Pour tout x € E on définit la partie notée p(x)
par:p(x) ={te £/t <z}

1. Démontrer que¥(z,y) € E* | v <y <= ¢(v) C ¢(y)

2. Démontrer que ¢ est une injection de E dans P(E). Est-ce une surjection ?

3. Réciproquement, Soit ¢ une injection de E dans P(E). On définit la relation R par :

V(z,y) € B, 2Ry <= ¢(z) C 6(y)
Démontrer que R est une relation d’ordre.
EXERCICE 32 Soit R la relation binaire définie sur R* par :
(#,9))R(z0, %) <= |z — x| <y — %0
1. Montrer que R est une relation d’ordre
2. Soit (a,b) € R?, déssiner {(x,y) € R?/(z,y)R(a,b)}

EXERCICE 33 Soit (E, <) un ensemble ordonnée dont toute partie non vide admet un plus petit
élément. Si (z,y) € E? est tel que v < y. x # y, on dit que = est strictement inférieur a y et on écrit
x < y. On considere une bijection f de E vers F. On suppose que f est strictement croissante; c’est a
dire :

V(z,y) € Bz <y = f(2) < f(y)

1. Montrer que f~' est strictement croissante.

2. Montrer que f I'application identique.



Chapitre 2

Arithmétique des entiers

On rappelle que 'ensemble Z est ’ensemble des entiers relatifs formé des entiers naturels
et de leurs opposés :
Z=1{..,-2-1,01,2, ..} =NU(-N)

On munit cet ensemble de 1’addition et de la multiplication habituelles.

2.1 Divisibilité et Division Euclidienne
Définition. 2.1.1.
Soient a et b deux entiers relatifs. S’il existe un entier relatif ¢ vérifiant :
a=qb

alors il est équivalent de dire que : b divise a, a est divisible par b, b est un diviseur de
a ou encore que a est un multiple de b.

Exemples 2.1.1 1. Tous les entiers divisent 0, mais le seul entier divisible par 0 est 0 lui méme.
2. L’entier 1 est un diviseur commun de tous les entiers ainsi que —1.
3. Les seuls diviseurs de 1 et de —1 sont 1 et —1.

4. 6 divise 30 et 12 ne le divise pas.

Proposition. 2.1.1.

On définit ainsi une relation binaire sur Z réflexive et transitive mais n’est ni symé-
trique ni antisymétrique. La restriction de cette relation a I’ensemble des entiers natu-
rels est une relation d’ordre partiel.

Propriétés 2.1.1

29
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Pour tout a,b,c,u,v € Zona:

1. bdivise a < |b| divise |al.

a divise b et b divise a < |a| = |b|.
b divise a = be divise ac.

bdivise a = a = 0 ou bien |b| < |al.

SR RSN

cdivise a et b = c divise au + bv
Remarque 2.1.1 Deux entiers qui se divisent I'un I'autre sont dits entiers associés ce qui est
équivalent a dire, d’apres la propriété (2.), qu’ils sont égaux en valeur absolue.
Notation Pour tout a € Z on note D(a) 'ensemble des diviseurs positifs de a :
D(a) = {d € N: ddivise a}
Propriétés 2.1.2

Pour tout a,b € 7 :

1. D(a) = D(—a).

2. Pour a # 0 D(a) est fini.

3. Sibdivise a alors D(b) C D(a).

Théoréme. 2.1.1.

Division Euclidienne
Soient a,b € Z x 7" alors il existe un unique couple (¢, ) d’entiers relatifs tels que :

a=qb+r
0<r<|b

On parle de la division euclidienne de a par b. g et r s’appellent respectivement le
quotient et le reste de cette division, a est dit dividende et b le diviseur.

Preuve.

— Prouvons, d’abord, l'existence du couple (¢q,r) dans le cas ou, (a,b) € N x N*: On
considere
I={¢eN:a—qb>0}

I est une partie de N non vide (puisque 0 y appartient) et majorée par a. En effet : si,
q € I alors et comme b > 1onaura: ¢ < ¢gb < a. On en déduit que : I admet un plus
grand élément qu’on notera ¢ de sorte que par définition du plus grand élément on

aura :
qb < a
a<(g+1)b

En posant r = a — gb on déduit I'existence du couple (g, ).

— Existence dans le cas o1, a € (—N) et b € N* : Dans ce cas —a € N ce qui nous ramene
au premier cas. Il existe donc un couple (¢, ') d’entiers naturels vérifiant : —a = ¢'b+7"
avec 0 < 1’ < b par suite a = —¢'b — r’. Alors deux cas se présentent : si ' = 0 il suffit
de prendre ¢ = —¢' et r = 0 sinon, on prend ¢ = —¢' — 1 et r = b — r’. D’ot1 I’existence
dans ce cas aussi.
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— Existence dans le cas ot b € —N" : D’apres les deux cas précédents, on peut effectuer
la division euclidienne de a par —b donc il existe un couple (¢, ') d’entiers tels que :
a=¢q(=b)+1r"avec0 <1’ < (=b) = |b|. Il suffit alors de prendre ¢ = —¢' et = 1. Ainsi
l'existence du couple (¢, ) est assurée dans tous les cas envisagés.

— Nous allons établir maintenant 1'unicité : Considérons deux couples (q,7) et (¢',7")
réalisant les conditions du théoréme. Alors on a: (¢ — ¢')b = v’ — r ce qui signifie que
b divise (r' — 7). Or |(r' — r)| < |b| ce qui entraine d’apres la propriété (4.) précédente
que r' —r = 0. D’ot, 'unicité.

Ce qui acheve la démonstration du théoréme. |

Exemple 2.1.1 Effectuer la division euclidienne de 451 par 41 puis de 3225 par 35.

2.2 PGCD et PPCM d’entiers

2.2.1 PGCD de deux entiers et algorithme d’Euclide

Théoréme. 2.2.1.

(et définition)

Soient a et b deux entiers dont I'un des deux au moins n’est pas nul alors I'ensemble
des diviseurs communs a a et b admet un plus grand élément (au sens de 1’ordre de Z)
dit plus grand commun diviseur de a et b et noté PGCD(a,b) ou a A b.

Preuve. Suposons par exemple que a est non nul, alors D(a) est fini et par suite D(a)ND(b)
est une partie finie de N et de plus elle est non vide puisque 1 € D(a)ND(b). Ainsi D(a)ND(b)
admet bien un plus grand élément. u

Remarque 2.2.1 Le PGCD de deux entiers dont un au moins n’est pas nul est un entier naturel
non nul. On peut convenir que a A\ b = 0 lorsque a = b = 0.

Remarque 2.2.2 Sia # Oalorsa A0 = |al.

Propriétés 2.2.1

Soient a et b deux entiers tel que b # 0.

1. anb=|a|A|b| ; On peut donc toujours se ramener au calcul du PGC D d’entiers naturels.
2. aNb=|b| <= bdivise a.

3. aNb=bAa.

4. (aAb) ANc=aA (bA c) pour tout entier c.

5

. (ac) A (be) = || (a A 'b) ; Pour tout entier ¢ non nul.

o

(Z) A (2) = a|d/\|b : Pour tout diviseur d commun a a et b.

Lemme 2.2.1 (d'Euclide)
Soient a, b, q et r quatre entiers tels que : a = qb+r. Alorsona :

D(a) N D(b) = D(b) N D(r)
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ce qui entraine, en particulier, lorsque a ou b n’est pas nul que :

aNb=bAT
En particulier, sir = 0 alors :
aNb=b|
Preuve. Il suffit de remarquer que D(a) N D(b) = D(b) N D(r). |

Théoréme. 2.2.2.

(de I’Algorithme d’Euclide)
Soient @ et b deux entiers naturels tels que b n’est pas nul. Alors il existe un entier
naturel non nul k et deux suites finies d’entiers (g1, ..., ¢x) et (7o, ..., 7x+1) tels que

ro = a,r,==>o
qln—i—nHVlgzgk—l

Ti—1
0 < 1M1 <mpo<...<mr
Tk 75 0etrk+1:O
de sorte que :

alNb=r

On dit que a A b coincide avec le dernier reste non nul des divisions euclidiennes
effectuées dans l'algorithme d’Euclide.

Preuve. Onposery =aetr; =b
Premiére étape :
On effectue la division euclidienne de a = ry par b = ry :

a=qb+ry
0§7’2<b

On déduit du lemme d’Euclide que : @ A b = b A 5. De sorte que, sir, = O alorsa A b = b et
I'algorithme s’arréte. Sinon, on passe a 'étape suivante :

Deuxieme étape :

On réaapplique la premiere étape en remplacant @ = ry par b = r et b = r; par ry, on
obtient :

r1=0b=qry+r;
{ 0< r3 < T

etona:aAb=ry Ary =1y Ars.Si, rs = 0alors a A b = ry et sinon, on recommence.

Ce processus doit s’arréter au bout d'un nombre fini & d’étapes (1 < k£ < b). Car sinon,,
cela entrainerait I’existence de deux suites (g, ..., ¢) et (7o, ..., 7p+1) tels qu’on ait :

ri-1 = qin-—i—'r’”l v1§2§b
0 < Tb+1<7’b<...<7’1:b

soit que 0 < rp; < —1 ce qui est absurde. On déduit donc que l'algorithme s’arréte au bout
d’un nombre fini & d’étapes, ce qui signifie I'existence des deux suites finies (g, ..., qx) et
(rs ..., Tkt1) tels que :

ro = a, r ==

ric1 = qri+ripaVli<i<k-—1
0 < rmy1<mpa<..<m
ry # 0etrp =0
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IIs’ensuitque:aAb =1 A1y = ... =141 A1y = 7%. Ce qui acheve la preuve du théoreme. B

Algorithme (Détermination pratique du pged)

Soit a,b € Z* et d = pged(a, b). Comme a A b = |a| A |b| on peut supposer que a,b € N*.
1“test : Si b divise a alors d = b

Sinon On effectue la division euclidienne de a par b et il existe (g, 1) € Z* tels que :

a = bgy+r
0 < T1<b

Et d’aprés le lemme d’Euclided = a Ab=bA 1
2¢mtest : Siry divisebalorsd =aAb=bAr, =7
Sinon On effectue la division euclidienne de b par r; et il existe (¢1,72) € 72 tels que:

b = bg+1
< rp<ri<b

Et d’apres le lemme d’Euclide d = a Ab = bAr; = 1 Ary et on recommence le test avec r; et
ro. Comme {0, 1, ...,b — 1} est fini cet algorithme s’arréte dans au plus b étapes (b divisions
euclidiennes) et donc il existe n € N* et une suite d’entiers

O=r, <rp1<ma<..<r<rp=bettelquea ANb=bAri=ri Arg=r,_1 A1y =1p_1.
En conclusion a A b est le dernier reste non dans 1’algorithme d’Euclide ci-dessus.

Exemple 2.2.1 de détermination du PGCD de deux entiers :
235 AN 115 =5; 3527 N211 =1

235 | 115 | 5 3527 | 211 | 151 | 60 | 31 | 29 | 2
5 0 151 |60 |31 [29]2 |1

EXERCICE 2.2.1 1. Ecrire une fonction en python nommée " PGC D" prenant en argument deux
entiers a et b et renvoyant leur PGCD quand c’est bien défini.

2. Qu’obtient-on en exécutant le script précédent si :

(a) a=0etb=2.

(b) a =3527etb=211.
(c) a=17643 et b = 2017.
(d) a=201T7etb= 17643.

Théoréme. 2.2.3.

(Relation de Bézout) Soient a,b deux entiers non tous les deux nuls et soit § leur
PGCD. Alors, il existe deux entiers u et v tel que au + bv = ¢

Preuve. Constructive s’appuyant sur un algorithme dit algorithme d’Euclide étendu :
On suppose par exemple que b # 0 (sinon, 0 = |a| et il suffit de prendre u = £1 selon si
a>0oua < 0etv=0). Onreprend alors I'algorithme d"Euclide :

ro = a, r==0

ric1 = qri+ripavVli<i<k-—1
0 < rmy1<mpa<..<m
ry, # 0etrpy =0
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ce qui donne :
0 =Tk ="Tk-2— Q1Tk—1

et par une récurrence finie et descendante, on établit que pour tout 1 < i < k — 1, il existe un
couple d’entiers (u;, v;) vérifiant :
0 = Ti—1U; + T;

En particulier, on a : § = auy + bv;. Ce qui montre I’existence du couple (u, v). [ |

Exemples 2.2.1 Déterminer u et v tels que :

1. 235u + 115v = 5.
2. 3527u + 211v = 1.
3. 17643u + 2017v =1

Remarque 2.2.3 La réciproque du théoreme précédent est fausse sauf si 6 = 1 comme on va le voir
dans la section suivante. Contre exemple : En reprenant le premier exemple précédent et en prenant
u' = 2u et v = 2v on obtient : 235u’ + 115v" = 10 mais 235 A 115 # 10.

EXERCICE 2.2.2 1. Traduire I'algorithme d’Euclide étendu en un script Python.

2. Appliquer ce programme pour déterminer un couple d’entiers w et v vérifiant : 17643u +
2017v =1

Proposition. 2.2.1.

D(a) ND(b) = D(aAb) : Tout diviseur commun a a et b divise a A b. En d’autres termes
a A b est le plus grand élément au sens de la divisibilité de I'ensemble des diviseurs
positifs communs de a et b.

Preuve. Posons 6 = a A b et soit d un diviseur commun de a et b. En appliquant la relation
de Bézout, il existe deux entiers u et v tel que : au + bv = §, et comme d est un diviseur
commun de a et b il existe deux entiers k et k' tels que : a« = kd et b = k'd, de sorte que
§ = d(ku + k'v), et donc d divise 6. Ainsi D(a) N D(b) C D(§). Inversement, il est claire que
tout diviseur de § est un diviseur commun a a et b ce qui montre l'inclusion inverse. D’ou le
résultat. |

Corollaire. 2.2.1.

Soient a et b deux entiers non tous les deux nuls et soit § un entier naturel. Alors on a :

d est un diviseur commun a a et b

I=ahb= { Tout diviseur commun a a et b divise 0

Preuve. =) Si 0 = a A b alors et d"apres la proposition précédente D(a) N D(b) = D(0) ce
qui démontre le premier sens

<) On suppose que ¢ vérifie les deux conditions 0 est un diviseur communaa et b
Alors et comme 0 est un diviseur commun a a et bon a : D(6) C D(a) N D(b). Puis la pro-
priété : tout diviseur commun a a et b divise 0 s’interpréte par : D(a) N D(b) C D(J). Ce qui
entraine 1'égalité :D(a) N D(b) = D(J) et acheve la preuve. |

Tout diviseur commun a a et b divise §
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2.2.2 Entiers premiers entre eux

Définition. 2.2.1.

Deux entiers a et b sont dits premiers entre eux lorsque a A b = 1. Ce qui signifie en
d’autres termes que les seuls diviseurs communs a a et b sont 1 et —1.

Exemple 2.2.2 17643 et 2017 sont premiers entre eux.

Théoréme. 2.2.4.

(Caractérisation du PGCD)
Soient a et b deux entiers non tous les deux nuls et soit § un entier naturel. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

1.anb=9
b
2. § est un diviseur commun a a et b et <§) A <5> —
. . Vi /! . a = 50//
3. Il existe deux entiers a’ et b’ premiers entre eux tels que : b— 5Y

b
Preuve. 1. = 2.) On suppose que a/Ab = ¢ donc ¢ est un diviseur commun et (g) A (6) =

aNb
o b
2. = 3.) On suppose (2.). Il suffit de prendre o’ = % etdh = 3

3.) = 1.) On suppose (3.). Alorsa Ab =6 (a' Ab') = 4.

Ce qui achéve la preuve. |
Théoreme. 2.2.5.
(De Bézout)

Deux entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement s'il existe deux entiers u et
v vérifiant :
au+bv =1

I'identité précédente s’appelle identité de Bézout et les entiers u et v sont ses coeffi-
cients.

Preuve.

1. En appliquant 1’algorithme d’Euclide étendu on démontre que la condition est bien
nécessaire.

2. La condition est aussi suffisante : En effet, supposons 'existence d’entiers u et v tels
que : au + bv = 1 et soit d un diviseur commun de a et b alors d divise au + bv et donc
divise 1. Ceci montrer que a et b sont premiers entre eux.

|
Remarque 2.2.4 Le couple des coefficients de l'identité de Bézout quand il existe n’est pas unique.

Propriétés 2.2.2
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Soient a, b et c trois entiers.

1. Siau+bv=1lalorsaAb=aANv=bAu=uNv=1.
2. Sia Ab = 1alors pour tousn,m € Nona:a" Nb™ = 1.

b divise a
3. Si cdivise a p alors be divise a.
bhe=1

Preuve. La premiére propriété est une conséquence directe du théoreme de Bézout.

Pour la deuxiéme : on montre d’abord par récurrence sur n que pour toutn € Na"Ab =1
en effet, pour n = 0, on obtient a’ A b = 1 A b = 1 puis si on suppose que a” A b = 1 pour un
certainn € N alors et par application du théoreme de Bézout, il existe deux couples d’entiers
(u,v) et (z,y) tels que : a"u+bv = ax + by = 1. On multiplie les deux membres et on obtient :
a" ! (ux) 4+ b(avx + bvy + a"uy) = 1 ce qui montre que "' Ab = 1. D’ott la récurrence. Donc,
pour tout n € Non a: a" A b = 1. Maintenant en fixant n dans Non a: a" A b = 1 alors et
en remplagant a par b et b par a" on obtient : Pour tout m € N, a" A b™ = 1. D’ou le résultat
escompté.

Pour la troisieme propriété : Comme b A ¢ = 1 il existe un couple d’entiers (u, v) tel que
bu + cv = 1, en multipliant de part et d’autre par a on obtient : « = abu + acv mais comme
b et ¢ divisent a alors bc divise ac et ab et par suite il divise a en utilisant la propriété (1.1.5).
Ce qui acheve la preuve. |

Théoréme. 2.2.6.

(Lemme de Gauss)

: : : divise b ..
Soient a, b et c trois entiers tels que : { aa ;\gls_e 1c . Alors a divise c.

Preuve. Ce grand résultat est une conséquence du théoreme de Bézout. En effet, comme
a et b sont premiers entre eux, il existe un couple d’entiers u et v tels que au + bv = 1. On
multiplie de part et d’autre par c on obtient : ¢ = acu + bcv et comme a divise a et bc alors il
divise acu + bev ce qui signifie que a divise c. u
EXERCICE 2.2.3 Soient a et b deux entiers premiers entre eux. On suppose b # 0 par exemple.

1. Montrer qu'il existe un unique couple d’entiers (ug, vo) vérifiant :

aug + bvg =1
0 <wgy < b et |vo| < |al

2. Résoudre, en fonction de (ug, vo), 'équation Diophantine en (x,y) € Z* : ax + by = 1.

3. Résoudre dans 7* I'équation : 17643z + 2017y = 1

4. Déduire les solutions de I'équation : 176430z + 20170y = 10

Corollaire. 2.2.2.

(Forme irréductible d’un nombre rationnel)
Tout nombre rationnel r s’écrit de maniere unique sous la forme :

==
q

tel que (p,q) € Z x N* et p A ¢ = 1. Lécriture précédente s’appelle forme irréductible
ou forme réduite du rationnel r.
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Preuve. Par définition d’un nombre irrationnel, il existe (a,b) € Z x Z* tel que : r =

—c | Q

Soit 6 = a A b alors et d’apres le théoréme de caractérisation du PGCD il existe un couple

o a
d’entiers (d, ') premiers entre eux tels que : { b— 52, de sorte que : r = E Sib > 0 alors
onprend p=ad'etq=10 etsib<0onprendrap = —a' et ¢ = —b". Ce qui montre l'existence

du couple (p, ¢). Montrons maintenant son unicité : Soit (p’, ¢’) un autre couple de Z x N* tels
/

quep’' Nqg =1letr = p—/ Alors et par définition de I'égalité de deux fractions rationnelles on
q

obtient : pg’ = p'q. Par suite ¢ divise p'q avec p’ A ¢’ = 1 alors et d’apres le lemme de Gauss ¢’
divise ¢. De méme et comme ¢ divise pq’ on obtient ¢ qui divise ¢'. Donc ¢ et ¢’ sont associés
et comme de plus ce sont des entiers naturels on déduit que ¢ = ¢’ ensuite on obtient p = p'.
Ce qui montre 1"unicité et achéve la démonstration du corollaire. u

2.2.3 PPCM de deux entiers
Pour tout @ € Z on note M (a) I'ensemble de tous les multiples de a :
M(a) ={ka: k € Z}
Exemples 2.2.2 M(0) = {0} et M(1) = M(—1) =Z
Remarque 2.2.5 Pour tout entier aona:
1. M(a) = M(-a)

2. 0 € M(a)
3. a,—a € M(a)

Théoréme. 2.2.7.

(et définition)
Soient a et b deux entiers non nuls. Alors M(a)NM (b)NN* admet un plus petit élément
dit le plus petit commun multiple de a et b noté : PPC' M (a,b) ou encore a \ b.

Preuve. En remarquant que |ab| € M(a) N M (b) "N* on déduit que M (a) N M (b) "N* est
une partie non vide de N. Donc elle admet un plus petit élément. u

Proposition. 2.2.2.

Soient a et b deux entiers non nuls. Alors M(a) "M (b) = M(aVb) : En d’autres termes
tout multiple commun de a et b est un multiple de a V b.

Théoréme. 2.2.8.

(de Caractérisation)
Soient a et b deux entiers non nuls et soit m un entier naturel. Alorson a:

m est un multiple commun de a et b

=Y b= { Tout multiple commun de a et b est un multiple de m

Preuve. =) Sim = aV b alors et d"apres la proposition précédente M (a)NM(b) = M(m)
ce qui démontre le premier sens
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m est un multiple commun de a et b
Tout multiple commun de a et b est un multiple
Alors et comme m est un multiple commundeaetbona: M(a)NM(b) C M(m). Puis la pro-
priété : tout multiple commun de a et b est un multiple de m s’interpréte par : M(a)NM(b) C
M(m). Ce qui entraine 1'égalité :M(a) N M(b) = M(m) et par suite M(a V b) = M(m) cela
signifie que a V b et m sont deux entiers naturels associés donc égaux. Ceci acheve la preuve.
|

<=) On suppose que m vérifie les deux conditions

Propriétés 2.2.3

Soient a et b deux entiers non nuls.

1. aVb=|a|V|b| ; On peut donc toujours se ramener au calcul du PPC M d’entiers naturels.
aV b= |a| <= bdivise a.

aVb=>bVa.

(aVb)Ve=aV(bVc); pourtout entier c non nul.

SRS R

(ac) V (be) = |¢| (a Vv b) ; Pour tout entier ¢ non nul.

S

(Z) V (2) = a|:l/|b : Pour tout diviseur d commun a a et b.

Théoréme. 2.2.9.

Soient a et b deux entiers non nuls. Alorson a :

(a Ab)(aVb)=lab|

ce qui permet, en particulier, de déduire le PPCM de a et b connaissant leur PGCD.

Preuve. Quitte a considérer leurs opposés, on peut supposer a et b des entiers naturels
nonnuls etonpose:m =aVbetd=aAbetsoients a’ et les deux entiers premiers entre
eux tels que : @ = da’ et b = ob'. Le probléme revient a démontrer que m = da't’. Or, da'b’ est
un multiple commun de a et b et de plus, si k est un multiple commun de a et b alors I'entier

— est un multiple commun de a’ et b’ qui sont premier entre eux, donc — est un multiple de

a't’ (d’apres la propriété ) et par suite k est un multiple de da't’. Ce qui montre, d’apres le
théoreme de caractérisation du PPCM, que da’t’ = a V b (en remarquant que da’b’ est de plus
positif). Do, |ab| = ab = §?d't = (a A b) (a VD). |

Corollaire. 2.2.3.

Deux entiers non nuls a et b sont premiers entre eux si et seulement si a V b = |ab| .




2.2. PGCD ET PPCM D’ENTIERS 39

2.24 PGCD et PPCM de plusieurs entiers

Définition. 2.2.2.

Soient ay, ...,a, n entiers,n € N:n > 2

1. On suppose qu'un au moins des a; : 1 < k& < n n’est pas nul. Le plus grand
élément de ]ﬁlD(ak) s’appelle plus grand commun diviseur de a4, ..., a, et se

note k&ak ou encore PGCD(ay, ..., a,).

2. Lorsque tous les a; sont non nuls, le plus petit élément positif de ]ﬁl./\/l(ak)

s’appelle plus petit commun multiple de a4, ...,a, et se note k\i/lak ou encore
PPCM(ay, ..., a,).
3. Les entiers ay, ..., a, sont dits premiers entre eux (dans leur ensemble) lorsque

A 1
A

\.

Remarque 2.2.6 Le calcul du PGCD et du PPCM de n entiers se fait par récurrence en se rame-
nant a celui de dux entiers puisqu’on a :

A "N ) A
FARL (k:lak On
v V) v
A (k:lak> On

Exemples2.23 1. 6 A14A21 = (6 A 14) AN21 =221 =1 (6,14 et 21 sont premiers entre
eux).

2. 3V7TV1I4V6=(-3V6)V(TV14) =6V14=2x(3VT7)=2x21=42

Théoréme. 2.2.10.

(de caractérisation)
Soient a4, ..., a, n entiersnonnuls,n € N:n > 2.

1. On suppose qu'un au moins des a; : 1 < k£ < n n’est pas nul et soit d un entier
naturel non nul. Alorson a:

n < k< ivi
dzkélak@{\ﬂ_k_n d divise ay,

tout diviseur commun de a4, ..., a, divise d

2. On suppose tous les a;, sont non nuls et soit m un entier naturel non nul. Alors
ona:

n V1 <k <n mmultiple de a
m= V ag . . .
k=1 tout multiple commun de ay, ..., a,, est multiple de m

Preuve. Peut étre établi par récurrence sur n. |
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Théoréme. 2.2.11.

Soient aq,...,a, n entiers non nuls, n € N : n > 2 et soit 0 leur PGCD dans leur
ensemble. Alors, il existe n enters uy, ..., u,, tels que:

n
Zakuk =4
k=1

La relation précédente est dite relation de Bézout. La réciproque est bien sére fausse
en général.

Preuve. Par récurrence :
— Pour n = 2 la propriété a été établi au paragraphe précédent.
— Soit n un entier > 2 telle que la propriété soit vraie pour n — 1 et considérons n entiers

—1
non nuls. Posons § = k/i\lak = (Z/_\lak> A a, donc d’apres le cas particulier n = 2

n—1
il existerait deux entiers u et v tels que : (k/\lak> u + a,v = ¢ et par hypothese de

n—1
» . . . . / n—1 » .
récurrence il existe aussi, n — 1 entiers u, ..., u,, ; telque: > apu, = A aj. On déduit
k=1
k=1
n !/
. . uy =uuvV1<k<n-—1
alors la relation escomptée : » _ayuy = § en prenant :{ B - =
Up =V
k=1 n

EXERCICE 2.2.4 Déterminer § = 45 A 30 A 72 et déterminer trois entiers u, v et w tels que : 45u +
30v + 72w = 4.

Corollaire. 2.2.4.

(Caractérisation d’entiers premiers entre eux)

Théoreme. 2.2.12.
n entiers ay, ..., a, sont premiers entre eux (dans leur ensemble) si et seulement s’il

n
existe n entiers uy, ..., u, tel que : > _azuy = 1.
k=1

n
Preuve. <) On suppose qu’il existe n entiers u, ..., u, tel que : Y aju, = 1 et on consi-
k=1
dere un diviseur positif commun a a4, ..., a,,. Alors et en généralisant par récurrence la pro-

priété 2?5.on déduit que d divise 1 donc d = 1. Ce qui montre que lZ\lak =1

=) On suppose que ay, ..., a,, sont premiers entre eux. n

Remarque 2.2.7 n entiers ay, ..., a,, peuvent étre premiers entre eux sans étre premiers deux a deux.
6, 14 et 21 sont premiers entre eux mais non premiers deux a deux.
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2.3 Nombres premiers

2.3.1 Notion des nombres premiers

Définition. 2.3.1.

Un entier p est dit premier si p > 2 et ses seuls diviseurs dans N sont 1 et lui méme :
D(p) = {-p,—1,1,p}.

Exemples 2.3.1 2,3,5,7,11,13,17,19, 23 et 29 sont les dix premiers nombres premiers. 1 n'est pas
un nombre premier!!

Notation On note P I'ensemble de tous les nombres premiers :
P ={2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, ...}

Propriétés 2.3.1

1. Pour tout entier a on a : p divise a ou bien p et a sont premiers entre eux.
2. Deux nombres premiers sont soient égaux soient premiers entre eux.

3. Soient p et q deux entiers premiers distincts. Alors pour tous entiers naturels cc et fon a :
o B _
p* ANg” = 1.

4. Soient ay, ..., a, n entiers et p un nombre premier tel que p divise ﬁak alors il existe 1 <
k < n tel que p divise ay. =

5. Soient py, ..., p, et p n + 1 nombres premiers tel que p divise ﬁpk alorsilexiste 1 <k <n
tel que p = py,. =

6. Soient pn, ..., p, n nombres premiers distincts deux a deux et soit a un entier tel qu'il existe

n
n entiers naturels o, ..., o, tels que : VY1 < k < n pp* divise a alors H p* divise a.
k=1

Théoréme. 2.3.1.

(Crible d’Eratosthene)
Un entier p > 2 est premier si et seulement si p n’est divisible par aucun entier naturel

<Vb

EXERCICE 2.3.1 Ecrire un algorithme de test de primalité utilisant le crible d’Eratosthéne. Traduire
cet algorithme en un script python.

2.3.2 Décomposition d’un entier en produit de facteurs premiers

Lemme 2.3.1 Tout entier n > 2 admet au moins un diviseur premier.

Preuve. On raisonne par récurrence sur n > 2 :

— Pour n = 2 : 2 est un diviseur premier de lui méme
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— Soit n un entier > 2 pour lequel on suppose la propriété vérifiée pour tout entier 2 <
k < n et on montre la propriété pour n. Si n est premier, c’est terminé puisque ¢a sera
un diviseur premier de lui méme. Sinon, cela signifie qu’il admet un diviseur 2 < d < n
alors et par 'hypothése de récurrence d admet un diviseur premier p.

Proposition. 2.3.1.

L’ensemble P des nombres premiers est infini.

Preuve. On raisonne par 1’absurde et on suppose P fini de cardinal n : P = {p1, ..., p,}

et considerons l'entier N = <H pk> '+ 1. D’apres le lemme N admet un diviseur premier p

k=1
n

qui appartient P donc p divise [ [ px et par suite p divise 1 ce qui contredit le fait que p soit
k=1
premier. D’ou, la proposition. n

Notation L’ensemble des diviseurs premiers d'un entier a se note P(a).

Proposition. 2.3.2.

(et définition)
Soit n un entier > 2 et soit p un nombre premier alors il existe un plus grand entier
naturel k vérifiant p* divise n noté v,(n) dit valuation p-adique de a :

v,(n) = max{k € N : p* divise n}.

Preuve. {k € N : p* divise n} est une partie de N, non vide (elle contient 0) et majorée par
n. En effet : Comme p est > 2 alors pour tout entier naturel k ona: £k < p*. Or, si p* divise n
alors p* < n etdonc k < n. Ainsi {k € N : p* divise n} admet un plus grand élément. Ce qui
justifie I’existence de v,(n). |

Exemple 2.3.1 v5(100) = 2, v5(100) = 2 ef v3(100) = 0.

Proposition. 2.3.3.

Soit p un nombre premier et k£ un entier naturel. Alors 1, p, ..., p* sont exactement les
diviseurs de p* dans N.

Théoréme. 2.3.2.

(de caractérisation)
Soit n un entier > 2 et k € N. Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. k=wv,(n)

5 p* divise n
" | p"™ ne divise pas n

n = gp"

3. Nl existe g € N telle que : { pne divise pas ¢

en particulier : p divise n si et seulement si v,(n) # 0.
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Preuve. Notons I = {i € N : p’ divise n}.
1. = 2.) On suppose k = v,(n), donc et par définition du plus grand élément d'une
. . L. < g pk divise n
partie, k € [ et k+ 1 ¢ I ce qui est équivalent a dire que { 1 ne divise pas n
, ) Pk divise n

2. <=3.) On suppose qu'on a: { 1 ne divise pas n
que :n = gp" d’un autre coté p ne divise pas ¢ car sinon, on aura pFtL divise n ce qui est
absurde. D’ou, I'implication.

3. = 1.) On suppose l'existence de ¢ € N telle que : n = ¢p* avec p qui ne divise pas g.
Alors d’un coté p* divise n et donc k € I. Et d’un autre coté, pour tout i € I, on a p’ divise
n = qp' et comme p est premier et ne divise pas g alors p A ¢ = 1 et donc p’ A ¢ = 1 par
suite et d’apres le lemme de Gauss on obtient p’ divise p*ce qui implique que i < k et donc
I est majorée par k. Ainsi, k est le plus grand élément de I et k = v,(n). Ce qui acheve la
démonstration. [

alors d’un coté, il existe ¢ € N telle

Propriétés 2.3.2

Soit p un nombre premier. Alors :

1. Pour tous entiers n et m on a : v,(nm) = v,(n) + v,(m).

2. Pour tous entier n et entier naturel r on.a : vy(n") = rv,(n).

Preuve.

1. On pose k = v,(n) et k' = v,(m) donc il existe deux entiers g et ¢’ tels que : n = gp" et

/ . . . . . . . .
m = ¢'p avec p ne divise ni ¢ ni ¢’ donc premier avec les deux. Par suite p ne divise pas

leur produit ¢¢’ et on a nm = (qq’) PP alors et d’apres le théoréme de caractérisation
précédent on déduit que v,(nm) = k + k'

2. On raisonne par récurrence sur r en exploitant la propriété précédente.
|

Théoréme. 2.3.3.

(de décomposition d'un entier en produit de facteurs premiers)
Soit n un entier > 2 et soient py, ps, ..., p, les diviseurs premiers de n. Alorson a :

. vp,, (1) vp(n
n = Hpkpk = H p P( )
k=1 peP(n)

cette décomposition est I'unique décomposition, a 1’ordre des facteurs pres, de n en
produit de facteurs premiers.

Preuve.

— Décomoposition : Par définition de la p-valuation, on a pour tout 1 < k < r, pZ”’“ )
divise n et comme p;, ..., p, sont des nombres premiers distincts deux a deux ils sont

premiers entre eux deux a deux et par suite : i (n), ey DI ™) sont premiers entre eux
s

deux a deux. On en déduit que leur produit [ ] p,* ™ divise n. Donc il existe q € Ntelle
k=1

'
que n = qH pzpk(n). Si ¢ était > 2 alors il admettrait un diviseur premier p qui divise
k=1
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donc n aussi donc il existerait un indice 1 < ¢ < r tel que p = p;. On obtient alors que

Upi (n
%

" divise n ce qui contredit la définition de la p-valuation.

— Unicité : On suppose que n admet une autre décomposition en produit de nombres

. . g B N . . L. R

premiers distincts : n = qu" ol ¢y, ..., ¢s sont des nombres premiers distincts deux a
k:1 . .

deux et i, ..., 35 sont des entiers naturels non nuls. On peut aussi supposer que ¢; <

... < gs et de méme que p; < ... < p,. Il s’agit alors de montrer que r = s et que pour
toutl <i<r p,=qetp = vpi(n). Pour cela on remarque que pour tout 1 <i < r

ona: p; divise n = HqZk et comme ¢y, ..., ¢, sont des nombres premiers distincts deux
k=1
a deux alors il existe 1 < j < s tel que p; = ¢; et donc {p1,....p.} C {q1,....¢s}. En

inversant les roles des p; et des ¢, on obtient l'inclusion inverse, ce qui montre que
les deux ensembles sont égaux et en particulier ont le méme cardinal. Ainsi r = s
d’un co6té, d’autre part et comme les p; et les ¢; sont ordonnés dans le sens croissant

T T
on obtient que : p; = ¢; pour tout 1 < i < r. Ainsi n = [] = 11 pzp’“(n). Reste a
k=1 k=1
montrer que, pour 1 < i < r 3; = v,,(n) : or, on a par hypothese p," divise n dong, et
par définition de v,;(n), 8; < vy, (n). Réciproquement si 3; < v,;(n) alors, et en divisant
T T
les deux membres de I'égalité [] P = [Ip ) par p,’, on obtient p;” (n
k=1 k=1

=B Qivise

T

11 pik ce qui va entrainer l'existence d'un entier k£ # i tel que p; = p; ce qui est
k=1,ki
absurde. D’ot, V1 < i < r f3; = v,,(n). Ce qui acheve la démonstration du théoreme.

Remarque 2.3.1 En remarquant que P(1) = 0, on convient que l'écriture 1 = [] por) est
peP(1)
I"unique décomposition de 1 en produit de facteurs premiers.

Exemple 2.3.2 Décomposer 2018 en produit de facteurs premiers.

Corollaire. 2.3.1.

(Caractérisation de la divisibilité)
Soient a et b deux entiers naurels non nuls. Alorson a:

P(b) C P(a)

b divise a <= { Vp € P(a) v,(b) < vy(a)

Preuve. Posons P(a) = {p1, ...,p, } et i, = vy, (a) ol py, ..., p, sont distincts deux a deux.
P(b) C P(a)

<=) On suppose que { Vp e P(b) (b < v,

(@) - Posons [, = vy, (b) pourtout1 < k <r.

On écrit alors a = ¢gb avec ¢ = H p‘,:’“_ﬁ * € N ce qui montre que b divise a.
k=1
—>) on suppose que b divise a. Sib = 1 alorsona: P(b) = 0 C P(a) et pour tout p € P(a)
0 = v,(b) < v,(a). Sinon, tout diviseur premier de b est un diviseur de a et donc on a bien
P(b) C P(a). Puis, pour tout p € P(a), on a, par définition de v, (b), p*** divise b qui divise
a donc p*®) divise a alors, et par définition de v,(a), v,(b) < v,(a). Ce qui achéve la preuve.
|



2.4. CONGRUENCE MODULO UN ENTIER 45

EXERCICE 2.3.2 Soit n un entier > 2 dont la décomposition en produit de facteurs premiers est
donnée par :

n — szpk (n)
k=1
On note D(n) 'ensemble des diviseurs de n dans N.

1. On pose :

T

111010, ax[]] — D(n)

k=1

P - r
(/817‘“767’) — Hpgk
k=1

Justifier qu’on définit ainsi une application bijective.

2. En déduire le nombre de diviseurs positifs de n.

Corollaire. 2.3.2.

(Application au calcul du PGCD et du PPC'M)
Soient a et b deux entiers naurels non nuls. Alors on a :

anb = [ prmce@es)
peP(b)NP(a)

avhb = [ preee@m)
pEP(b)UP(a)

24 Congruence modulo un entier

Soit n un entier.

Définition. 2.4.1.

(Relation de congruence modulo n)
Deux entiers a et b sont dits congrus modulo n s’il existe & € Z tel que a — b = kn ce
qui signifie que n divise a — b. On note dans ce cas a = b [n].

Remarque 2.4.1 La congruence modulo n coincide avec la congruence modulo (—n). Pour cela,
dans la suite on suppose n entier naturel.

Proposition. 2.4.1.

On définit ainsi une relation d’équivalence sur Z dite congruence modulo n.

Preuve.

— Réflexivité : Pour tout entier a on a : n divise 0 = a — a donc a = a [n]. D'oy, la
réflexivité.

— Symétrie : Soient a, b € Z telle que : a = b [n] ce qui signifie que n divise a — b par suite
n divise aussi b — a et donc : b = a [n]. d’ot, la symétrie.

— Transitivité : Soient a, b, ¢ € Z telle que : a = b [n] et b = ¢ [n], ce qui signifie que n divise
a—betb— c. Alors n divise leur somme a — ¢ et donc a = ¢ [n]. D’ou, la transitivité. Ce
qui montre que la congruence modulo n est bien une relation d’équivalence.
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[ |
Définition. 2.4.2.

Pour tout a € Z on notera cl,,(a) ou simplement @ la classe d’équivalence de a :

a={a+kn:keZ}

L’ensemble Z /nZ est I'ensemble de ces classes :
Z/nZ = {atel que a € Z}

Théoréme. 2.4.1.

1. Pourn =0o0na:Z/nZ = {{a} tel que a € Z}
2. Pourn > 1, Z/nZ = {0,1,...,n — 1} de cardinal fini n.

Preuve.

1. Pour n =0, on a, pour tout a,b € Z :

b € a<=a=0][0]
<= (0Odivisea — b
<~ a—-b=0

donc, pour tout a € Z, @ = {a} et par suite Z/0Z = {a tel que a € Z} = {{a} tel que
a€Z}.

2. Pour n > 1. Il est clair que {0,1,...,n — 1} C Z/nZ et inversement : soit a € Z. Effec-
tuons la division euclidienne de a par n et soient g et r le quotient et le reste respectifs
de cette division euclidienne de sorte que :

a—r=qnet0<r<n-1

ce qui montre que ¢ = r [n] et donc a et r ont la méme classe d’équivalence, en d’autres
termesa =T etr € {0,...,n — 1}. Ainsi, Z/nZ = {0,1, ...,n — 1}. Reste a montrer que
cet ensemble contient exactement n éléments. Cela revient a montrer que ses éléments
0,1,...,n — I sont distincts deux a deux. Pour cela, on va raisonner par contre-apposée :
Soient donc r, 7’ € {0, ...,n—1} tels que 7 = 1’ ce qui est équivalenta r = r’ [n] ou encore
ndivise r—r'. Or, [r — r'| < n donc nécessairement r —r/ = 0. Ce qu'il fallait démontrer.

Propriétés 2.4.1

On suppose n un entieret > 2. Alors, pour tout a,b,a’, b’ € Z tels que a = o' [n] et b = b [n].
Alorsona:

1.a+b=d +V[n]
2. ab=d't [n].
3. Pour tout k € Z ka = ka' [kn]
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Preuve. Par hypotheseil existe k, k' € Z tels que : a —a’ = knetb— V' = k'n de sorte qu’en
sommant on obtient : (a 4+ b) — (o’ + b') = (k + k")n et par suite n divise (a + b) — (a' + b') ce
qui est équivalent a a + b = o’ + b’ [n]. De méme en écrivant : ab — o't/ = (a — a’)b+a'(b— V')
on obtient que n divise ab — a'b’ et donc ab = a't’ [n]. Pour le troisiéme point, pour k € Z, on
a:ka—ka =k(a—d')etcomme n divise a — a', kn divise k(a — a’) = ka — ka’ ce qui montre
que ka = ka' [n]. |

Lemme 2.4.1 Soit p un nombre premier. Alors pour tout entier 1 < k < p—1ona:pdivise < i > )

Preuve. On rappelle que pour untel kona:

(4) -t 1 (151

de sorte que : p divise k& ( Z ) et comme p est un nombre premier et 1 < k& < p — 1 alors
p Ak =1.Dong, et d’apres le lemme de Gauss, p divise ( i > ) [ |

Théoreme. 2.4.2.

(Petit théoreme de Fermat)
Soit p un nombre premier. Alors pour tout entier a on a :

1. a? = a [p]
2. SiaAp=1lalorsa® ' =1p

Preuve.

1. Pour a € N, on raisonne par récurrence : Pour a = 0, il n’y a rien a montrer. On suppose
la propriété vraie pour un certain a € N alors et par application du formule du Binéme

de Newton on obtient : )
P _ p k
(a+1)P = I;) < I ) a

p
k
p divise (a 4+ 1)? — (1 + a) ce qui signifie que : (¢ + 1)’ = (a + 1) [p] ce qui montre la
récurrence. Ainsi, Va € N a” = a [p|. D’autre part, et comme pour p premier impair, on

or, et d’apres le lemme précédent, pour tout 1 < k < p — 1 p divise par suite

a:(—1)» = —1 on déduit que : Va € N (-a)? = —a [p] ce qui montre la propriété pour
tout a € Z. Pour p premier pair c’est a dire p = 2, on remarque que: Ya € Z —a = a [2]
et comme Va € N a® = a [2] on obtient: Va € N (—a)? = ¢* = a = —a [2] et par suite la

propriété est encore vraie pour p = 2.

2. On suppose maintenant que a A p = 1. La propriété précédente montre que p divise
a(a?~! — 1) alors et en appliquant le lemme de Gauss, on déduit que p divise a” ' — 1
ce qui signifie que : "' = 1 [p]. D’ou, le théoréme.

|

EXERCICE 2.4.1 Montrer que pour tout m,n € N mn(m® —n®) = 0 [56730]

EXERCICE 2.4.2 (Lemme chinois)
Soient n et m deux entiers premiers entre eux.
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1. En utilisant l'identité de Bézout, montrer que pour tout entiers a et b le systéme {

admet toujours des solutions.

Z]nmZ — Z/nZ x L/ mZ

2. Onpose f: Clym () = (clp(x), clp(T))

(a) Vérifier que f définit une application.
(b) Montrer que f est injective
(c) En déduire que f est une bijection

r =3 [41]

3. Exemple : Résoudre { v =2[7]

EXERCICE 2.4.3 (Indicateur d’Euler)
Pour tout entier n > 2, on pose :

o(n) = card{k € {0,1,...,n — 1} tel que k An =1}

On définit ainsi une application o de I'ensemble des entiers > 2 dans N dite indicateur d’Euler.
Montrer que :
1. Pour tout entier premier p p(p) = p — 1.
2. Sin est un entier primair (c’est d dire de la forme p™ ot p est un nombre premier et « € N*)
alors : o(n) = p* — p* L.
3. Pour tous entiers n et m premiers entre eux p(nm) = p(n)p(m).
. 1
4. Pour tout entiern > 2, p(n) = n]] (1 - -).
peP(n) P

5. Exemple : Calculer (99999).



Chapitre 3

Les polynomes

Tout au long de ce chapitre, on désigne par K un sous corps de C, principalement Q, R ou
C.

3.1 Généralités

3.1.1 L’algebre des polynomes

Définition. 3.1.1.

On appelle polynome a coefficients dans K toute suite (a,),>0 = (a0, a1, - ,a,,0,- )
d’éléments de K nulle a partir d"un certain rang r € N, c’est = dire que a,, = 0 pour tout
n > r. On définit les opérations suivantes sur les polynomes. On note K[X] I’ensemble
des polyndmes a coefficients dans K.

. . 3n+1 . e
Exemples 3.1.1 La suite (a,),>o définie par a,, = { Z+ 1J pour tout n € N, ot || désigne la
N n
partie entiere de tout réel x € R, est un polynome a coefficients dans Q, car elle est nulle dés que
n > 4.

Proposition. 3.1.1. et définition

Si P = (an)n>0, @ = (bn)n>0 sont deux polyndmes a coefficients dans K, et A € K, alors
les suites P 4+ Q = (an + bn)n>0, AP = (Aan)n>0 P X Q = (¢,)n>0, OU les coefficients ¢,
sont définis par la formule

n
VneN, ¢, = Z by
k=0

sont de polynomes. On les appelle respectivement : la somme de P et (), le produit de
P par le scalaire \ et le produit de P et Q).

Preuve. En effet, (a,),>0 est nul a partir d"un certain rang p € N, et (b,,),,>0 est nul a partir
d"un certain rang ¢ € N alors il est clair que :

49
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— Vn > max(p,q), a,+0b,=0,
— VYn>p, Aa,=0
— Vn>p+gq, ¢, = Z arbn—r = 0, car, pour tout n > p + ¢ et tout k € [0, n], soit k > p,

k=0
soit n — k > ¢, donc; soit a;, = 0, soit b,,_;, = 0 et par suite ab,,_ = 0.

Proposition. 3.1.2.

(K[X],+, ., ) est une algebre commutative.

Preuve. Exercice |

Proposition. 3.1.3.

K est isomorphisme d"une sous-algebre de

Preuve. En effet, il est facile de montrer que (K[X], +, ., x). L'application de

¢: (K+,.,%x) = (KX, +,.,x)
a — (OJ,0,0,"',"')

est un morphisme d’algébre injectif. |

Remarque 3.1.1 L'isomorphisme entre K et son image par ¢ permet de confondre tout élément o €
K et son image ¢(a) = («,0,0,--- ,---), et par suite considérer K comme une partie de K[ X]. Ainsi,
désormais, tout polyndme de la forme ¢(a) = (,0,0,--- ,---) sera noté o tout court, et sera appelé
un polyndme constant.

3.1.2 L’indéterminée X

Notation On note X = (0,1,0,---), X° = (1,0,0,---),et X" = X x X x --- x X pour tout

n—fois

n € N*. On dit que X est une indéterminée.

Proposition. 3.1.4.

Pour tout entier naturel n € N on a,

Xn:<0’...70’ % ’0)
(n+1)—eme place

Preuve. En effet il est facile de montrer que pour tout polynome de la forme P = (ao, a1, , - - -
ona XP = (0,ap,a1,, -, ). |
Ainsi, tout polynome P = (ag, ay,- - - ,an,0,---) s’écrit sous la forme :

P= a0+a1X,--- ,aan = Zaka
k=0

Dans ce cas, pour tout k € N, a;, s’appelle le coefficient de X* dans P, et a; son coefficient
constant. On appelle mondme tout polyndme de la forme a; X* pour un certain k € N et
ar € K.
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Corollaire. 3.1.1.

La famille (X"), . = (1, X, X%, ) est base de K[.X]. On I’appelle la base canonique
de K[X].

3.1.3 Composée de deux polyndomes

Définition. 3.1.2.

Soit P, () deux polyndémes. Si = ag + a1 X, -+ ,a, X" = Z apr X", on appelle composée
k=0
de P et ) le polynéme noté par P o ) ou P(()) défini par :

Po Q = iaka
k=0

Propriétés 3.1.1

— La composée de polyndmes est associative,
— Pour tout polynéme P ona P(X) = P.
— VP,Q,ReK[X], (P+Q)ocR=PoR+QoR

Remarque 3.1.2 En général, Po (Q+ R) # PoQ+ PoR

3.1.4 Degré et valuation

Proposition. 3.1.5. et définition

Si P = (ai)ken € K[X] est un polynéme non nul, alors I'ensemble
{k’ eN : a; # 0}

admet un plus grand et un plus élément dans N. On appelle degré de P, et on le note
par deg P ou d°P, le nombre

deg P =max{k € N : q; # 0}.
On appelle valuation de P, et on le note par Val(P), le nombre
Val(P) = min{k € N : qa; # 0}.

Par convention, le degré du polynéme nul est égal a —oo, et son évaluation est égal a
+00.

Remarque 3.1.3 Etant donné un polynome non nul, P, et n,p € N, alors :
— deg P = n si et seulement si P s’écrit sous la forme

P:a0+a1X7"' 7aan7

avec ag, a, -+ ,a, € Keta, # 0.
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— deg P = net Val(P) = p si et seulement si P s’écrit sous la forme
P=a,+a X, - ,a,X",

avec ag, ai, - ,a, € K, a, # 0 et a, # 0.

Le coefficient a,, s’appelle le coefficient dominant de P, et a, X" son mondme dominant. Dans le cas
ot a, = 1, on dit que P est un polyndme unitaire ou normalisé. Remarquer alors que le polynome

1 o , A . s 5
— P est un polyndme unitaire; on 'appelle le polynéme normalisé de P, et on le note souvent P.
an

Proposition. 3.1.6.

Si P, @ sont deux polyndmes alors :
1. deg(P + Q) < max (deg P, deg )), avec égalité si deg P # deg (@,
2. Val(P + Q) > max (Val(P), Val(Q)), avec égalité si ValP # ValQ,
3. deg(PQ) = deg P + deg Q,
4. deg(Po@)=degP x deg@ si @ # 0.

Preuve. Exercice |

Corollaire. 3.1.2.

Les éléments inversible de I'anneau (K[X],+, %) sont les polyndémes constants non
nuls.

Preuve. Soit P un polynome inversible d’inverse ). Donc, PQ) = 1, et par suite deg P +
deg @ = 0 puis deg P = deg () = 0, ce qui montre que P est un polynéme constants non nul.
La réciproque est évidente. u

Corollaire. 3.1.3.

(K[X], 4+, x) est un anneau integre.

Preuve. Soit P, () deux polyndmes tels que P = 0. Dans ce cas, deg P + deg () = —oo et
par suite deg P = —oo ou deg ) = —o0, c’est a dire que P = 0 ou () = 0. u

Proposition. 3.1.7.

Etant donné un entier naturel n € N, I’ensemble des polynomes de degrés inférieurs
ou égal a n, qu'on notera par K, [X], est un sous espace vectoriel de (K[X],+,.) de

dimension n + 1, et ayant la famille (Xk)0<k< = (1, X, -+, X") comme base. On

I'appelle la base canonique de K, [ X].

3.1.5 Dérivation

Définition. 3.1.3.

On appelle polynéme dérivé d'un polynéme P = > ¢, X", avecn > letag, - ,a, €
k=0
K, le polynome noté P’ ou P\ défini par: P' = Y kay X" '.
k=0
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Remarque 3.1.4 Rappelons nous qu’un polynome est une suite et non pas une fonction. Ainsi, la
dérivation d’un polyndme n’est pas une dérivation de fonctions; c’est juste une dérivation formelle.

Propriétés 3.1.2

Si P, () sont deux polynomes alors :

1. deg P' < deg P. Plus précisément,

dow P’ degP —1 ,sidegP >1
e =
& —00 ,si deg P <0,

2. (P+Q) =P +Q,
3. Va e K, (a.P) =a.P,
4. (PQ) =P.Q + P'Q.

Preuve. Facile [ |

Remarque 3.1.5 Comme pour pour le cas des fonctions, on définit les dérivées d’ordres supérieurs
d’'un polyndme P par récurrence. Ainsi, la dérivée d’ordre k > 2 de P est P = (P(’“‘l))/. Re-

marque qu’on a aussi P — (P’)(k_l). De plus, si P = Z a; X, avecn > 1, alors

=0
0 ,sin <k
PR =Lz i '
Si(i—1).(i—k+1)aX"F = Zk' N a; X% sin>k.
k=0

On notera aussi P = P®, P" = P® et par convention, P") = P.

Théoréme. 3.1.1. de Leibniz

Pour tous polynomes P, () et toutn € Nona:

(PQ)™ z”: ( ) PG,

Preuve. C’est une simple récurrence sur n.

3.1.6 fonction polynomiale

Définition. 3.1.4.

A tout polyndme P = > a; X* € K[X], on associe 'application :
k=0

P: K — K
a:»—>P Zakx

P est appelée l'application polyndmiale associée a P.
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Propriétés 3.1.3

Si P, () sont deux polynomes alors :

1. L'application

¢ (K[X],+,., %) (K*,+, ., %)

—
P — P
est un morphisme d’algebre, c’est a dire que :
(@) P+Q=P+Q,
(b) Va € K, a.P=a.P,
(c) PQ = P.Q,
2. PoQ=PoQ,
3. (P) = P, et plus généralement : Yk € N, (P)® = 120}

Preuve. Facile |

Théoréme. 3.1.2. Formule de Talor

Pour tout polynéme P € K, [X],n € N, ettouta € Kona:
= P¥(a) k
Pla+X)=>_ I
k=0
En particulier,
= POO)
P(X)=>" T
k=0
Preuve. On se rameéne au cas particulier ou P = X". u

Corollaire. 3.1.4.

L’application qui, a chaque polynome fait correspondre sa fonction polynomiale, est
un isomorphisme d’algebre entre 1’algebre K, [X] et celle des applications polyno-
miales.

Preuve. Il suffit de montrer que 'application ¢ (définit dans Propriétés 3.1.3) est injectif.

En effet, si P € ker ¢ alors P®)(0) = 0 pour tout k € N, et par suite, d’apres la formule de
Taylor, P = 0. |

Remarque 3.1.6 L'isomorphisme précédent, permet de confondre un polynéme avec sa fonction po-
lynomiale.

3.1.7 Schéma de Horner

Lorsqu’on cherche a évaluer un polynéme P (1) = apz™ + ap_12™ ' 4 - - + agnen un point
z € K, il n’est pas optimal de calculer chaque a;2z*, puis de les ajouter. En effet, pour calcu-
ler a,z", il est intéressant de se souvenir que I’on a déja calculé a,, 2" ', et donc 2" . Le
mathématicien anglais Horner a mis au point une méthode efficace utilisant cette remarque.
Pour un polyndéme P(z) = a,z" + a, 12" ' + -+ + a1z + ao, on écrit

P(z) = (- (((anr + ap-1)x + apn_2)x + an_3) - - - )x + aq.
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(;ela revient a poser b, = a,, by—1 = ap_1 + bz, - by = a; + bax, by = ag + byx, et alors
P(x) = by. Le calcul nécessitera simplement n multiplications et n additions.

Exemple 3.1.1 Pour calculer P(z) = 5a* — 42® 4 32 — 2¢ + 1, on écrit P(z) = (z(x(z(5z — 4) +
3)—=2)+1). On calcule alors successivement a = 5,b = ra—4 = 5r—4, ¢ = xb+3 = (z(5x—4)+3,
d=uxc—2 etenfin P(x) =e=xd+ 1.

3.2 Arithmétique des polyndémes

3.2.1 Divisibilité dans I’anneau des polyndémes

Définition. 3.2.1.

Soit A, B € K[X]. On dit que A divise B, et on écrit A/B, lorsqu’il existe P € K[X] tel
que B = PA.

Exemples 3.2.1
1. Pour toutn € N, 1 — X divise 1 — X" dans K[X],

2. X —jet X — 52 divisent le polynome X + X + 1 dans C[X], 00 j = 5, car X2+ X + 1 =
(X NP

Remarque 3.2.1 Si un polynome A divise un autre polyndéme B, on dit aussi que A est un diviseur
de B, ou encore que B est un multiple de A.

Propriétés 3.2.1

1. Le polynome constant 1 divise tous les polynomes,
2. Tous les polyndmes divisent le polyndme nul,

3. La divisibilité est une relation réflexive et transitive dans K[X|, c’est a dire que pour tous
polynomes A, B,C € K[X|ona

— AJA
— (A/Bet B/C) = A/C.
4. Pour tout A, B € K[X]ona:

A/B = B =0ou deg(A) < /deg(B).

Proposition. 3.2.1. et définition

Etant donné deux polynomes A, B € K[X], les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A/Bet B/A,

2. Il existe un scalaire non nul @ € K\ 0 tel que A = a.B,

3. Il existe un scalaire non nul @ € K\ 0 tel que B = a. 4,

Dans ce cas, on dit que A et B sont associés et on écrit A = B
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Preuve. Il est clair que (2) < (3), (2) = B/Aet (3) = A/B,etdonc (2) & (3) = (1).
Supposons maintenant que A/B et B/A. 1l existe alors deux polyndémes U,V € K[X] de
sorte que A = UB et B = VA. Ainsi, A = UVA.Si A # 0 alors UV = 1. Sachant que seuls
les polyndmes constat non nuls qui sont inversibles, alors U est une constante non nulle a.
Dansle cas A = 0,onaaussi B = A = 0, et on peut prendre a = 1. Ceci achéve la preuve. B

Propriétés 3.2.2

Etant donné deux polynomes A, B € K[X] alors
1. Aet B sont associés si, et seulement si, A/B et deg(A) = deg(B),

2. Si A et B sont unitaires, alors A et B sont associés si et seulement si A = B .

Proposition. 3.2.2. et définition

Etant donné un polyndme non nul A € K[X], il existe un unique polynéme unitaire A
associé avec A. On l'appelle le polyndme normalisé de A

~ 1
Preuve. Facile; A = —. A, ou 7 est le coefficient dominant de A. [ |
7

Théoréme. 3.2.1. Dévision Euclidienne

Soit A, B € K[X] deux polynémes. Si B est non nul, alors il existe un unique couple
(@, R) de polyndmes tels que A = QB + R et deg(R) < deg(B). Dans ce cas, le poly-
nome () est appelé le quotient, et R le reste de la division euclidienne de A par B.

Preuve.

— L'unicité : Supposons que A = Q1B + Ry = Q2B + Ry, avec Q1,Q2, R2, Ry € K[X],
deg(R1) < deg(B) et deg(Rs) < deg(B). Dans ce cas, (1 — Q2) B = R, — Ry et par suite
deg(B) + deg(Q1 — Q2) = deg(Ry — Ry) < deg(B). Ceci entraine que deg(Q1 — Q2) <0,
ce qui signifie que ); = ), puis Ry = Rs.

— L'existence :

— Si A = 0 alors il suffit de prendre ) = R = 0.
— Supposons que A # 0, et montrons le résultat par récurrence sur le degré de A.

— Sideg A < deg B alors il suffit de prendre ) =0 et R = A.

— Supposons que le résultat est vrai pour tout polynome de degré inférieur a
un certain entier n > deg B, et que deg A = n + 1. Si on note m = deg B,a le

coefficient dominant de A et b celui de B, alors deg (A — %X ”“mB> < n.
Ainsi, d’apres 'hypothese de récurrence, il existe un couple (U, R) de poly-

nomes tels que A — IxmHi-mB — UB + Ret deg(R) < deg(B). Il suffit alors

b
a

de prendre Q = U + EX"“_’”.

Remarque 3.2.2 La construction du couple (@), R) dans la preuve constitue un algorithme pratique
pour déterminer un tel couple.
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Exemple 3.2.1
X3+ X24+2X+1 | X?2+1
X3+ X X +1
X2+ X +1
X%+

X

Donc, X? + X? +2X +1=(X*+1)(X +1)+ 1.

Proposition. 3.2.3.

Soit A, B € K[X] deux polynémes, B étant non nul, et R le reste de la division eucli-
dienne de A par B. Alors A divise B si et seulement si R = 0.

3.2.2 Racine d'un polynéme, multiplicité d’une racine

Définition. 3.2.2.

Soit A € K[X] et a € K. On dit que a est une racine de 4, si A(a) = 0.

Exemples 3.2.2 j et 4% sont deux racines de 1 + X + X?, et pour tout n € N, 1 est une racine de
1—X"

Proposition. 3.2.4.

Soit A € K[X] et a € K. Alors a est une racine de A si et seulement si X — a divise A4,
c’est a dire :

Ala) =0 <= X —a/a.

Preuve. En effet, si () est le quotient, et R le reste de la division euclidienne de A par X —a
alors, comme deg R < deg(X —a) = 1, R est une constante c € . Sachant que A = (X —a)Q+c
ona A(a) = ¢, et par suite A(a) = 0 <= ¢ = 0. |

Définition. 3.2.3. multiplicité d"une racine

Soit A € K[X] un polyndéme non nul, a une racine de A et m € N*. On dit que a est une
racine de A de multiplicité m, si (X — a)™ divise A et (X — a)™"! ne divise pas A, c’est
a dire que : m = max {k eN : (X - a)k/A}.

Sim =1 (resp. m = 2,3---), on parle de racine simple (resp. double, triple, ...).

Remarque 3.2.3
— Toute racine d’un polyndme non nul admet une unique multiplicité,

— Si un élément a € K n’est pas une racine de A, on dit parfois que c’est une racine de A de
multiplicité nulle,

— Pour A € K[X], a € Ket m € N, il est clair que a est une racine de A de multiplicité m si et
seulement si A s’écrit sous la forme A = (X —a)™Q), ot Q est un polyndme tel que : Q)(a) # 0.
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Exemple 3.2.2 j est une racine simple de X* — 1, et 0 est une racine double de X* + X*

Proposition. 3.2.5.

Soit A € K[X], a € K et m € N*. Alors a est une racine de A de multiplicité m si, et

seulement si, A(a) = A'(a) = --- = A™ Y (a) = 0 et A™(a) # 0.
I 4 e = A(k;) (CL) k . :
Preuve. La formule de Taylor s’écrit : A(X) = > 1 (X —a)”, avec n = deg A.Ainsi,
k=0
les restes de la division Euclidienne de A par (X — a)™ et (X — a)™"" sont respectivement
m—1 A(k) m - A(k) Alm)
Ri=Y k,(a) (X —a)fetRy=Y" k,(a) (X —a)* = R, + mf“) (X — a)™. Tl en découle
k=0 : k=0 :
que a est une racine de A de multiplicité m si et seulement R, = 0 et R, # 0, ce qui donne le
résultat. u

Exemple 3.2.3 1 est une racine simplede A = X" —1,oiun € N*. En effet, il est clair que A1) =0
et /(1) =n #0,car A’ =nX""".

Proposition. 3.2.6.

Siay,---,a, sont des racines de multiplicités respectives m;, - - - ,m, d'un polyndme
T
non nul A4, ou r € N*, alors H(X — a;)™ divise A. Plus précisément, A s’écrit sous la

=1
forme :

A=][(X —a)™Q,
i=1

ott  est un polynome vérifiant Q(a;) # 0 pour tout i € [1,r].

Preuve. C’est une récurrence sur r. Le cas r = 1 étant clair, supposons que ce résultat est
vrai pour un certain r > 1, et que a4, - - - , a,4+1 sont des racines de multiplicités respectives
T

mi, - - ,my41 de A. L'hypothese de récurrence permet d’écrire A sous la forme: A = [[(X —
i=1
a;)™@Q, ot Q) est un polyndme vérifiant Q(a;) # 0 pour tout i € [1,r]. Il est clair que a, 1
est une racine de (). Soit o la multiplicité de a,;, en tant que racine de (). On peut écrire
donc @ = (X — a,41)*R, olt R est un polyndme vérifiant R(a,4+1) # 0, et par conséquent

A= (X —a,1)* [[(X — a;)™ R, ce qui montre que « est aussi la multiplicité de a,; en tant
= r+1 B
que racinede 4,i.e., & = m,4. Ainsi, A = H (X —a;)™ R, et R(a;) # 0 pour tout: € [1,7+1],
i=1
ce qui acheve la preuve. |
Conséquences Soit A € K[X].
1. Sideg A = n, alors A admet au plus n racines deux a deux distinctes,
Si A admet n racines deux a deux distinctes, alors deg A < n,
Sideg A < n et Aadmet n + 1 racines deux a deux distinctes, alors A = 0,

Si A admet un infinité de racines, alors A = 0,

SARE ISR

L’application de l'algebre des polyndme vers celle des fonctions polyndmiales a
coefficients dans K qui, a chaque polynoéme fait correspondre sa fonction
polynomiale, est un isomorphisme d’algebre.
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3.2.3 Plus grand commun diviseur et plus petit commun multiple

Notation On note I’ensemble des multiples d"un polyndme P par (P). Etant donné deux
polynomes P et (), on note également,
(P)+(Q)={A+B : Ac(P)etBe(Q)} ={AP+BQ : A BecK[X]}.

Propriétés 3.2.3

1. Pour tout P € K[X]}, I'ensemble (P) est un idéal de K[X], c’est a dire que
— (P) est un sous-groupe de (K[X], +) et,
— VA e (P), VB eK[X], AB € (P),
2. Pour tout P,Q € K[X]}, les ensembles (P) + (Q) et (P) N (Q) est un idéal de K[X].

Théoréme. 3.2.2.

(K[X], 4, x) est un idéal principal, c’est a dire que tout idéal I de (K[X], +, x) est de
la forme I = (P) pour un certain polynome P € K[X]. Si de plus [ est non nul, i.e.,
I # {0}, alors il existe un unique polynéme unitaire P vérifiant / = (P).

Preuve. Sil I = {0} alors le probleme est résolu, car I = (0). Supposons que I est non
nul et posons d = min { degA : AcletA# O}. Remarquer que d existe, car c’est le plus
petit élément d’une partie non vide de N. Soit P € I un polyndme de I ayant d pour degrés.
Quitte a remplacer P par son normalisé, qui appartient a tour a /, on peut supposer que P
est unitaire. Il suffit de montrer alors que I = (P). Comme P € I et ] est un idéal de K[.X],
alors (P) C I. Soit maintenant A € . La division Euclidienne de A par P s’écrit A = PQ + R
avec deg R < deg P = d. Remarquions alors que R = A — P(Q) € I, et par suite R = 0. Ceci
montre que A € (P). Comme conséquence, I = (P). Pour l'unicité, suppsons que s’écrit sous
la forme I = (P) = (Q), o P et  sont des polyndme unitaires. Dans ce cas, P/() et /P et
par suite P = Q. [

Proposition. 3.2.7. et définition

Soit P, € K[X]} deux polyndémes.

1. Si P # 0 ou @ # 0 alors il existe un unique polyndme unitaire D vérifiant (P) +
(Q) = (D). Le polynome (D) s’appelle le plus grand commun diviseur de P et ()
et se note PGCD(P; Q) ou encore P A Q).

2. Si P # 0et @ # 0 alors il existe un unique polynéme unitaire M/ vérifiant (P) N
(Q) = (M). Le polyndéme (M) s’appelle le plus petit commun multiple de P et @)
et se note PPCM(P; Q) ou encore P V Q.

Preuve. C’est une application directe de la proposition précédente puisque (P) + (@) et
(P) N (Q) sont des idéaux de K[ X]. -

Remarque 3.2.4

1. Par convention, 0 N0 = PV 0 = 0V Q = 0. Ce choix est justifié par le fait que (0) + (0) =
(P) N (0) = (0).
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2. La définition du PGCD et du PPCM s’étend sans difficulté a une famille finie P, - - - , P,. On
a alors les identités :

(P) ++ (P) = pged(Py.- - P) = (A B)et (Y(B) = ppem(Py.- - . P) = (P,

i=1

Propriétés 3.2.4

Propriétés 3.2.5

Soient P,Q, R € K[X]
1. ( PNQINR=PANQANR)=PANQANRet(PVQ)VR=PV(QVR)=PVQVR,
2. IIs existent deux polynomes U,V € K[X|; appelés coefficients de Bezout, tels que

PU+QV =PAQ,

3. Si P # 0ou( #0,et R est polynome unitaire alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(a) R=PANQ.
) R est un diviseur commun de P et (),
Tout diviseur commun de P et () divise aussi R.

R est un diviseur commun de P et (),
Pour tout diviseur commun D de P et Q on a deg(D) < deg(R).

4. Si R est polyndme unitaire alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) R=PVQ.

R est un multiple commun de P et (),
(b)
Tout multiple commun de P et () est un multiple de R.
R est un multiple commun de P et (),
(c) 1 . .
Si M est un multiple commun non nul de P et () alors
deg(R) < deg(M).

Preuve.

L. Car ((P) +(Q)) + (R) = (P) + ((Q) + (R)) = (P) + (Q) + (R) et (P) N (Q)) N (R) =
(P)N((@)N(R)) = (P)N(Q)N(R)

2. comme P A Q € (P)+ (Q), alors ils existent deux polynomes U,V € K[X] tels que
PU+QV =PANQ.

3. — Supposons que R = P A Q. Puisque P € (P)+ (Q) = (R)etQ € (P)+ (Q) = (R)
alors R divise P et (). Soit maintenant un diviseur commun D de P et (). En

écrivant R sous la forme R = PU + QV = on s’aperqoit facilement que D divise
R, et aussi deg D < deg R.
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— Réciproquement, supposons avoir (b) ou (c). Alors d’aprés ce qui a été démontré,
Rdivise PAQ etdeg R < deg PAQ. Ainsi, si PAQ divise R ousideg(PAQ) < deg R
onaR=PANQ.

4. — Supposons que R = PV Q. Puisque R € (P)N(Q) C (P)etR e (P)N(Q) C (Q)
alors R est un multiple de P et Q. Soit maintenant un multiple commun M de P
et Q. Donc M € (P)N(Q) = (R), et par conséquent M est un multiple de R et
deg R < deg M.

— Réciproquement, supposons avoir (b) ou (c). Comme précédemment, on peut dé-
duire que R est un multiple de P V @ et deg(P V Q) < deg R. Ainsi, si on suppose
que PV @ est un multiple de R ou si deg R < deg(P A Q) onaura R = P A Q.

Remarque 3.2.5 1. La propriété 1 montre que le pgcd et le ppcm d’une famille finie de polyndmes
peut étre définie aussi par récurrence.

2. Les propriétés 2 et 3 ainsi que 4 s’étendent au cas d'une famille finie de polynomes.

3. Les propriétés 3 et 4 montrent que le PGCD et le PPCM de polyndmes méritent bien leurs
noms.

Proposition. 3.2.8.

Soient P,Q, D, R € K[X]|.Si P=QD + Ralors PAQ = Q A R.

Preuve. Posons A = PAQ et B = Q A R. Alors A divise P et () et par la suite aussi
P — QD = R; ainsi A est un diviseur commun de () et R, ce qui permet de déduire que A
divise B = () A R. Un raisonnement analogue prouve que B divise 4, et alors A = B. |
Application : L'algorithme d’Euclide. Soient P, () deux polyndmes non nuls.

— On calcul le reste R de la division Euclidienne de P par Q).
— e SiR;=0onsarréte; PAQ = Q.
e Sinon, on calcul le reste R, de la division Euclidienne de ) par R;, et on répete le
méme processus, qui s’arréte au bout d"un nombre fini d’itérations.

Le pgcd de P et Q est donc le polyndme normalisé du dernier reste non nul dans cet algo-
rithme appelé 1’algorithme d’Euclide.

Remarque 3.2.6 L'algorithme d’Euclide permet de trouver aussi le PGCD et des coefficients de Bé-
zout de deux polyndmes.

Exemples 3.2.3 Calculons le pged D des polynomes A = X* —4X° +2X*> + X + 6 et B =
X* —3X? +2X? + X + 5. L'algorithme d'Euclide donne :

XY —4X3 42X+ X 46 = (X' =3X°+2X? + X +5)+ (-X>+1)
X' =3X? 42X+ X +5 = (=X +1)(=X +3)+ (2X? +2X +2)
( P 1 1
-X*4+1 :(2)(2+2X+2)(—§X+§)+0
Le dernier reste non nul dans cet algorithme est 2X* + 2X + 2, donc D = X* + X + 1. De plus, en
remontant l'algorithme précédent, on a successivement :

2D =(-X*+1)(X-3)+B
=(A-B)(X-3)+B
=A(X-3)+(-X+4)B
3

. 1 1
On peut donc choisir U = §X ~3 etV = —§X +2
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3.2.4 Polyndémes premiers entre eux

Définition. 3.2.4.

On dit que des polynoémes P, - - - , P, sont premiers entre eux, si Z\IPZ- =1

On dit qu’ils sont sont premiers entre eux deux a deux si P; A Pj_: 1 pour tout i, j €
[1,n] aveci # j.

Remarque 3.2.7 Si P, --- , P, sont premiers entre eux deux a deux, alors ils sont sont premiers
entre eux, mais la réciproque est fausse si n > 3.

Théoréme. 3.2.3. de Bézout

Des polynomes P, P, - - - , P, sont premiers entre eux dans 'ensemble si et seulement

sils existent des polyndmes U, Us, - - - , U, tels que Z U, P, = 1.
=l

Preuve. Le sens direct étant évident; c’est la définition méme du pgcd de polyndmes, on
n

suppose qu'ils existent des polyndmes Uy, Us, - - - , U, tels que > U;P; = 1. Comme Z\lPi est

i=1
n

. . . . . . . n
un diviseur commun des P;, alors il divise aussi E U;P; = 1 et par suite ,/\1PZ~ =1. [ |
1=
i=1

Théoréeme. 3.2.4. de Gauss
Soient P, @, L € K[X].Si P/QL et PN Q = 1alors P/L.

Preuve. Les hypotheses permettent d’écrire UP 4+ V() =1et OL = PW,ou U, V,W € K[X].
Ainsi
L=UPL+VQL=(UL+VW)P

et la conclusion en découle. [ |

Proposition. 3.2.9.

Soient P,Q, L € K[X].SiPANQ =PANL=1alors PANQL = 1.

Preuve. Carsi U, V,W, R € K[X] sont des polyndmes tels que UP +VQ = PW + LR = 1.
Donc, (UPW +ULR+VQW)U +V RL(Q = 1, et d’apres le théoreme de Bezout, PAQL = 1.
|

Proposition. 3.2.10.

Soient P, ) € K[X].S5i P A Q = 1 alors P" A Q™ = 1, pour tout m,n € N.

Preuve. Carsi U, V,W, R € K[X] sont des polyndmes tels que UP +VQ = PW + LR = 1.
Donc, (UPW +ULR+VQW)U +V RL(Q = 1, et d’apres le théoreme de Bezout, PAQL = 1.
|

Proposition. 3.2.11.

Soient P, ), L € K[X]|.Si P/L,Q/L et PAQ = 1alors PQ/L.
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Preuve. Carsi U, V., W, R € K[X] sont des polynomes tels que UP + VQ =1, L = PW et
L = QR, alors
L=UPL+VQL=PQUR+VW).

Proposition. 3.2.12.

Pour tous polyndmes P, @), € K[X], il existe deux polyndémes U, V, e K[X] tels que
P=DU,QQ=DVetUANV =1,avecD =P AQ.

Preuve. Posons D = P A Q. Il existe alors deux polyndémes U, V, € K[ X] tels que P = DU,
QQ =DV.Donc, D =PANQ = (DU)AN(DV)=DUAV).S1D # 0alors U AV = 1, sinon,
P =@ =0, etdans ce cas, on peut prendre U =V =1,etdoncU AV = 1. [ |

Proposition. 3.2.13.

Pour tous polynomes P, @), € K[X],

PQ=(PAQ)(PVQ).

Preuve. Soit U,V, € K[X] tels que P = DU, Q = DV etU AV =1,avec D = P A Q. Ainsi
ona PQ = DUV et (PAQ)(PVQ) = D*.(UVV). 1l suffit donc de montrer que UVV = UV.
En effet, UV est déja un multiple commun de U et V, et si L est un autre multiple commun

de U et V, alors d’apres la Proposition 3.2.4, L est aussi un multiple de UV, ce qui signifie
queUVV =UV. [

3.2.5 Polyndmes irréductibles

Définition. 3.2.5.

On dit qu'un polyndme non constant a coefficient dans K est irréductible dans K[.X],
si ses seuls diviseurs sont les polynémes constants non nuls et ses associés.

Exemples 3.2.4
1. Tout polynome de degré 1 est irréductible.

2. Siun polyndme de degré supérieur ou égal a 2 admet une racine dans a € K alors il n’est pas
irréductible dans K; car divisible par X — a. Pour la réciproque, elle est fausse si le degré est

supérieur ou égal a 4; prendre par exemple (X 2+ 1)2 dans R[X].

3. Un polynome P de degré 2 ou 3 est pas irréductible dans K si et seulement s’il n’admet pas de
racine réelle. En effet, il n’est pas irréductible si et seulement s’il s’écrit sous la forme P = AB,
ot A, B sont des polynomes tels que deg A > 1 et deg B > 1. Comme deg A + deg B =
deg P < 3, alors forcément deg A = 1 ou deg B = 1, ce qui signifie que P admet une racine
dans K.

4. Dans R[X], un trindme; c’est a dire un polyndome de degré 2, est irréductible si, et seulement
si son discriminant est strictement négatif.

5. Dans R[X], un polynome de degré 3 n’est pas irréductible, car, en vertu du théoreme des valeurs
intermédiaires, il admet une racine réelle.

EXERCICE 3.2.1 Montrer que X* 4+ X* + X + 3 est irréductible dans Q.
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Remarque 3.2.8 La notion d'irréductibilité dépend du corps de base. Par exemple 1 + X? est irré-
ductible dans R mais il ne lest pas dans C, et X — 2 est irréductible dans Q mais il ne l'est pas dans
R.

Proposition. 3.2.14.

Soient P, ) € K[X]. Si P est irréductible alors P/Q ou P A Q = 1.

Preuve. Supposons que P est irréductible. Puisque P A () divise P, alors :
— soit c’est une constante non nulle, et dans ce cas P A Q) = 1; car P A () est unitaire,
— soit c’est un associé de P; c’est a dire de la forme vP ou v € K*.
Donc P/Qou PAQ = 1. [ |

Proposition. 3.2.15.

Soient P, @), L € K[X]. Si P et @ sont irréductibles non associés, P/L et /L alors
PQ/L.

Preuve. En effet, d’apres la proposition précédente, P A ) = 1, et par suite PQ)/L. u

Proposition. 3.2.16.

Tout polyndme non constant admet au moins un diviseur irréductible.

Preuve. C’est une simple récurrence sur le degré. |

Théoréme. 3.2.5.

Tout polynéme non constant P € K[X] se décompose de maniére unique (a un ordre
prés) sous la forme
P=~1[ P
k=1
ou 7 € K" et les P, sont des polyndmes irréductibles unitaires. Dan ce cas v est le
coefficient dominant de P.

Preuve.

— Pour!'existence, on raisonne par récurrence forte sur le degrés du polynome P. Lorsque
deg P = 1, il est déja irréductible. On écrit alors P = ~P, o1 v est le coefficient domi-
nant de P et P est son polyndme normalisé; qui est unitaire et irréductible.
Supposons que ce résultat est vrai chaque fois que deg P < d avec d € N*. 5i P est déja
irréductible, le probleme ne se pose pas; on fait fait comme précédemment, sinon, il
s’écrit P = QL ou @, L sont deux polyndmes de degrés compris entre 1 et d — 1. Il suffit
alors d’appliquer I'hypothese de récurrence a () et L.

— Pour l'unicité, supposons qu’'un certain polyndme P s’écrit sous cette forme de deux
manieéres différentes : . .
/
P=~]15=71] @
k=1 k=1
Sans quoi, v = ~'; c'est le coefficient dominant de P. Apres simplifications, on se ra-
mene a I'une des deux situations suivantes :
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n
— [ P: = 1, ce qui est contradictoire puisque le degré de 1 est nul,

k=1
n m
— [I P- =[] @« avec P, # Q; pour tout i € [1,n] et j € [1,m]. La aussi, on arrive
k=1

k=1
n

a une contradiction : En effet, comme P, divise H Qs alors il divise au moins un
k=1
Q; ol j € [1,m], et par suite P, = Q;.

Corollaire. 3.2.1.

Tout polynéme non constant P € K[X] se décompose de maniére unique (a un ordre
prés) sous la forme

P=y]] P
k=1

ol ~ est son coefficient dominant, les «;, sont des entiers naturels non nuls et les Py
sont des polyndmes irréductibles unitaires distincts deux a deux.

Application. Si P, ) € K[X] sont deux polyndmes non constants dont les décompositions
en facteurs irréductibles sont :

n n
P=y][P*etQ=~]] P/
k=1 k=1
ol v est son coefficient dominant, les oy, sont des entiers naturels (éventuellement nuls) et
les P, sont des polynomes irréductibles unitaires distincts deux a deux, alors :

— PAA=[[ B et Pv A =[] Prooe,
k=1 k=1

— P divise @ si et seulement si a;, < f5;, pour tout k € [1,n].

Théoréme. 3.2.6. de D’ Alembert-Gauss.

Tout polyndme non constant a coefficients complexes, admet au moins une racine
complexe.

P
Preuve. Soit P = Y _ ;X" un polynome de C[X] de degré p > 0. Il est clair que 'application
k=0
définie sur C par z — |P(z)| admet une ne borne inférieure qu’on notera a. Ceci découle du
fait que 'ensemble P = {|P(z)|; z € C} est une partie de R non vide et minorée par 0. Dans le
reste de preuve, on va montrer que cette borne inférieure est atteint en un point w € C, puis

que a = 0. Ceci achevera la démonstration. D’abord, on montre que | ‘lim |P(z)| = +00. En
z|—+00

effet, pour tout r > 0, et tout nombre complexe z de module r on a

p p-1 p-1
1P(2)| = 3 an®| > |apz?| — D" anz™| . > Jap|r? — 3 Jag|r*.
k=0 k=0 k=0
p—1
Ainsi, comme TEIEOO ]ap|rp—kz:% |lag|r* = +o00., 0na |Z‘lir£100 |P(z)| = +00. Comme conséquence,

il existe un réel r; > 0 tel que si |z| > ry, alors |P(z)| > «a + 2. D’autre part, d’apres la ca-
ractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe une suite (y,) € C tel que |P(y,)|
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converge vers «. Ainsi, il existe un entier n, tel que pour tout n > ng, |P(y,)| € [o — 1, a +1].
On en déduit que, pour tout n € N, |y,| < ry, et alors la suite (y,,),en est bornée de C. Donc,
d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, (y,),cny admet une sous-suite convergente. No-
tons (2, )nen cette suite extraite et w sa limite.

Comme (| P(z,)|)nen est une suite extraite de (|P(y,)|)nen, la suite (|P(2,)|)nen converge
vers a. Or, nl—i>I—POO |P(z,)| = |P(w)], et par suite | P(w)| = «. Reste a démontrer que o = 0. Pour
P(X + z)

cela, supposons que « # 0 et posons () = o)
0

. Il est clair que igﬁfj Q%) = |Q(0)] = 1.

Donc, on peut écrire () sous la forme

P
Q=1-bX"+ > bX"

k=q+1

avec ¢ € {1,...,p} et b, # 0. En posant b, = pe ", et en prenant z = r¢"’/? on obtient
p

Q)| < [1—prf|+ > |b|r", et pour r assez petit, pr? < 1et
k=q+1

p
QA <1 —pri+ > |blr".

k=q+1
Or, lorsque r tend vers 0,
P
_ pd k o _ 4
pri+ > |blr > —prt <0,
k=q+1

donc, pour r assez petit, |Q(z)| — 1 < 0, soit |Q(z)| < 1.
Or, ceci est impossible car 1 = irel(g |Q(#)]. On obtient ainsi une contradiction, et par consé-

quent
a = 0.

Corollaire. 3.2.2.

— Les polynomes irréductibles de C[X| sont ceux de degré 1,
— les polynomes irréductibles de R[.X] sont

— Ceux de degré 1
— Ceux de degré 2 de discriminants strictement négatifs.

Preuve.
— Dans C[X|, le probleme est réglé par le théoreme de D’ Alembert-Gauss.

— dans R, on sait que les polyndmes de degré lainsi que ceux de degré 2 de discriminants
strictement négatifs sont irréducibles. pour la réciproque, considérons un polynéme P
irréductible dans R[.X|. D’apres le théoreme de D’ Alembert-Gauss, il admet une racine
complexe o € C.Si a € R, alors X — a divise P, et par suite deg P = 1;car Pet X — «
sont dans ce cas associés. Sinon, comme P est a coefficients réels, @& est aussi racine de
P.Donc, X — a et X — a divisent P dans C, ce qui montre qui X* — 2Re(a)X + |a| =
(X —a) (X —a), qui est a coefficients réels, divise aussi P dans C. D’autre part, le
reste de la division Euclidienne P par X* —2Re(a) X +|a| dans R est le méme que celui
dans R. Donc, X? — 2Re(a)X + |a| divise P dans R. Etant irréductible, P est associé
avec X? — 2Re(a) X + |a|, qui est un polyndme de degré 2 de discriminant strictement
négatif ; puisqu’il n’a pas de racine réelle.
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Corollaire. 3.2.3.

— Tout polynéome non constant P a coefficients complexes est décomposable en
facteurs de degré 1 sur C, donc de la forme :

d
PZVH(X—CM)
k=1
ouvy € C"etag,ay,- - ,aq € C.

— Tout polynéme non nul P a coefficients réels est décomposable en facteurs irré-
ductibles sur R sous la forme suivante :

d d’
P=vy[[(X—a) ][] X*+0:X + )
k=1 k=1
avec v € R*, ag,ay, - ,aq,a0,b1, -+ ,bg,c1, -+ ,co € R, et bf — 4¢; < 0 pour tout

i €[1,d].

.

Exemples 3.2.5 1. Dans Cona X°* — 1= (X —1)(X — j)(X — j%), etdans Rona X* — 1 =
(X —1)(X?+ X +1).
2. DansCona X*—1= (X —1)(X +1)(X —i)(X +i),etdansRona X* —1 = (X —1)(X +
1D(X?+1).

3.2.6 Relations entre coefficients et racines d’un polynéme scindé

Définition. 3.2.6.

On dit qu'un polyndme non constant P € K[X] est scindé sur K, s’il peut s’écrire sous
la forme de produit de polynomes de degré un sur K, c’est a dire de la forme :

szli[(X—ai)

Oﬁ’YEK*etao,al,"' ,adeK.

Ainsi, un polynéome de degré n > 1 est scindé dans K si et seulement s’il admet n racines
distinctes deux. D’apres le théoreme de Gauss, tout polyndme non constant a coefficients
complexes est scindé sur C.
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Définition. 3.2.7.

Soit n € N* et z1, 29, - , 2, € K. On appelle fonctions symétriques élémentaires de
T, %2, , Ty, les expressions

p
Op = Z Hxlk

i1 <o <ip k=1

pour tout p € [1,n]. C’est a dire :

012296@', 02 = Z Tilj, 03 = Z TiZljZg, -, UnZHIz'-

i=1 1<i<j<n 1 i<j<k<n i=1

Proposition. 3.2.17.

Soit P(2) = apa™ +ap_ 12" '+ - -+a1z+ay € K[X]un polynéme non constant et scindé

n

dont la décomposition en facteurs irréductibles est : P = a, H (X — z;), ot a, € K
k=1

et ap,a1, -+ ,a, € K. En posant 01,09, - , 0, fonctions symétriques élémentaires de

X1, To, - ,Tp,alors

Vp € [1,n], o, = (—1)’)%71’.
Qn

En particulier,

n

>oai=-

=1

a

n—1 et ﬁx — (_1)1’@
an an

\.

EXERCICE 3.2.2 Calculer a®+ab® + 3ab sachant que a, b sont deux racines distinctes de z*+ 32+ z.

Solution 5 Soit c la troisieme racine de zs+3z*+2. Alors a*b+ab*+3ab = ab(a+b+3) = —abc = 1.



Chapitre 4

Les fractions rationnelles

Tout au long de ce chapitre, on désigne par K un sous corps de C, principalement Q, R ou
C.

4,1 Construction de I’ensemble des fractions rationnelles

4.1.1 Définition d’une fraction rationnelle

Dans l'ensemble
K[X] x (K[X]\ {0}) = {(P,Q) | P.Q € K[X],Q # 0},
on définit la relation R en posant :
(P,Q)R(R,S) < P-5=Q-R.

On vérifie que la relation R est une relation d’équivalence dans K[X] x (K[X] \ {0}). La
transitivité de la relation utilise l'intégrité de K[X].

Définition. 4.1.1.

On appelle fraction rationnelle a coefficients dans K toute classe d’équivalence pour la re-
P .
lation R. La classe de (P, Q) est notée @ (avec P le numérateur et () le dénominateur),

on adonc:

g:{(R,S)EK[X] X (KIXJ\{0}) [ P~ S = Q- R}.

P
On dit que (P, Q) est un représentant de la fraction —.

L’ensemble des fractions rationnelles est noté K(X) et la relation R est appelée égalité
des fractions rationnelles.

69
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4.1.2 Opérations sur les fractions

Définition. 4.1.2.

. . P R . : :
Soient — et — deux fractions rationnelles et soit A € K. On pose :

Q S

PLE_PS+QR P R_PR P _AP
Q 5 Q@5 ' Q"S5 QS Q Q

Pour que la définition ait un sens, il faut que le résultat ne dépende pas des représentants

. . T ) P R R .
choisis pour les fractions. C’est-a-dire, si 6 = @ et 5= alors :
PS+QR_FPS'+QR PR_PR P P
Qs QS T QS Qs” Q Q"
Cette vérification est simple et laissée en exercice.
Remarque 4.1.1 Pour tous polynémes non nuls P et (), on a 0_9 et L
q i p y 4 P - Q’ P - Q

Propriétés 4.1.1

a) Pour l'addition :
— Elle est associative et commutative.

.0
— Elle admet un élément neutre, la fraction 0 ot () est un polynéme non nul.

Toute fraction P admet un opposé et e S
Q PP Q- Q —¢
b) Pour la multiplication :
— Elle est associative et commutative.

. . P
— Elle admet un élément neutre qui est la fraction ol ot () est un polynéme non nul.

P . . P\'Q
— Toute fraction — non nulle (i.e., P # 0) admet un inverse, et | — =7

Q Q

— Elle est distributive sur I’addition.
c) Pour le produit par un scalaire :

— V\p e K\VF,G e K(X):
— 1-F=F;
— AN (F+GQ)=X-F+X-G;
— A4+ p)-F=XN-F+pu-F;
— (Au)-F=X-(p-F);
— AN (FxG)=WN-F)xG=Fx((X-QG).

Corollaire. 4.1.1.

(K(X),+, x) est un corps commutatif et (K(X), +, x,-) est une K-algebre commuta-
tive.
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4.1.3 Représentants irréductibles

Théoreme. 4.1.1. plongement des polyndmes dans K(X)

L’application ¢ : K[X] — K(X) définie par ¢(P) =

injectif.

P
n est un morphisme d’algebres

Preuve. Facile. P n
Par conséquent, on peut identifier le polyndme P avec la fraction e qui fait que I'on

peut considérer que K[X] C K(X). En particulier, la fraction nulle (en vertu de 1'égalité des
fractions) est identifiée au polynéme nul 0, et la fraction unité est identifiée au polynome
constant 1.

Définition. 4.1.3.

Soit F' = g une fraction, on dit que g est un représentant irréductible lorsque
pgcd(P, Q) = 1 et que () est unitaire.

Exemple 4.1.1 Soit F' = ﬁz : 1 Un représentant irréductible est X:—;fjl

4.2 Degré, poles et racines d’une fraction

4.2.1 Notion de degré
Soit F' une fraction non nulle et E, ? deux représentants de F' (i.e., F' = L = ?), on a

donc PS = QR, d’ot1 deg(P) — deg(Q) = deg(R) — deg(.S). Autrement dit, la différence entre
le degré du numérateur et le degré du dénominateur ne dépend pas du représentant de F),
mais seulement de F.

Définition. 4.2.1.

P
Soit F' = 0 une fraction, on pose deg(F') = —oco si F' = 0, et deg(F') = deg(P) — deg(Q)

sinon. Le degré d'une fraction est donc un élément de Z U {—oo}.

Remarque 4.2.1 Soit P un polyndme, en tant que polyndme son degré est deg(P), mais en tant que

P
fraction, son degré est deg (1) = deg(P) — deg(1) = deg(P). On trouve bien la méme chose.

X2+ X +1 X
P 2 T2 T2 =) = 2
Exemple 4.2.1 deg( X1 ) et deg (X3—X2—|—2>

Théoréme. 4.2.1.

Soient F, G € K(X),ona:deg(F+G) < max(deg(F),deg(G)), etdeg(FxG) = deg(F)+
deg(G). On retrouve les mémes propriétés que pour les polyndmes.
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P R PR
Preuve. Posons FF = — et G = L alors F' x G = 05’ donc deg(F x G) = deg(PR) —

)
deg(QS) = deg(P) — deg(Q) + deg(R) — deg(S) = deg(F) + deg(G). De méme, deg(F + G)
deg(PS+QR)—deg(QS), or deg(PS+QR) < max(deg(PS5),deg(QR)), doncon adeg(F+G)
deg(PS) — deg(QS) ou deg(F + G) < deg(QR) — deg(QS), c’est-a-dire deg(F' + G) < deg(
oudeg(F + G) < deg(G), finalement, deg(F + G) < max(deg(F'),deg(G)).

A

Remarque 4.2.2

— Une fraction rationnelle constante non nulle a un degré nul, mais la réciproque est fausse, par

le: F=——.

exemple X1

— Sideg(F) # deg(G) alors deg(F + G) = max(deg(F'), deg(G)).
— Une fraction F est nulle si et seulement si son degré vaut —oo.

4.2.2 Poles et racines

Définition. 4.2.2.

P
Soit F' € K(X) non nulle, et soit — un représentant irréductible de F. On dit que

a € K est racine de /' de multiplicité m € N* lorsque a est racine du numérateur P de
multiplicité m. On dit que a € K est pole de F' de multiplicité m € N* lorsque a est
racine du dénominateur () de multiplicité m.

Remarque 4.2.3

_ P . . o . SN A )
— Puisque 0 est irréductible, on voit qu'un scalaire a ne peut pas étre a la fois podle et racine de

F, sinon P et () seraient divisibles par X — a.

— a est un pole de F' de multiplicité m € N* revient a dire que a est racine de multiplicité m de
1

f.
3

-1 . . , .9 A
21 posseéde deux racines complexes simples j et j*, un pdle

simple —1, mais pas de racine réelle.

— Par exemple, la fraction F =

4.3 Fonctions rationnelles

Définition. 4.3.1.

P
Soit F € K(X) et 0 un représentant irréductible de F'. On pose

Dp =K\ {poles de F'},
c’est-a-dire
Dr = {z € K| Q(z) # 0.

On appelle fonction rationnelle de K dans K associée a la fraction £/, la fonction notée
F de Dy vers K définie par




4.4. DERIVATION D’UNE FRACTION RATIONNELLE 73

Remarque 4.3.1 Avant d’étudier une fonction rationnelle, il faut la mettre sous forme irréductible.

Théoréme. 4.3.1.

Soient F,G € K(X), si les fonctions rationnelles F et G sont égales sur une partie
infinie I de Dp N Dg, alors les fractions rationnelles sont égales, i.e. F' = G.

Preuve. Le corps K est infini, I'ensemble des poles de F' et celui de G sont finis, donc
Dr N D¢ est un ensemble infini.

Posons F' = B etG = g irréductibles. Alors Vo € I, on a

Q

donc le polyndme P.S—QR est nul (infinité de racines), ce qui signifie exactement que F' = G.
|

4.4 Deérivation d’une fraction rationnelle

P
Soit F' € K(X) une fraction rationnelle et 0 = ? deux représentants de F.Ona PS = @R,
d’ou
(P'Q - PQ")S* = P'QS* — PQ'S* = P'QS® — Q'QRS,
mais en dérivant la relation polynomiale PS = ()R, on obtient
P'S+PS =QR+QR,
d’ot
(P'Q — PQ")S*=QS(QR — PS") = Q*°SR — QPSQ' = Q°SR — Q*RS" = Q*(SR' — RY'),

ce qui traduit 1’égalité des fractions :

P'Q — PQ R'S — RS’
Q2 - 2 :

Définition. 4.4.1.

P dr
Soit F' = 0 € K(X), on appelle fraction dérivée de F la fraction notée F’ (ou d—X)

définie par :

B P,Q _ PQ/

=g

Le résultat ne dépend pas du représentant de F' choisi.

On définit également les dérivées successives de F' en posant F*) = F et pour tout
n €N,

FI

Fntl) _ ( F<n>)"

Remarque 4.4.1
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— Soit P un polynome, la dérivée de P en tant que fraction rationnelle est
<P>f:fy”1—f”0::pf
1 12 ’
on retrouve bien la dérivée de P en tant que polyndme.
— Contrairement aux polynomes, le degré de F' n’est pas toujours égal a deg(F')—1. Par exemple :

F= ,onadeg(F) =0et

X +1
, 1

T X
donc deg(F") = —2. Par contre, on a toujours deg(F') < deg(F) — 1.

On retrouve les propriétés usuelles de la dérivation avec les formules suivantes :

Propriétés 4.4.1

Soit F, G € K(X),

1. (F+GY=F+G";

22 (FxG))=F xG+FxG;

3. (A\-F) =\-F;
()~

\F F2’

. Formule de Leibniz :

(SN N

Preuve. Laissée en exercice. [ |

Définition. 4.4.2.

F/
Soit F’ une fraction non nulle, la dérivée logarithmique de F' est la fraction —.

Théoréme. 4.4.1.

Si F est une fraction non nulle qui se factorise en F' = F} x --- x F,, dans K(X) avec
n € N*, alors :

F_FK, L F
F F F,

Preuve. Par récurrence sur n en commengant par lecasn =2.Si ' = [\ I, alors :
F' = FFy+ F\F,,

d’our:
FF RF, F F

F B RF R B
Le passage du rang n au rang n + 1 se ramene au cas n = 2. u
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4.5 Décomposition d’une fraction rationnelle

4.5.1 Partie entiere

Théoréme. 4.5.1. et définition

Soit F' € K(X). Alors il existe un unique polynéme E et une unique fraction rationnelle
G tels que F' = E + G et deg(G) < 0. E est appelé la partie entiere de F.

Preuve.
Soit F' = — une fraction, on effectue la division euclidienne de A par B : A = BQ) + R avec
deg(R) < deg(B).On a alors :
R
F=Q+~—
Q+ 4

avec deg (g) <0et@ e K[X].
Supposons qu’il existe un autre polyndéme S et une fraction G tels que F' = S + G avec

deg(G) < 0, alors deg(Q) — S) = deg (G — };) < 0,donc ) = S car ce sont des polynomes, et

R
G=—.
B

|

Remarque 4.5.1 — La partie entiere de F est 'un unique polyndme E tel que deg(F — E) <0,

— La partie entiére de F, c’est le quotient dans la division euclidienne du numérateur de F par le
dénominateur,

— Sideg(F) < 0, alors la partie entiére de F' est nulle.

4.5.2 FEléments simples

Définition. 4.5.1.

A
Un élément simple de K(X) est une fraction du type —-, out B est un polynome irré-
ductible unitaire (c’est-a-dire B € Ix[X]), deg(A) < deg(B), et n > 1.

— FEléments simples dans C(X) : On sait que I¢[X] = {X —a | a € C}, donc les éléments
simples de C'(X) sont des fractions du type :

(X —a)"’

avec a,a € Cetn > 1.

— FEléments simples de R(X) : On sait que Iz[X] = {X —a | a € RYU{X? + pX + ¢ |
p,q € R,p* — 4q < 0}, donc les éléments simples de R(X) sont de deux types :

— Eléments simples de premiere espeéce :

(X —a)"’

avec a,a € Retn > 1.
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— Eléments simples de seconde espece :

aX +0b
(X +pX + g’

aveca,b,p,q € R, p* —4q < 0,etn > 1.

4.5.3 Décomposition en éléments simples

. . . A L
Lemme 4.5.1 Si T, S sont deux polynomes premiers entre eux et si deg (TS) < 0, alors il existe

deux polynomes U et V tels que :

NS
nl| <

A _U.
TS
avec deg(U) < deg(T") et deg(V') < deg(S).

Preuve. Il existe deux polynémes U et Vj tels que UyS + VT = 1 (théoreme de Bézout). On

a alors :
A AUy ﬂ

ST T g

AU, AV,
soit F; la partie entiere de TO et F5 celle de Tﬂ Il existe deux polynomes U et V tels que :

AU, U
"B+ — avec deg(U) < deg(T),
T T
“ AV, v
TO = Ey + g avec deg(V') < deg(S),
d’ott: 4 UV
s M thtrtyg
. u Vv . N A .
Mais deg (T + S> < 0,donc E; + E; est la partie entiére de TS Or celle-ci est nulle, donc
E, + E5 =0, ce qui donne le résultat. [ |
[. Conséquence] Par récurrence, on en déduit que si By, ..., B, sont premiers entre eux

deux a deux et si deg ( 5 > < 0, alors il existe des polynoémes Uy, . . ., U, tels que :

Bl X oo X
4
By x---xB, “=B
avec deg(U;) < deg(B;).
En appliquant ceci a notre fraction F, on peut affirmer qu’il existe des polynémes (U; )1<i<,
tels que :
Ui
B

F=E+)

i=1

avec deg(U;) < deg(P™).

Lemme 4.5.2 Si T est un polynome irréductible unitaire et si deg (T") < 0 (avec n > 1), alors il

existe des polynomes Vi, ..., V,, tels que :

Vi
k

A n
Jm_;

N~

avec deg(Vy) < deg(T).
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Preuve. Par récurrence sur n : pour n = liln’y arien a faire. Si le théoréme est vrai au rang

n et si deg < > < 0, alors on effectue la division euclidienne de A par T': A = QT + V,,4+4

Tn+1
avec deg(V;,+1) < deg(T), ce qui donne:

A Q  Vin

Tn+l — Tn + Tn+1"

Il est facile de voir que deg (;?n) < 0, on peut donc appliquer ’hypothese de récurrence, ce

qui donne le résultat.

U . .
On peut appliquer ce théoreme a chacune des fractions ek il existe des polynomes
Vi, Vi, tels que Z
Ui _ Tz”: Vi
=
avec deg(V};) < deg(F;).
Ce qui donne pour F':
r m; V’L
F=E+} (Z ];j ) :
=1 \g=1 +1
C’est une décomposition de I en éléments simples. n

Théoréme. 4.5.2.

Toute fraction rationnelle se décompose, de maniére unique, comme somme de sa
partie entiere et d’éléments simples.

Preuve. On démontre seulement 1’existence. Soit F' une fraction non nulle et non polyno-
A
miale : F' = 5 (forme irréductible), on calcule sa partie entiere E, on a alors :

R
F=EFE+ —
+B

R : A ctrs .
avec deg <B> < 0, on est alors amené a décomposer une fraction de degré strictement né-

gatif en éléments simples.
On factorise le dénominateur B en produit de polyndmes irréductibles unitaires :

s
B=][P™ (ouB estunitaire),
i=1
et on applique les lemmes précédents. u

Remarque 4.5.2 Décomposer une fraction rationnelle F' non nulle, c’est I'écrire comme somme de
sa partie entiere et de ses éléments simples.

3
E les451 — F = ———
xemples X1

décomposition de F en éléments simples dans R(X'), mais pas dans C(X).

—1/2  —1/2
— Dans C(X F=X .
ans C(X) ona +X+i+X—z’

X
, sa partie enticre est X, etona F = X + ——— : c'est la
P + X2+1
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Théoréme. 4.5.3.

Soit P un polyndome non nul et P = AP/™ X --- x P sa décomposition en facteurs

irréductibles unitaires, alors
/

_Zmzp.

Preuve. Preuve : Découle de la propriété de la dérivée logarithmique. n

4.5.4 Décomposition dans C(X)

Forme de la décomposition

A .
Soit ' = 5 € C(X), sous forme irréductible, soit E sa partie entiere et soit

B = H —ak

la factorisation du dénominateur. Les complexes a;, sont les poles de F), et les entiers my, > 1
sont les multiplicités respectives.
D’apres I'étude générale, la forme de la décomposition de F' sera :

T Mg

= E+Zzbjk )]

k=1j=1
Chaque pole de F' va donc générer des éléments simples qui lui correspondent : ce sont
les b, ———— pour j € {1,...,my}.
j,k<X_ak)JP j€d k)

La somme des éléments simples relatifs au pole a;, est appelée partie polaire de F relative
au pole ay, elle est notée PF(ay).

Définition. 4.5.2. partie polaire

On a donc PF(ay) Z b;, k , et la forme de la décomposition de F' est :

k)
F=E+ PF(a)+-+ PF(a,).

C’est-a-dire : partie entiere plus les parties polaires relatives aux podles de F'. La dé-
composition dans C(X') consiste donc a calculer des parties polaires.

Calcul d"une partie polaire

Soit F' = g € C(X) (sous forme irréductible) et soit a« € C un pole de F' de multiplicité
m > 1.
— Cas d’un poéle simple : on prend m = 1. On peut écrire B = (X — a)(Q avec Q(a) # 0.

Comme m = 1, la partie polaire de F relative a a est PF(a) = XL' en regroupant
—Qa

les parties polaires relatives aux autres poles, on peut écrire :

c +g
X—a V

F=E+
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. . U 1 .
avec I/ la partie entiere et deg (V) < 0. En multipliant par X — a, on obtient :
U
AQ= (X —a)E+c+ <X_G>V’

. U .
mais comme a n’est pas un pole de 7 on peut évaluer en a, ce qui donne :

_ Aw)
Q)

Comme B = (X — a)Q, il est facile de voir que Q(a) = B'(a), en conclusion : Si a est
c

X —a’

un pole simple de F' = oL alors la partie polaire de F relative a a est PF(a) =
Aa) _ Ala)
B'(a)  Qa)’

avec ¢ =

o Qesttel que B = (X —a)Q.

1
Exemple 4.5.1 Soit ' = Sont Aveen > 1. Onadeg(F) < 0, donc la partie entiere est nulle.

20k

Les poles de F' sont les racines n-iemes de I'unité : a, = exp ( > avec k € {0,1,...,n —

1

1}, et ce sont des podles simples. La partie polaire de F' relative a ay, est cy, avec ¢, =
—a

1 Qg " o :

—1 = —. La décomposition de F est :
naj,

1 . nz_:l Qg
Xr=t o =n(X — ag)
— Cas d’un pole double
Soit m = 2, on peut écrire B = (X — a)?Q avec Q(a) # 0. La partie polaire de F relative
aaest
PF(a) = —— b

X—a+(X—a)2’

en regroupant les parties polaires relatives aux autres poles, on obtient :

Qo I} U
F=FE =
+X—a+(X—a)2+V

U
deg ( = | <O.
avec deg (V)
Si on multiplie le tout par (X — a)? et que ’on évalue en a (puisque a n’est pas un pole

de ‘[i), on obtient

A(a)

Q(a)’

(X—ﬁa)z' on a alors
o U

X—a+V’

8=

Pour obtenir a, on peut poser G' = F' —

G=FE+
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donc a est un pole simple de G, ce qui nous ramene au cas précédent.
s 9 A .
Autre méthode : On pose H = (X —a)” x F = 0 on a en fait

H=(X—-aP’E+a(X—a)+p+ (X —a)

</

En évaluant en a, on trouve § = H(a), et en évaluant la dérivé
H'(a). En conclusion :

@)

en a, on trouve a =

Si a est un pole double de F' = é

7 alors la partie polaire de F' relative a a est :

o s
X—a X—a®

avec 3 = H(a) et « = H'(a), en posant H = (X —a)® x F.

PF(a) =

Remarque 4.5.3 Cette deuxieme méthode se généralise au cas d'un pole a de multiplicité m >
3enposant H = (X —a)™ x F.

X6
(X —1)2(X3+1)
il y a donc une partie entiere non nulle, on trouve E = X + 2 (le dénominateur est égal a
X% —2X* + X3 + X? — 2X + 1). La fraction posseéde 4 poles :

Exemple 4.5.2 Soit ' = . La fraction est irréductible et son degré vaut 1,

3

— 1:’est un pole double, on pose H = (X — 1) x F = T la partie polaire relative

X3+
alest:
9 1 1 1

TIX—1Tax -2

PF(1)

Car H(1) = ;et H(1) i

— —1: c’est un pole simple, la partie polaire de F relative a —1 est :

_ Lt 1
12X+ 1

— —j : c’est un pole simple, la partie polaire relative a —j est :

PF(-1)

, 1 1

PF(~j) = 3——.
3X +7

— —j? : C'est un pole simple, la partie polaire relative i —j° est :

1 1

PF(—j*) = - .
=337

Finalement, la décomposition de F en éléments simples dans C(X) est :

9 1 1 1 1 1 1 1 1 1

FeX+24° L i : : .
e Y T T ey T X1 3X 13X+
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Proposition. 4.5.1.

Si F est a coefficients réels, alors les parties polaires relatives aux poles conjugués, sont
conjuguées.

Preuve. Si a est un pdle complexe non réel de F' de multiplicité m, alors on sait que a est
un pole de F' de méme multiplicité car F' € R(X), en regroupant les parties polaires relatives
aux poOles autres que a, on obtient :

U
F:E—FPF(CL)‘Fv,

out £ € R[X] est la partie entiere, si on conjugue 1’expression, alors on obtient :

F:E—I—PF(a)—I—g.

. ks 1
Si on pose PF(a) = 1;::1 Ck X alors

et donc

m 1 U
F=F S W
+,;C’“(X—a)k+v’

U
mais a n’est pas un pole de v donc PF'(a) est la partie polaire de F' relative a a, c’est-a-
dire PF(a) = PF(a). u

1 .
Exemple 4.5.3 1. Soit F' = (X4 X 11 deg(F') < 0 donc sa partie entiere est nulle. F

osséde deux poles doubles j et j°. La partie polaire relative au pole j est :
p p p p p

_HG) , HG)

PR =X 25 =y

. 1 . 2t 9
Enposant H = (X — j)* x F = 5, on obtient H(j) = 3 et H'(j) = :

1
(X = j2) V3 3
F étant a coefficients réels, la partie polaire relative a j* est la conjuguée de celle relative a j. La
décomposition de F' est donc :

po_ L 29 o1 %9
3X —j) V3 (X—j) 3(X-j)P V3 (X-ij)
. X' +1 N , o
2. Soit F' = X(xz_1)e deg(F') < 0donc la partie entiére est nulle. La fraction est irréductible,

impaire, et possede un pole simple 0, et deux poles doubles 1 et —1. La forme générale de la
décomposition de F est :

a b c d e

=X |
X T X1 T xor T xr Tt

F étant impaire, on a F(X) = —F(—X), ce qui donne :
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o n b c N d e
X X41 (X412 X-1 (X—-1)%
L'unicité de la décomposition nous donne les relations d = b et e = —c ce qui fait deux
coefficients en moins a calculer. La partie polaire relative a 0 est PF(0) = ( pole simple). En

. ) 1 )
substituant 1 a X dans (X — 1)2 x F, on obtient c = —, et en faisant tendre x vers +oo dans la

fonction rationnelle x — xF(x), on obtient la relation 1 = a +b+d, i.e., 2b =0, d’oit b = 0.
Finalement, la décomposition de F est :

4.5.5 Décomposition dans R(X)

Forme de la décomposition

A
Soit F' = 3 € R(X) (sous forme irréductible), soit £ sa partie entiére et soit :

n

= [T(X —a)™ x [T(X* +puX + q)™
k=1 k=1

la factorisation de B en produit de facteurs irréductibles unitaires (p; — 4¢, < 0). D’apres
I'étude générale, la forme de la décomposition de F est :

n mg rooag CkX+dk
F=F+ -+ % LA
kz:lgz:l ;;; (X2 + pe X + qx)’

La premiere somme est en fait la somme des parties polaires de F relatives aux podles réels
de F. Les techniques de calcul sont les mémes dans le cas complexe. La seconde somme est
la somme des éléments simples de seconde espece.

Calcul des éléments simples de seconde espece

On se limitera au cas ot X? + pX + ¢ est un diviseur irréductible de B de multiplicité 1.
En regroupant les autres éléments simples, on obtient :

aX +b U
F=FE4+ —+————+ —.
+ X2+ pX +q * |74
Soient c et ¢ les deux racines complexes (non réelles) de X? + pX + g, alors c et ¢ ne sont
U
pas des poles de —, et c et ¢ sont des pdles simples de F. On peut calculer la partie polaire

de F relative a ¢ dans C(X) :

«
X —c

PF(c) =

Comme F' € R(X),ona PF(c) = XL' la somme de ces deux parties polaires donne :

2R(a) X*4+pX +g
X — 2R (ac)

PF(c) + PF(c) =
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C’est un élément simple de R(X). Comme la décomposition dans R(X) est unique, il en

résulte que :
aX +b 2R () X?24+pX 4gq

X24+pX+q X —2R(ac)
Autre méthode : soit H = (X +pX +¢)- F,ona:

) aX +b (X2 +pX +q)-U
H=(X +pX+q)-E+X2+pX+q+ 7 .
On obtient alors le systeme :
H(c)=ac+b
H'(c)=ac+b

En résolvant, on trouve a et b.
X1 . . . .
Exemple 4.5.4 Soit F' = ———. Onadeg(F) = 1, il y a donc une partie entiére non nulle, celle-ci

X3 —1
vaut X. D’autre part,ona X* —1 = (X — 1)(X? + X + 1), d’oit la forme de la décomposition :
X
Foxa bX +c

X1 X?1X+1

La partie polaire relative a 1 est PF(1) = . Dans C(X), la partie polaire relative a j est

3(X — 1) ‘
, et la partie polaire relative i j* est la conjuguée, i.e. PF(j*) = 3(Xj—j2)'

]
3(X —j) ,
somme de ces deux parties polaires donne :

PF(j) = la

—X 41
X2+ X +1)

la décomposition de F est donc :

1 X+ 1
F=X |
LTS SRV RS CIp ey

. N 1 .
Remarque 4.5.4 En évaluant en 0, on obtient c —a = 0,doit c = a = 3 En faisant tendre x vers

x? 1

+oo dans x(F(x) — x) = S on obtienta+b=0,doitb=—a=——.

x3 3
4.6 Applications de la décomposition
4.6.1 Calcul de la dérivée n-ieme d’une fraction
Exemple 4.6.1 Soit f(x) = a1 calculons ™ (z). Dans C(X), ona :
I
X241 2(X —4)  2i(X +4)
d’ont . . .
(n) — — [ (=1\"n! —(=1)"n!
Fa) = g (ot - o)
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4.6.2 Primitives d’une fraction rationnelle

Soit F' € R(X), on décompose F en éléments simples dans R(X), on est donc ramené a
calculer des primitives de trois types :

— La partie entiére : c’est un polyndéme.

1
— Les éléments simples de premiere espéce : X —ap avec n > 1, on sait les intégrer,
—qa)m
car:
dt In(|t — al), sin=1,
= —1
/(t—a)” sin > 1.

(n—1)(t—a)»V

— Les éléments simples de seconde espece :
_ . aX +b B .
Pour les éléments simples de seconde espece —————, la méthode est la suivante :
X2+pX +q¢q
— On fait apparaitre la dérivée du trindme X? + pX + ¢ au numérateur et on com-
pense les X en multipliant par un facteur adéquat, puis on compense les constantes
en ajoutant ce qu'il faut, ce qui donne :

aX+b  a 2X +p +<b ap) 1
X24pX4+q 2 X24pX+gq 2) X2+pX +q

. o u'
La premiére de ces deux fractions est facile a intégrer (du type —).
U

— Pour la deuxiéme fraction : on met le trindme X? + pX + ¢ sous forme canonique
afin de mettre la fraction sous la forme :

ou’
1+ u?’

ol u est une fonction de z. Cette fraction s’integre en «arctan(u).

xdt
t3+1sur]—1,+oo[:

On décompose la fraction rationnelle

Exemple 4.6.2 Calculons F(z) = /

en éléments simples dans R(X), ce qui donne :

X3+1
1 1 X -2
X341 3(X+1) 3(X2—-X+1)
Ona:
X-2 1 2X — 1 3 1
X2—-X+4+1 2 X2—-X+4+1 2 X2—-X+1
et:
1 B 1 2 1
X2 X+1 (X—LD2i3 7 3 [ax_1\2 ’
( 2) 4 \/_ (\/g) +1

On en déduit alors :

F(yc):Bln(x+1)—61ﬂ($2—9€+1)+\famtan< : >

c’est-a-dire :

1 x+1 V3 2r—1

>



	Ensembles et applications
	Élements de logique
	LES ENSEMBLES
	LES RELATIONS
	LES APPLICATIONS
	EXERCICES

	Arithmétique des entiers
	Divisibilité et Division Euclidienne
	PGCD et PPCM d'entiers
	Nombres premiers
	Congruence modulo un entier

	Les polynômes
	Généralités
	Arithmétique des polynômes

	Les fractions rationnelles
	Construction de l'ensemble des fractions rationnelles
	Degré, pôles et racines d'une fraction
	Fonctions rationnelles
	Dérivation d'une fraction rationnelle
	Décomposition d'une fraction rationnelle
	Applications de la décomposition


